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The double factorization method is developed as applied to boundary-value problems for sets of
differential equations in partial derivatives of any finite order with constant factors. The study is
carried out in arbitrary convex domains with a smooth boundary. Application of the factorization
method makes it possible to write out its solution representation, to study quantitative properties of
the solutions, and to use different strategies while formulating boundary-value problems irrespective of
the fact whether the resolvability of the problem has been proved a priori. The latter is the advantage
of factorization method compared with numerical methods. Unlike methods of boundary and finite
elements, a method of fundamental solutions, differential methods, the factorization method makes it
possible to identify multivariate multi-parameter singular and bifurcation multitudes of boundary-value
problems when the problem is a result of linearization of nonlinear problems in seismology.

Изложенный в [1] подход предваритель-
ного сведения дифференциальных уравнений
краевых задач к системам дифференциаль-
ных уравнений первого порядка удобен для
исследовательских целей. Однако при прак-
тическом использовании метода более прием-
лемым является сохранение или даже, если
это удается, сокращение количества уравне-
ний в системе, что ведет к повышению поряд-
ка производных в дифференциальных урав-
нениях краевых задач. В связи с этим при-
менительно к указанным системам приводит-
ся метод двойной факторизации. Излагаются
особенности удовлетворения граничных усло-
вий в таких задачах и связь метода с инте-

гральными преобразованиями. Показано, что
метод интегральных преобразований являет-
ся упрощенным фрагментом метода фактори-
зации, применимым лишь к частным формам
областей. Детализируются пути применения
метода в приложениях, обсуждаются его до-
стоинства и недостатки.

1. Рассматривается краевая задача для
системы дифференциальных уравнений в
частных производных с постоянными коэф-
фициентами в ограниченной области Ω с глад-
кой границей ∂Ω. Ради простоты считаем, что
Ω — односвязная выпуклая область.

Используя принятые в работе [1] обозна-
чения, представим дифференциальные урав-
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нения в частных производных произвольного
порядка в форме

K(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ = g,

M∑
m=1

N∑
n=1

K∑
k=1

P∑
p=1

Aspmnkϕ
(m)(n)(k)
p,x1x2x3 = gs, (1)

Asqmnk = const,

ϕ(x) = ϕ(x1, x2, x3),

x = {x1, x2, x3}, x ∈ Ω;

ϕ = {ϕs}, g = {gs} , s = 1, 2, . . . , P.

Пусть P дифференциальных уравнений
связывают P неизвестных функций и име-
ют конечный порядок частных производных.
При этом не делается никаких предположе-
ний относительно коэффициентов, кроме то-
го, что они должны быть постоянными, или
зависеть от свободных параметров, например,
параметра преобразования Лапласа по време-
ни, если исходной была задача Коши. Счита-
ем, что определитель системы, составленный
из коэффициентов при старших производных,
не есть тождественный нуль.

Граничные условия связывают предель-
ные значения неизвестных и их частных про-
изводных, порядок которых ниже порядков
дифференциальных уравнений, на ∂Ω. Ко-
личество граничных условий меньше числа
неизвестных, умноженных на порядок стар-
шей производной дифференциальных уравне-
ний:

M1∑
m=1

N1∑
n=1

K1∑
k=1

P∑
p=1

Bspmnkϕ
(m)(n)(k)
p,x1x2x3 = g0,s, (2)

g0 = {g0,s} , s < P, x ∈ ∂Ω,

M1 < M, N1 < N, K1 < K.

Предполагаем, что матрица непрерывных
коэффициентов Bspmnk, зависящих от точек
границы, имеет минор, отличный от нуля на
всей границе ∂Ω.

Решение ϕ = {ϕm} и заданные функции
gs, g0,s считаем принадлежащими некоторым
пространствам Hλ, введенным в [3,4].

Заметим, что исследуется общая по-
становка пространственной краевой зада-
чи, подобная постановкам краевых задач
для систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициен-
тами на отрезке. Метод факторизации позво-
ляет рассматривать краевые задачи в такой
постановке. Здесь используются обозначения,
принятые в работах [3, 4]. Как и в указанных
работах, предполагается, что введенная топо-
логия индуцирована эвклидовой метрикой ис-
ходной системы координат.

Введем в рассмотрение вектор ω, компо-
нентами которого являются внешние формы
вида

ω = {ωs} , s = 1, 2, . . . , P ;

ωs = P12s dx1Λdx2 + P13sdx1Λdx3+

+ P23sdx2Λdx3,

〈αx〉 = α1x1 + α2x2 + α3x3,

α = {α1, α2, α3},

P12s =

=

M∑
m=1

N∑
n=1

K∑
k=1

P∑
p=1

Aspmnk (−iα1)m (−iα2)n×

×
k∑

p3=1

(−iα3)p3−1 ϕ(k−p3)
px3 ei〈αx〉,

P13s =

= −
M∑
m=1

N∑
n=1

K∑
k=1

P∑
p=1

Aspmnk

{
(−iα1)m(−iα3)k×

×
n∑

p2=1

(−iα2)p2−1ϕ(n−p2)
px2 ei〈αx〉 − (−iα1)m×

×
n∑

p2=1

k∑
p3=1

(−iα2)p2−1(−iα3)p3−1×

× ∂

∂x3

(
ϕ(n−p2),(k−p3)
x2x3 ei〈αx〉

)}
,
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P23s =

=
M∑
m=1

N∑
n=1

K∑
k=1

P∑
p=1

Aspmnk

{
(−iα2)n(−iα3)k×

×
m∑

s1=1

(−iα1)(s1−1)ϕ(m−s1)
px1 ei〈αx〉+

+ (−iα2)n
m∑

s1=1

k∑
p3=1

(−iα1)(s1−1)(−iα3)(p3−1)×

× ∂

∂x3

(
ϕ(m−s1),(k−p3)
px1x3 ei〈αx〉

)
+

+ (−iα3)k
m∑

s1=1

n∑
s2=1

(−iα1)(s1−1)(−iα2)(s2−1)×

× ∂

∂x2

(
ϕ(m−s1),(n−s2)
px1x2 ei〈αx〉

)
+

+
m∑

s1=1

n∑
s2=1

k∑
s3=1

(−iα1)(s1−1)(−iα2)(s2−1)×

× (−iα3)(s3−1)×

× ∂

∂x2

∂

∂x3

(
ϕ(m−s1),(n−s2),(k−s3)
px1x2x3 ei〈αx〉

)}
;

Используя преобразования, описанные в
работах [1, 2], соотношения (1) можно пред-
ставить в эквивалентной форме

P∑
m=1

knm(α)Φm(α) =

= −Gn(α) +

∫∫
∂Ω

ωn(α),

n = 1, 2, . . . , P,

−K(−iα1,−iα2,−iα3) ≡ K(α) = ‖knm(α)‖ ,

Gn(α) =

∫∫∫
Ω

gn(x)ei〈αx〉 dx ≡ Fgn,

Φm = Fϕm.

Здесь и далее сохранены обозначения, приня-
тые в [1, 2].

Эту систему можно представить в виде

KΦ = −G(α) +

∫∫
∂Ω

ω, (3)

G = {Gn}, Φ = {Φm}.

Таким образом, получили систему уравне-
ний, рассмотренную в [1]. Повторяя использо-
ванный в этой работе вариант метода двойной
факторизации, после выполнения всех требу-
емых операций приходим к построению реше-
ния исходной краевой задачи.

2. Приведем ряд результатов.
Теорема 1. Краевая задача (1) для си-

стемы дифференциальных уравнений в част-
ных производных с постоянными коэффи-
циентами в произвольной выпуклой области
Ω с кусочно-гладкой границей ∂Ω эквива-
лентна системе двумерных псевдодифферен-
циальных уравнений

lim
αν3→zνs−

K−1 (αν3 ,+)

[
−G(αν3) +

∫∫
ω

]
×

×
(
αν3 − zνs−

)
= 0. (4)

Общее решение краевой задачи в случае по-
лупространства представимо в виде

ϕ(xν) =

=
1

4π2

∞∫∫
−∞

∑
s

e−i(α
ν
1x
ν
1+αν2x

ν
2)T(αν1 , α

ν
2 , z

ν
s+)×

×K−1
r

(
i
∂

∂xν3

)
e−iz

ν
s+x

ν
3dαν1dα

ν
2 , (5)

T(αν1 , α
ν
2 , z

ν
s+) =

= 2πi lim
αν3→zνs+

K−1(αν3 ,−)×

×
[
−G(αν3) +

∫∫
ω

] (
αν3 − zνs+

)
.

В случае ограниченной области оно имеет вид

ϕ(xν) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

∑
s

e−i(α
ν
1x
ν
1+αν2x

ν
2)×

×
[
T+(αν1 , α

ν
2 , ζ

ν
s+)K−1

r

(
i
∂

∂xν3

)
e−iζ

ν
s+x

ν
3−

−T−(αν1 , α
ν
2 , ζ

ν
s−)K−1

r

(
i
∂

∂xν3

)
e−iζ

ν
s−x

ν
3

]
dαν1dα

ν
2 ,

[
−G +

∫∫
ω

]
= L+ + L−,

L± (αν1 , α
ν
2 , α

ν
3) e−iα

ν
3x
ν
3 → 0, Imαν3 → ±∞,
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T±
(
αν1 , α

ν
2 , ζ

ν
s±
)

= 2πi lim
αν3→ζνs±

K−1 (αν3 ,−)×

× L± (αν1 , α
ν
2 , α

ν
3)
(
αν3 − ζνs±

)
.

Здесь ζνs± — нули знаменателя правой части
последнего соотношения, в том числе zνs±, из
верхней и нижней полуплоскостей соответ-
ственно. В случае кратных нулей для вычетов
берутся соответствующие формулы.

Заметим, что в работе [1] приведена фор-
мула представления решения ϕ (xν) для по-
лупространства, в [3] — для ограниченной об-
ласти.

Пусть краевая задача (1) разрешима для
вектор-функции g(x), дифференцируемой в
Ω, при коэффициентах граничных условий
(2), непрерывных на ∂Ω.

Теорема 2. Решение ϕ(x) краевой задачи
является вектор-функцией, дифференцируе-
мой в Ω и непрерывной вплоть до границы
∂Ω. Производные вектор-функции ϕ(x) яв-
ляются суммой классических и обобщенных
функций. Классические составляющие реше-
ния удовлетворяют системе (1) и заданным
граничным условиям (2) поточечно в про-
странстве функций C, непрерывных на Ω,
∂Ω соответственно. Обобщенные составляю-
щие имеют в качестве носителя границу ∂Ω
и являются следствием дифференцирования
«ступенчатой» вектор-функции ϕ(x), продол-
женной нулем с Ω ∪ ∂Ω на все пространство
R3.

Замечание 1. Учет граничных условий
при решении методом факторизации осу-
ществляется, как это указывалось ранее, по
следующей схеме.

В выбранной точке некоторой окрестно-
сти ∂Ων на ∂Ω граничные условия разрешают-
ся относительно независимых производных,
число которых меньше максимального поряд-
ка производных в (1), умноженного на число
уравнений. Полученные из граничных усло-
вий представления независимых производных
вносятся в выражение векторов внешней фор-
мы ω в правой части (3). Таким образом,
в правой части (3) исключаются указанные
независимые производные, выраженные через
зависимые, а также через заданные функции
g0,n. Появляющиеся зависимые производные
в правой части (3) становятся неизвестны-
ми, относительно которых должна решаться
система псевдодифференциальных уравнений
(4). Эта система идентична уравнениям, воз-

никающим в теории вирусов вибропрочности,
и ее можно решать известными методами [5].
Как указано в теореме 2, построенная клас-
сическая составляющая решения автоматиче-
ски удовлетворяет в С дифференциальным
уравнениям и заданным граничным условиям
(2).

Замечание 2. Применяя формулу (5) для
случая, когда областью Ω является слой или
полупространство, имеем решение, совпадаю-
щее с решением, получаемым при использова-
нии интегрального преобразования Фурье [6].
При этом система псевдодифференциальных
уравнений (4) вырождается в алгебраические
соотношения для нахождения неизвестных,
входящих в общее решение, при удовлетворе-
нии граничных условий. Таким образом, ме-
тод интегральных преобразований Фурье яв-
ляется упрощенной формой метода фактори-
зации, применимой в слоистых областях для
нахождения классической составляющей ре-
шения в методе факторизации. С таким же
успехом рассматриваются другие классиче-
ские области: сфера, цилиндр, круг и т. д. и
связанные с ними интегральные преобразо-
вания [7–10]. Метод факторизации позволяет
описать области, в которых возможно приме-
нение методов интегральных преобразований
(не только Фурье) как упрощенных своих ва-
риантов. Для этого может понадобиться ис-
пользование метода обобщенной факториза-
ции [3]. Главным условием при этом является
инвариантность дифференциальных форм и
граничных условий представлениям соответ-
ствующих групп движений, порождаемых ав-
томорфизмом носителя Ω на себя.

Замечание 3. Метод факторизации дает
возможность выписывать представление ре-
шения краевой задачи без каких либо прибли-
жений или аппроксимаций. Он позволяет изу-
чать качественные свойства решений и осу-
ществлять различные стратегии в постанов-
ке краевых задач независимо от того, доказа-
на ли априорно их разрешимость, и этим он
существенно отличается от численных мето-
дов [11–14]. Наконец, решение в форме инте-
грала Фурье представляет большие возмож-
ности его численно-аналитического исследо-
вания, что делает метод факторизации удоб-
ным средством для изучения широкого клас-
са задач в различных областях. В частно-
сти, метод факторизации может оказаться
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удобным для выявления многомерных мно-
гопараметрических особых и бифуркацион-
ных множеств краевых задач, получающихся
в результате линеаризации нелинейных задач,
возникающих в сейсмологии.

В опубликованных авторами работах рас-
сматривался лишь простейший вариант воз-
никающей проблемы исследования свойств
аналитического многообразия — алгебраиче-
ских функций, порождаемых нулями характе-
ристических уравнений дифференциальных
форм, а именно, коразмерности 1. В об-
щем случае может понадобиться исследова-
ние групп гомологий аналитических много-
образий в зависимости от типа характери-
стического уравнения. Вероятно, они позво-
лят выявить глубокие закономерности слож-
ных свойств в исследуемых задачах. Возмож-
ны различные расширения применения мето-
да.

В частности, очевиден перенос метода
факторизации на уравнения с переменными
коэффициентами. Введение двойной факто-
ризации облегчило исследование задач этим
методом. Однако следует заметить, что, хотя
двойная факторизация фактически прибли-
зила решение краевых задач для систем диф-
ференциальных уравнений по уровню слож-
ности к решению одного дифференциального
уравнения, тем не менее, этот аппарат оста-
ется достаточно сложным для применения и
нуждается в модификации, как это было в
свое время с интегральными преобразовани-
ями [6–10].
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