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Abstract. The nonlinear bending and stability of reverse buckling disks have been studied. The
reverse buckling disks represent the oblate ellipsoidal shells being under the pressure of the heated
or cooled compressed working environment on the convex side of the shells. We have obtained
the numerical results depending on the temperature of the working environment. Comparison of
the studied ellipsoidal shells with the spherical segments having the same base and depth of pole
under the base was also presented. It was found that the biggest critical loads are observed at
low temperatures with a significant reduction of their values at elevated temperatures for oblate
ellipsoidal shell under the joint action of pressure of the compressed gas and its temperature.
Herein, the loads of wave formation in a parallel for all the considered values of temperature are not
observed. It is shown that oblate hemi-ellipsoidal shell provides an axisymmetric form of stability
loss with the opening of their central part at low temperature and at the same temperature of
the loading environment. This is consistent with the operating conditions of the safety reverse
buckling disks. It is shown that small changes in geometry lead to a significant change in the
stress-strain state and in stability of the considered shells.
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1. Постановка задачи и метод решения

Условиям обеспечения подходящего про-
цесса деформирования предохранительных
мембран посвящены работы многих авто-
ров [1, 2]. Процессы докритического изгиба
и потери устойчивости оболочек, находящих-
ся под действием давления среды и силовых
нагрузок, усложняются при действии повы-
шенной или пониженной температуры [3–6]. В
настоящей работе представлены результаты
исследования нелинейного деформирования и
устойчивости сплюснутых полуэллипсоидаль-
ных оболочек, находящихся под действием
температуры и давления рабочей среды взры-
воопасного аппарата с точки зрения примене-

ниях их как хлопающих предохранительных
мембран.

Рассматриваются нелинейный изгиб и
устойчивость сплюснутой полуэллипсоидаль-
ной оболочки под действием давления сжи-
маемой охлажденной или нагретой рабочей
среды (газа) на выпуклую поверхность обо-
лочки. Невесомый сжимаемый газ находится
в герметически закрытой емкости с жестки-
ми стенками (рис. 1). Давление в емкости
создается медленной подачей газа. Характе-
ристики оболочки: a, b � полуоси (b � по-
луось, направленная вдоль оси вращения x);
h � толщина. Вводятся координатные линии:
меридианы s, 0 6 s 6 sN ; внешняя нормаль
z к срединной поверхности, �h/2 6 z 6 h/2;
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Рис. 1. Эллипсоидальная оболочка под действием давления газа
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вращения x и нормалью z. Характеристики
газа: M

0

, V
0

, p
0

, T
0

� масса, объем, давление
и температура в ненапряженном состоянии
оболочки; m, V , p, T � масса дополнительно
поданного в емкость газа, соответствующее
изменение объема емкости, установившиеся
в ней давление и температура. Температура
оболочки совпадает с температурой рабочей
среды.

Принимается, что давление p в емкости
в процессе всего нагружения изменяется по
адиабатическому закону [7]

p = p
0

((1 +m/M
0

)/(1 + V/V
0

))

� , (1.1)

где � � показатель адиабаты. Таким образом,
в данной задаче параметром нагружения бу-
дет служить масса подаваемого в емкость
газа m.

Используются соотношения термосило-
вой задачи теории оболочек для моментно-
го, геометрически и физически нелинейно-
го напряженно-деформированного состояния
(НДС) при умеренных поворотах [5] под дей-
ствием давления на оболочку P = p � p

0

и
разности температур T � T

0

. При существен-
ном отличии рабочих температур оболочки
от начальной температуры T

0

возникает необ-
ходимость учета зависимости свойств мате-
риала от действующей температуры T . При
этом в соотношениях термосиловой задачи
используется средний коэффициент линейно-
го температурного расширения в интервале
[T

0

, T ] [3,8]. Выражения напряжений через де-
формации представляются по теории малых
упругопластических деформаций [9] для сжи-
маемого материала, обладающего линейным
упрочнением с коэффициентом упрочнения
�, модулем упругости E , коэффициентом
Пуассона ⌫, пределом текучести �S , преде-
лом прочности �B, коэффициентом линейно-
го температурного расширения ↵ и средним

коэффициентом линейного температурного
расширения ↵̃. В соотношениях задачи учиты-
вается зависимость характеристик материала
от температур T

0

, T

E = E(T ), �S = �S(T ),

↵̃ = ↵̃(T
0

, T ).
(1.2)

У основания оболочки s = sN рассматрива-
ются условия жесткой заделки

u = 0, w = 0, #
1

= 0. (1.3)

В работах [6,10] сформулирована нелинейная
краевая задача оболочек вращения под дей-
ствием температуры и давления сжимаемой
среды и предложен алгоритм ее численного
решения на основе пошагового процесса по
параметру массы подаваемой в емкость среды
m/M

0

.
Далее приводятся результаты расчетов, в

которых p
0

принимается равным атмосфер-
ному давлению, T

0

= 20 °C. Характеристики
материала оболочки представлены в табл. 1.
Приняты обозначения этапов НДС: I � при
малых значениях давления, II � осесиммет-
ричная потеря устойчивости, III � скачок
(прохлопывание).

2. НДС полуэллипсоидальной
оболочки в зависимости от уровня

температуры
При вычислениях принято: a = 100 мм,

b = a/2, H = 2b, sN = 121,105 мм, � = 1,4,
⌫ = 0,3, � = 0,9, h = 1 мм, ✓

1

= 0, ✓N = ⇡/2.
В табл. 2 представлены безразмерные па-

раметры нагрузки P/E
0

, максимальных зна-
чений прогиба w/h и интенсивности напря-
жений �i/E0

= (�2

11

+ �2

22

� �
11

�
22

)

0,5/E
0

при
нарастании подачи газа m/M

0

в емкость для
различных температур T . Картина НДС сег-
мента сложна вследствие совместного дей-
ствия двух основных факторов � давления
рабочей среды и ее температуры. Видна зна-
чительная зависимость НДС сегмента от тем-
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Таблица 1. Характеристики стали 12X18H10T

T °C �193 �103 �70 20 300 500
E · 10�5, МПА 2,12 2,09 2,03 1,74 1,53

�S , МПА 448 380 250 137
�B , МПА 1000 660 392

↵(T ) · 105, 1/град С 0,66 1,42 1,60 1,80 2,07
↵̃(T0, T ) · 105, 1/град С 1,32 1,49 1,58 1,72 1,79

Таблица 2. НДС эллипсоидального сегмента в зависимости от уровня температуры

Этапы T °C �150 �100 �50 0 20 50 100 150 200

I.

m/M0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,500 0,000 0,000 0,000 0,000
106 · P/E0 0,001 0,001 0,001 0,001 0,349 0,001 0,001 0,001 0,001

w/h 0,262 0,195 0,117 0,035 0,010 �0,053 �0,143 �0,234 �0,327

103 · �i/E0 2,750 2,326 1,797 0,667 0,077 1,000 1,453 1,730 1,931

II.

m/M0 13,60 13,00 11,90 10,10 9,446 9,200 8,900 8,500 8,200
106 · PB/E0 19,92 18,79 16,75 13,51 12,38 11,97 11,48 10,85 10,35

w/h 0,825 0,745 0,649 0,466 0,477 0,393 0,391 �0,383 �0,507

103 · �i/E0 2,285 2,406 1,859 1,678 1,735 2,058 2,505 2,789 3,018

III.

m/M0 13,70 13,02 11,91 10,20 9,447 9,300 9,000 8,600 83,00
106 · PC/E0 2,222 2,179 2,092 1,949 1,886 1,860 1,811 1,757 1,706

w/h 88,96 88,73 88,33 87,48 86,99 86,95 86,84 86,62 86,48
103 · �i/E0 13,64 13,35 12,84 12,03 11,69 11,48 11,14 10,08 10,43

103 · �S/E0 2,091 1,954 1,720 1,371 1,231 1,198 1,139 1,081 1,023
103 · �B/E0 4,588 4,195 3,802 3,445 3,251 3,169 3,031 2,894 2,756

пературы T . Из табл. 2 видно, что при опре-
деляющем влиянии на НДС оболочки темпе-
ратурных напряжений (I этап) у заделанного
основания возникают напряжения �i > �S
как при охлаждении, так и при нагреве, за
исключением окрестности T = T

0

= 20 °C,
когда НДС сегмента определяется без учета
влияния температуры нагружающей среды.
При T = 20 °C данные о НДС оболочки при-
ведены при некотором m/M

0

6= 0.
При дальнейшей подаче газа в емкость

для всех рассмотренных значений темпера-
тур T 2 [�150, 200] °C определяются верхние
предельные нагрузки PB осесимметричной
потери устойчивости. Видно, что в рассмот-
ренной задаче наибольшие критические на-
грузки PB наблюдаются в области понижен-
ных температур со снижением их значений
при повышенных температурах. Вычисления
показали, что при всех рассмотренных значе-
ниях температур в данной задаче нагрузки
волнообразования по параллели (точки би-
фуркации) не наблюдаются.

После достижения верхней критической
нагрузки PB при малейшем увеличении по-

дачи газа в емкость m/M
0

для всех рассмот-
ренных вариантов оболочка выворачивается
скачком со значительным снижением давле-
ния и увеличением прогибов и напряжений,
превышающих предел прочности материала.

На рис. 2 представлены зависимости P (w)

в полюсе эллипсоидальной оболочки при тем-
пературах T = �150 °C, T = 20 °C и в окрест-
ности основания оболочки s = 102,93 мм при
температуре T = 200 °C. Сплошными линия-
ми представлены результаты, полученные без
учета взаимодействия оболочки с нагружаю-
щей средой (без использования закона (1.1))
при заданном изменении объема оболочки в
процессе деформации [10]

Vi+1

= Vi +�V, i = 1, J. (2.1)

Штриховые линии соответствуют области
скачка, вызванного сжимаемостью газа (1.1).

На рис. 3–5 приведены эпюры w/h и
�i/E0

по меридиану оболочки при нарастании
параметра нагрузки P/E

0

при температуре
T = �150°, 20°, 200 °C. Из рис. 3–5 видно, что
при низкой и высокой температурах разви-
тие докритических прогибов и напряжений
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Рис. 2. Зависимости P (w) при T = �150°; 20°; 200 °C

а) б)

Рис. 3. 1. P/E0 = 0,06 · 10�6; 2. P/E0 = 7,90 · 10�6; 3. PB/E0 = 19,9 · 10�6

а)
б)

Рис. 4. 1. P/E0 = 0,07 · 10�6; 2. P/E0 = 3,45 · 10�6; 3. P/E0 = 7,92 · 10�6; 4. PB/E0 = 12,38 · 10�6
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а)
б)

Рис. 5. 1. P/E0 = 0,004 · 10�6; 2. P/E0 = 2,90 · 10�6; 3. P/E0 = 7,80 · 10�6; 4. PB/E0 = 10,35 · 10�6

носит различный характер. При T = �150 °C
с ростом нагружения нарастает прогиб в по-
люсе, что приводит к перемещению напря-
жений max

s,z
�i/E0

из окрестности заделанно-
го основания s = sN в окрестность полюса.
При T = 20 °, 200 °C на поверхности оболоч-
ки имеется область в окрестности основания,
где прогиб всегда направлен противоположно
действию давления. При отсутствии темпе-
ратурных напряжений (T = T

0

= 20 °C) с
нарастанием давления наибольшие значения
прогиба наблюдаются в окрестности полюса,
а max

s,z
�i/E0

� при s = sN . При повышенной

температуре T = 200 °C max

s
w/h наблюда-

ется в окрестности основания, а max

s,z
�i/E0

�
у основания полуэллипсоидальной оболочки.
Таким образом, при пониженной температу-
ре и при неизменной температуре нагружа-
ющей среды рассматриваемая эллипсоидаль-
ная оболочки обеспечивает осесимметричную
форму потери устойчивости с раскрытием её
центральной части, что согласуется с услови-
ями эксплуатации предохранительных мем-
бран [1].

В табл. 3 дано сравнение НДС эллипсои-
дальной и сферической оболочек для темпе-
ратур T = �150°, 20°, 200 °C, при этом рас-
сматривается сферический сегмент, для кото-
рого толщина h, радиус основания a, глубина
полюса под основанием H

0

= b, характеристи-
ки материала, показатель адиабаты рабочей
среды � и граничные условия совпадают с
данными для эллипсоидальной оболочки.

Вычисления показали, что для сфериче-
ского сегмента при совместном действии дав-
ления рабочей среды и ее температуры опре-
деляются нагрузки PH , при которых происхо-
дит волнообразование по параллели с числом
волн k. На осесимметричной ветви решения
при дальнейшей подаче газа в емкость опре-
деляются верхние предельные нагрузки PB
осесимметричной потери устойчивости. Для
полуэллипсоидальной оболочки волнообразо-
вание по параллели не развивается. Из табл. 3
видно, что при всех значениях рассмотренных
температур верхние предельные нагрузки осе-
симметричной потери устойчивости PBвыше
для сферического сегмента, чем для полуэл-
липсоидальной оболочки. Однако деформи-
рование сферического сегмента разовьется
по неосесимметричной ветви, поскольку для
него PH < PB. Такой сферический сегмент
не отвечает требованиям эксплуатации предо-
хранительных мембран, предусматривающим
надежное прохлопывание мембраны без вол-
нообразования по параллели.

Заключение

Таким образом, показано значительное
влияние на НДС эллипсоидальной оболоч-
ки уровня температуры действующей среды.
Установлено, что при совместном действии
давления сжимаемого газа и его температуры
в сплюснутых полуэллипсоидальных оболоч-
ках наибольшие критические нагрузки наблю-
даются в области пониженных температур со
снижением их значений при повышенных тем-
пературах. При этом для всех рассмотренных
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Таблица 3. Сравнение НДС сферической и эллипсоидальной оболочек при температурах T = �150°,
20°, 200°C

T °C �150 20 200
Этапы деформирования Сферический сегмент

Неосесимметричное
волнообразование по

параллели

m/M0 17,45 14,09 12,55
106 · PH/E0 27,81 21,02 18,18

k 10 12 11
w/h0 0,613 0,256 �0,290

103 · �i/E0 3,906 1,737 1,616

Верхняя предельная
нагрузка

m/M0 18,20 14,50 12,60
106 · PB/E0 29,39 21,82 18,27

w/h0 0,898 0,385 �0,289

103 · �i/E0 3,936 1,854 1,613

Область скачка

m/M0 18,30 15,00 12,80
106 · PC/E0 1,404 1,314 1,274

w/h0 114,6 114,2 113,7
103 · �i/E0 14,58 12,97 11,77

Этапы деформирования Полуэллипсоидальная оболочка

Верхняя предельная
нагрузка

m/M0 13,60 9,400 8,200
106 · PB/E0 19,92 12,30 10,35

w/h0 0,825 0,424 �0,507

103 · �i/E0 2,285 1,720 3,018

Область скачка

m/M0 13,70 9,500 8,300
106 · PС/E0 2,220 1,887 1,706

w/h0 88,96 87,04 86,48
103 · �i/E0 13,64 11,70 10,43

103 · �S/E0 2,091 1,231 1,023
103 · �В/E0 4,588 3,251 2,756

значений температур нагрузки волнообразо-
вания по параллели не наблюдаются. Показа-
но, что при пониженной температуре и при
неизменной температуре нагружающей среды
сплюснутые полуэллипсоидальные оболочки
обеспечивают осесимметричную форму поте-
ри устойчивости с раскрытием их централь-
ной части, что согласуется с условиями экс-
плуатации предохранительных мембран [1].
Показано, что малые изменения в геометрии
приводят к существенному изменению НДС
и устойчивости рассмотренных оболочек.
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