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Abstract. Currently, the problem of building block elements of boundary problems for systems of
differential equations with constant coefficients has been solved for a fairly wide range of domains.
For the formation of block structures consisting of block elements with individual physical and
mechanical properties, the mechanism of their conjugation is used, which is, in terms of topology,
the construction of quotient topologies of topological spaces of conjugated block elements. This
mechanism is described using the example of packed block elements generated by the boundary
value problem for systems of linear differential equations in partial derivatives viewed as topological
objects. They can be considered as manifolds with boundaries in certain spaces representing
Cartesian products of topological spaces. Thus, the packed block elements are conjugated to
form block structures of varying complexity. This approach is based on the methods of exterior
analysis, the section of the theory of block elements, which makes it possible to build solutions of
boundary problems on given carriers. The paper discusses other approaches to the application of
topological methods in boundary value problems. Clear goals, approaches and opportunities of
different methods are described.
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1. В работе [1] введены упакованные блоч-
ные элементы. Упакованный блочный эле-
мент � это точное решение граничной задачи
на избранном носителе. Оно получается в ре-
зультате решения псевдодифференциальных
уравнений, формируемых внешними форма-
ми, порождаемыми граничной задачей. Ап-
парат внешней алгебры лишь позволяет по-
строить внешние формы и не используется в
преобразованиях. Применяемый процесс по-
строения решения в теории блочного элемен-
та назван �внешним анализом� [2].

Упакованным можно назвать такой блоч-
ный элемент, для которого решены порожда-

емые регуляризацией псевдодифференциаль-
ные уравнения.

Построение фактор-топологий осуществ-
ляется алгоритмами, называемыми гомеомор-
физмами. Гомеоморфизмы в теории блочных
элементов особенно удобны и необходимы, по-
скольку позволяют, выполняя конструирова-
ние в хорошо изученных пространствах из
Rn, переносить их на более сложные струк-
туры. Рассмотрим случай блочных элемен-
тов, получаемых в пересечении трехмерного
слоя и бесконечной призмы, имеющей в сече-
нии многоугольник, ось которой перпендику-
лярна границе слоя. Покажем, что из двух
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разнотипных соседних упакованных блочных
элементов, имеющих общую грань можно по-
строить их сопряжение и получить новый
упакованный блочный элемент, готовый к со-
пряжению с соседними. Затем он достаточно
просто переносится на более сложные гра-
ничные задачи и блочные элементы. Возьмем
один из блочных элементов b с носителем ⌦b,
а второй d � с носителем ⌦d. Плоские контак-
тирующие границы двух блочных элементов
обозначаются @⌦bd-для стороны, принадлежа-
щей блочному элементу b, и @⌦db � принадле-
жащей элементу d. Считаем, что при контак-
те границы совпадают. Рассмотрим вначале
граничную задачу для одного линейного диф-
ференциального уравнения в частных произ-
водных порядка 2r с граничными условиями
сопряжения решений, включающими равен-
ство на границе не только решений, но и ком-
бинации их производных как по нормали, так
и по касательной к границе, причем старшая
производная имеет порядок r. Очевидно, гра-
ницы перпендикулярны границам слоя. Вве-
дем декартову систему координат ox1x2x3,
направив ось ox3 перпендикулярно границе
слоя, ось ox1 � перпендикулярно границам
@⌦bd, @⌦db, оставшуюся ось � по правилу
правой тройки. Обозначим �b = �b(x1, x2, x3)
и �d = �d(x1, x2, x3) локальные решения
оговоренной граничной задачи для каждо-
го блочного элемента соответственно. Вве-
денная декартова система координат инду-
цирует в евклидовом пространстве тополо-
гию [3–6]. Назовем открытыми множества-
ми у носителей блочных элементов откры-
тые шары, состоящие из внутренних точек,
а также шаровые сегменты, отсекаемые от
открытого шара границей, принадлежащей
блочному элементу. Любое объединение та-
ких открытых множеств остается открытым.
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Лемма 1. Носитель каждого блочного
элемента является гладким многообразием с
краем.

Действительно, непрерывный бесконечно
дифференцируемый гомеоморфизм достига-
ется тождественным отображением в трех-
мерное пространство действительных чисел
R3 точек топологического пространства пу-
тем их отождествления с декартовыми коор-
динатами, т.е. xnb = xn, xn 2 ⌦b, xnd = xn,
xn 2 ⌦d, n = 1, 2, 3.

Для дальнейшего введем объемлющую
систему координат, четвертой размерности,
обозначаемую ox1x2x3�, причем ось o� пер-
пендикулярна остальным осям. В этой си-
стеме координат блочные элементы имеют
интерпретацию трехмерных пластин, а функ-
ции �b(x1, x2, x3) и �d(x1, x2, x3) � трехмер-
ных оболочек. При этом границы носите-
лей, в том числе боковые, остаются боко-
выми границами оболочек, что вытекает из
свойства упакованных блочных элементов.
Будем считать, что прямая, параллельная
оси o�, для любой точки (x1, x2, x3) 2 ⌦b

или (x1, x2, x3) 2 ⌦d пересекает оболочки
�b(x1, x2, x3) и �d(x1, x2, x3) лишь один раз.

Лемма 2. На множествах �b
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можно ввести топологию, го-
меоморфную топологии носителя.

Для доказательства спроектируем па-
раллельно оси o� все открытые множе-
ства носителей на оболочки �b
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и объявим построенные проек-
ции открытыми множествами.

Следствие. Множества �b(x1b , x
2

b , x
3

b) и
�d(x1d, x

2
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d) являются многообразиями с кра-
ем.

Это следует из транзитивности выпол-
ненных отображений из топологических про-
странств в R3.

В соответствии со свойствам принятой
граничной задачи функции �b(x1, x2, x3) и
�d(x1, x2, x3) имеют во внутренних точках но-
сителей непрерывные производные до поряд-
ка 2r.

Лемма 3. На множествах C@n
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, n = 0, 1, 2, . . . ,2r � 1

(C = const) можно ввести топологию, гомео-
морфную топологии носителя.

2. Введем в рассмотрение граничные усло-
вия задачи на сопрягаемых границах @⌦bd и
@⌦db Рассмотрим функции, заданные в каж-
дом блоке, вида
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m = 0, 1, 2, . . . , 2r � 1.

Здесь Cbnm и Cdnm � некоторые постоянные
Очевидно, каждая из функций представляет
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фрагмент оболочки в четырехмерном про-
странстве

Теорема. Множества Tbm
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являются топологическими
пространствами гомеоморфными простран-
ству носителя.

Будем считать, что условия сопряжения
блоков на границах @⌦bd и @⌦db представ-
ляют собой достаточно общие соотношения,
диктуемые физикой или математикой гранич-
ной задачи, вида
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m = 0, 1, 2, . . . , 2r � 1.

Здесь слева принято x1, x2, x3 2 @⌦bd, а спра-
ва � x1, x2, x3 2 @⌦db

Введем два декартовых произведения го-
меоморфных топологических пространств
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Построим на их основе фактор-пространство,
приняв в качестве отношения эквивалентно-
сти отождествление границ @⌦bd и @⌦db. В
результате попарно в каждом топологическом
пространстве отождествляется проекции гра-
ниц.

Получившееся множество представляет
собой новое топологическое пространство, в
котором открытыми являются все внутрен-
ние, не касающиеся границы покрытия. Ка-
сающиеся границ @⌦bd и @⌦db и рассекаемые
этими границами покрытия объединяются в
одно открытое покрытие, содержащие гра-
ницу, которая обеспечивает его связность в
хаусдорфовом пространстве. Это покрытие
является объединением открытых покрытий
исходных пространств, а потому является от-
крытым.

3. Таким образом, доказано, что упакован-
ные блочные элементы при своем сопряжении
вновь порождают упакованный блочный эле-
мент с носителем, объединяющим исходные.

Если исходные блочные элементы были одно-
карточными многообразиями, то новый блоч-
ный элемент будет многообразием с двухкар-
точным атласом. Этот результат расширяет
возможности применения блочных элемен-
тов для конструирования сложных блочных
структур различного применения.

Замечание. Следует отметить, что в пуб-
ликуемых работах [7–17] также используются
термины �топология�. Настоящий подход ка-
чественно отличается от поставленных в них
целей и применяемых методов.

В указанных работах исследуются вопро-
сы гладкого топологического деформирова-
ния границ областей без целей решения гра-
ничных задач. В настоящем подходе ставится
задача решения конкретных граничных за-
дач для блочных структур с последующим
применением результатов в инженерной прак-
тике.
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