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Abstract. Developers should consider the model of the environment as close to natural as
possible, apply a mathematical apparatus that adequately and reliably describes the processes and
phenomena occurring in the environment under study, while constructing mathematical models of
modern geophysical environment monitoring systems, environmental quality management and
environmental management.

In this paper, we proposed a method based on a topological approach that allows one to set and
solve boundary problems on the basis of equations of motion for media characterized by essentially
different mechanical, chemical, rheological characteristics in different coordinate systems.

An algorithm of the differential factorization method for investigating processes in a block-
structured medium has been developed, the individual blocks of which are formed by spherical
boundaries (in spherical coordinates) and cylindrical boundaries (in cylindrical coordinates).

The developed methods make it possible to study a wide class of convective currents that arise
in the atmosphere (modeling tornadoes), seas and oceans (cyclonic currents of various scales),
geophysics; promptly assess the level of technogenic seismicity, which will reduce the seismogenic
impact of modern industrial production and minimize the level of induced seismicity.

Keywords: medium, complex internal structure, topological approach, cylindrical block element,
ball block element.

Развитие современных систем мониторин-
га геофизической среды, регулирования ка-
чества окружающей среды, рационального
природопользования предполагает широкое
использование средств математического мо-
делирования. Качество разрабатываемых мо-
делей определяется двумя факторами: во-
первых, задачами, стоящими перед службами
контроля, во-вторых, требованиями по уров-
ню достоверности и адекватности применяе-
мых моделей реально протекающим процес-
сам.

Разработчики подобных моделей и систем
сталкиваются с многочисленными проблема-

ми, в том числе с необходимостью учитывать
следующий комплекс факторов:

– исследуемая среда обладает сложной
геометрией и внутренней структурой;

– объект исследования подвергается внут-
реннему и внешнему воздействию;

– протекающие физико-механические, хи-
мические, гидродинамические явления в зна-
чительной степени взаимосвязаны.

Применение современных вычислитель-
ных средств и численных методов не всегда
позволяет успешно разрешить указанные про-
блемы и возникает необходимость разработки
метода, дающего возможность ставить и ре-
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шать граничные задачи на основе уравнений
движения в различных системах координат
для сред, характеризующихся существенно
отличающимися механическими, химически-
ми, реологическими характеристиками.

Такую возможность предоставляют то-
пологические методы, включающие теорию
блочных структур, метод блочного элемента
и дифференциальный метод факторизации,
разработанные для решения граничных за-
дач для совокупности контактирующих тел
с разными свойствами [1, 2]. Теория блочных
структур позволяет ввести в области структу-
ру, каждый элемент которой обладает своими
специфическими характеристиками. Диффе-
ренциальный метод факторизации предназна-
чен для решения систем дифференциальных
уравнений в частных производных с постоян-
ными коэффициентами в сложных, в том чис-
ле блочных областях, в интегральном пред-
ставлении.

Исследуя топологическую природу метода
блочного элемента, было показано, что мно-
жество блочных элементов однозначно разре-
шимой в некотором пространстве Hs гранич-
ной задачи, рассматриваемой в области ⌦ с
кусочно-гладкой границей @⌦, представляет
топологическое множество с топологией, име-
ющей структуру топологии области ⌦ [3, 4].

Приведенная теорема объясняет возмож-
ность выбора в качестве носителей блочных
элементов областей различной конфигурации,
допускаемых принятой топологической струк-
турой и конкретной граничной задачей. Каж-
дый носитель блочного элемента может иметь
собственную локальную систему координат,
связь которой с локальными системами носи-
телей соседних блоков регулируется картой.

Каждый элемент блочной структуры в
задачах механики сплошной среды можно
рассматривать как ориентированное много-
образие с краем с топологий, индуцирован-
ной евклидовым пространством. Применени-
ем дифференциального метода факториза-
ции реализуется автоморфизм топологиче-
ского объекта на себя, при этом оператор
краевой задачи получает отображение в изо-
морфное пространство преобразования Фу-
рье или Фурье–Бесселя медленно растущих
обобщенных функций. Дальнейшие преобра-
зования этого оператора приводят вначале к
функциональным, а затем � к псевдодиффе-
ренциальным уравнениям. Последние, в зави-
симости от граничных условий, могут быть

как системами интегральных уравнений тра-
диционных контактных задач, так и интегро-
дифференциальными уравнениями [5, 6].

Необходимость рассматривать блочные
элементы в различных системах координат
(декартовой, цилиндрической, сферической)
возникает при решении следующих научно-
практических проблем:

– в задачах оценки напряженно-дефор-
мированного состояния земной коры с поло-
стями различной природы: шахты, штольни,
угольные разрезы, пустоты после откачки уг-
леводородного сырья, воды или выемки иных
полезных ископаемых;

– при оценке напряженности на границах
подземных резервуаров воды или месторож-
дений углеводородов;

–при моделировании процессов переноса в
среде сложной структуры, включающей эле-
менты плоскопараллельного и конвективного
движения.

В работах [1,6,7] предложена схема приме-
нения топологических методов в общем слу-
чае для граничных задач, сформулирован-
ных в декартовой системе координат. Ниже
представлены варианты дифференциального
метода факторизации для блочно структу-
рированной среды, отдельные блоки которой
формируются цилиндрическими или сфери-
ческими границами.

1. При решении класса задач по моде-
лированию процессов переноса субстанций
в сложно структурированной среде возможна
ситуация, когда требуется провести исследо-
вание в блоке с цилиндрической границей,
включенном в общую структуру среды, мо-
делируемой, например, пространством, полу-
пространством, слоем, прямоугольным парал-
лелепипедом. В этом случае область рассе-
кается плоскостями, продолжающими торцы
цилиндра. Получаются три элемента струк-
туры: слой с цилиндрическим отверстием и
два полупространства. Граничные условия
задаются на внешней поверхности цилиндра.
Рассмотрим особенности применения тополо-
гического подхода к такой структуре.

Пусть процесс описывается дифференци-
альным уравнением Гельмгольца в цилиндри-
ческой системе координат r, �, z
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Граничные условия задаются выражения-
ми
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, 0 6 r 6 a.
Не повторяя алгоритм дифференциаль-

ного метода факторизации [1], выпишем по-
лученные системы псевдодифференциальных
уравнений
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где введены следующие обозначения:
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Выполнив преобразования псевдодифферен-
циальных уравнений, их можно свести к ин-
тегральным или интегро-дифференциальным
и получить представления решений вида

W (r,�, z) = B�1
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2. При исследовании техногенной сей-
смичности земной коры особый интерес для
практики представляет оценка напряжений
и деформаций, возникающих на границе пла-
ста пород коры и резервуара воды или место-
рождения углеводородного сырья до и после
выработки. Рассматривая указанную систе-
му как блочную структуру, наиболее целе-
сообразным представляется моделирование
резервуара шаровым блочным элементом.

Рассмотрим блочный элемент в сфериче-
ских координатах � вырезанную шаровую
область. Согласование с соседними блоками,
где постановки задач осуществляются в де-
картовых координатах, регулируется картой.

Построим блочные элементы для гранич-
ной задачи в пространстве с вырезанной ша-
ровой областью ⌦

2

радиуса a и границами
@⌦s, s = 1, 2, для дифференциального урав-
нения Гельмгольца.

Для полупространства с шаровой поло-
стью уравнение Гельмгольца в сферических
координатах запишется в виде
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Известно, что псевдодифференциальные
уравнения блочного элемента позволяют ис-
следовать все возможные виды граничных
условий для дифференциального уравнения
в частных производных, поэтому далее будут
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рассмотрены граничные условия Дирихле и
Неймана.

Решения поставленных граничных задач
ищутся в пространствах медленно растущих
обобщенных функций Hs.

Реализуем алгоритм дифференциального
метода факторизации.

Введем прямое и обратное преобразова-
ния Фурье–Бесселя в сферических функциях
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Здесь J⌫(�r) � функция Бесселя; Y m
l (✓,�) �

сферическая функция, имеющая вид
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Применив к уравнению Гельмгольца преобра-
зования Фурье–Бесселя, получим внешнюю
форму следующего вида:

! = Pb2 sin ✓d✓^d�+Qbdr^d✓+Rb sin ✓d�^dr

и функциональное уравнение для шаровой
полости

(�2 � k2)W (l,m,�) = Nlm(�),

где
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⌫ (�r) � функция Ханкеля первого рода.
Общее представление решения записыва-

ется в виде
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Выполнив требование автоморфизма много-
образия с краем � пространства с удаленным
шаром w(r, ✓,�) = 0, r < a, получим псевдо-
дифференциальное уравнение

w0
lm(a)Plm(�, a)� wlm(a)P 0

lm(�, a) = 0. (3)

Рассмотрим граничные задачи с условиями
Дирихле и Неймана.

Для граничного условия Дирихле

w(a, ✓,�) = w
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решение псевдодифференциального уравне-
ния (3) представляется в форме
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где введено обозначение
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Подставив это решение в (2), получаем
при r ! a, r > a следующее отношение:

w(r, ✓,�) ! w
0

(a, ✓,�).

Данная сходимость имеет место при гладких
граничных условиях в пространстве непре-
рывных функций.

Для граничного условия Неймана
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(a, ✓,�) = w

1

(a, ✓,�)

решение псевдодифференциального уравне-
ния будет иметь вид

wlm(a) =
w0
lm0

(a)Plm(k
2

, a)

P 0
lm(k

2

, a)
,

где wlm1

(a) = B
2

(l,m)w
1

(a, ✓,�).

39



О разнотипных блочных элементах в задачах геоэкологии

Если внести это решение в (2), при r ! a,
r > a, придем к сходимости для классической
составляющей решения

w0
(r, ✓,�) ! w

1

(a, ✓,�).

Алгоритм получения систем псевдодифферен-
циальных уравнений для поставленных гра-
ничных задач, методы решения и обозначения
представлены, например, в работах [8, 9].

Следует отметить, что найденное решение
граничной задачи в пространстве медленно
растущих обобщенных функций Hs состоит
из классической компоненты и обобщенных
функций. Если исходные граничные задачи
сформулированы для достаточно гладких гра-
ничных условий, классическая компонента
совпадает с этим решением. Обобщенная ком-
понента появляется только в результате диф-
ференцирования по нормали к границе @⌦
кусочно-гладкого носителя.

3. Полученные результаты имеют важные
практические приложения. Это, прежде всего,
новые наукоемкие технологии мониторинга и
прогнозирования чрезвычайных ситуаций и
их возможных последствий. Введение блоч-
ного элемента с цилиндрической границей и
развитие дифференциального метода факто-
ризации в цилиндрических координатах поз-
воляет исследовать широкий класс конвек-
тивных течений, возникающих в атмосфере
(моделирование смерчей), морях и океанах
(циклонические течения различных масшта-
бов), геофизике (исследование тепловой кон-
векции в мантии и вынужденной конвекции
при субдукции литосферных плит).

Введение блочного элемента со сфериче-
ской границей дает возможность рассмотреть
широкий класс задач оценки наведенной сей-
смичности и будет способствовать созданию
и развитию системы превентивных мер для
снижения риска возникновения техногенно-
го землетрясения, позволяющей до начала
производственного процесса выполнить пер-
спективный анализ техногенных напряжений
в земной коре и оценить возможность возник-
новения сейсмического события.
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