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Abstract. In the numerical identification input model transport parameters of passive admixture
in the measurement data raises the question of constructing the optimal plans for performing
the measurement. From a mathematical point of view, the solution of inverse problems, the
optimal plan is treated as a net of measurement points distributed across space and time that
gives the best conditioning of identification input parameters of numerical simulations against
measurements. Computational properties of algorithms for solving inverse problems can largely
be improved by optimal schemes of measurements. At the core of the algorithms for optimal
planning is the creation and study of the properties of Fisher information matrix, which is based
on the Jacobian matrix characterizing the admixture concentration field variation dependence of
variations parameters of the problem. For example, the one-dimensional problem of the transfer
of passive admixtures discusses the assessment component of this matrix by a series of adjoint
tasks of a special kind. As a result of numerical experiments with the one-dimensional model
of transport of passive tracer shows that the best convergence of the variational algorithm for
identifying the initial field of concentration is in the selection of measurement points in the region
of maximum values. This scheme of measuring net leads to improved conditioning of the problem
being solved. Additional information about the location of the boundaries of the pollution are also
important in the algorithm initialization the initial distribution. Similar calculations are carried
out with a three-dimensional model for the Azov sea. The results can be used for solving various
ecological orientation problems in the study of the sources pollution influence of anthropogenic
nature in the Azov and Black seas waters.

Keywords: planning of the experiment, the model of transport of passive admixture, identification
of the related task, minimization, Azov sea.

Введение

При решении задач идентификации вход-
ных параметров модели переноса пассивной
примеси по данным измерений встает вопрос
планирования экспериментов с точки зрения
построения оптимальных планов. В понятие
оптимальности плана можно вкладывать раз-
личный смысл � это финансовая сторона про-
ведения экспериментальных работ, удобство
их выполнения и другие аспекты. С матема-

тической точки зрения при решении обрат-
ных задач под оптимальным планом понима-
ется сеть точек измерений, распределенных
по пространству и времени, дающая наилуч-
шую обусловленность решаемой задачи иден-
тификации входных параметров численного
моделирования по данным измерений. Вы-
числительные свойства алгоритмов решения
обратных задач могут в значительной сте-
пени быть улучшены за счет оптимальной
схемы измерений.
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1. Построение оптимального плана

В основе алгоритмов оптимального пла-
нирования [1] лежит построение и изучение
свойств информационной матрицы Фишера
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Якоби, характеризующая зависимость вариа-
ции поля концентрации примеси от вариаций
тех или иных параметров задачи. Существу-
ют специальные алгоритмы поиска оптималь-
ных планов. Наиболее простой путь поиска
оптимальной сети точек проведения измере-
ний состоит в следующем:

– выбирается невырожденный начальный
план;

– отыскивается дополнительная точка, до-
бавление которой к плану улучшит обуслов-
ленность решаемой задачи;

– ищется наименее информативная точка
плана, которая отбрасывается.

Кроме этого, можно сравнивать между
собой несколько планов, априори заданных.
Сравнение происходит по детерминанту мат-
рицы (1.1), который характеризует обуслов-
ленность решаемой задачи идентификации
параметров численного моделирования, что
является очень важным при решении обрат-
ных задач.

2. Модель переноса пассивной
примеси и вариационный алгоритм

идентификации

Для простоты изложения рассмотрим од-
номерную модель переноса пассивной приме-
си
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Пусть задача решается на [0, T ] и на конеч-
ный момент времени имеются данные измере-
ний C

изм

. Задача вариационной ассимиляции

производится за счет минимизации квадра-
тичного функционала качества прогноза
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где D � область интегрирования модели. В
одномерном случае D = [0, X], скалярное про-
изведение определено стандартным способом,
а R – проекционный оператор восполнения
нулями в областях, где отсутствуют данные
измерений.

Умножая (1.1) на C⇤, добавляя ограниче-
ния к (2.2), интегрируя по частям с учетом
краевых условий, выбирая C⇤ как решение со-
ответствующей сопряженной задачи из усло-
вия стационарности общего функционала I,
имеем [2]

rC
0

I = C⇤. (2.3)
Далее в направлении этого градиента осу-
ществляется итерационный спуск в простран-
стве параметров.

3. Метод оценки, построение матрицы
Якоби

Следуя методу сопряженных уравне-
ний [3], задаче (1.1) можно поставить в соот-
ветствие сопряженную задачу
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где ⌦ � некоторая область в D. Выбрав в ка-
честве ⌦ ячейку расчетной сетки [4], можно
получить форму для оценки концентрации в
ней
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Рис. 1. Данные измерений, истинное и инициализированные начальные поля

Учитывая представление метода оценки (3.2),
имеем
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где C⇤

i (j) � решение сопряженной задачи
для i-го измерения в k-й точке пространства.

4. Результаты численных
экспериментов

Численные эксперименты проводились с
одномерной моделью переноса пассивной при-
меси при следующих значениях входных па-
раметров: k = 2,5 · 105 см2/с, �x = 10

5 см,
�t = 1,2 · 102 с, количество шагов по времени
3 600, � которые соизмеримы с входной ин-
формацией при интегрировании трехмерной
модели [5] для акватории Азовского моря.

В качестве начального поля концентра-
ции задавалось постоянное значение, равное
единице, в десяти точках расчетной сетки,
которое изображено на рис. 1 жирной сплош-
ной линией. Решение модели (2.1) представ-
лено на этом же рисунке штрих-пунктирной
линией. В качестве данных измерений выби-

рались значения поля концентрации как в
области максимальных, так и минимальных
значений (белые квадраты на рисунке). При
выборе в качестве C

изм

всей доступной инфор-
мации о C (x) результатом работы вариацион-
ного алгоритма идентификации C

0

является
поле концентрации, изображенное на рис. 1
штриховой линией. Отметим, что площадь,
ограниченная этим графиком, S = 10,007, а
при истинном значении S = 10. Понятно, что
в реальных условиях невозможно иметь та-
кую полную информацию о структуре поля
концентрации. Поэтому в дальнейшем рас-
смотрим 3 точки измерений в области мак-
симальных значений. Результат представлен
на рис. 1 тонкой сплошной линией, при этом
S = 11,673.

Восстановление такой пространственной
структуры начального поля происходит за
счет своеобразной экстраполяции при рабо-
те вариационной процедуры ассимиляции. С
одной стороны, точки в области максималь-
ных значений, с точки зрения построения оп-
тимального плана измерений, наиболее ин-
формативны [6], с другой стороны, � такие
измерения не обладают информацией о гра-
нице пятна загрязнения. Поэтому, выбрав в
качестве измерения наибольшее значение и
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Рис. 2. Падение нормированного функционала

задав примерные границы пятна загрязнения
для конечного момента времени, получим ре-
зультат, изображенный на рис. 1 пунктирной
линией, при этом значение S = 10,599. При
таком плане измерений восстанавливается не
только структура начального поля, но и мощ-
ность начального пятна загрязнения. Следует
отметить, что с точки зрения итерационного
процесса более оптимальным является пер-
вый вариант расположения трех точек изме-
рений. Падение нормированного функциона-
ла качества прогноза изображено на рис. 2.
Сплошной линией показано его падение при
ассимиляции всей информации, пунктирной
линией � при усвоении трех максимальных
значений поля концентрации, штриховой ли-
нией изображен процесс идентификации при
последнем варианте расположения точек из-
мерений (одна в области максимума и две на
границе пятна загрязнения). При этом ите-
рационный процесс существенно замедляется
и для получения результата требуется боль-
шее количество итераций. Отметим, что при
небольшом количестве данных измерений и
большом числе требуемых итераций возмож-
но эффективное применение модифицирован-
ного вариационного алгоритма идентифика-

ции [7]. С точки зрения теории оптимального
планирования значение детерминанта мат-
рицы (1.1) увеличивается при задании трех
измерений в области максимальных значений.
Тем не менее, информация о границе пятна
загрязнения оказывается очень полезной для
получения других характеристик начального
пятна загрязнения. В качестве такой инфор-
мации при моделировании динамики опреде-
ленных трассеров может служить спутнико-
вые данные. При возможности увеличения
количества точек плана, добавлять их следу-
ет в области максимальных значений.

На основе результатов, полученных для
одномерной модели, проведены аналогич-
ные расчеты с трехмерной моделью перено-
са пассивной примеси в Азовском море в �-
координатах [5]. На основе баротропного ва-
рианта модели были получены поля течений и
коэффициенты турбулентной диффузии при
восточном ветровом воздействии, которые ис-
пользовались при численном моделировании
переноса пассивной примеси. В качестве на-
чального поля были заданы единичные значе-
ния от поверхности до дна в прямоугольной
области, изображенной на рис. 3. С таким
начальным полем было вычислено модель-
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Рис. 3. Начальное и модельное поле, точки
измерений Рис. 4. Проинициализированное начальное поле

ное распределение концентрации через пять
суток модельного времени. На рис. 3 также
изображено поверхностное поле концентра-
ции и его увеличенное изображение, а также
белыми точками отмечены координаты дан-
ных измерений.

В результате усвоения полной информа-
ции проинициализированное начальное рас-
пределение (рис. 4) хорошо согласуется с пер-
воначально заданным (рис. 3) как по место-
положению, так и по мощности пятна загряз-
нения. Усвоение пяти точек в области мак-
симальных значений приводит к некоторому
увеличению площади пятна загрязнения и
уменьшению концентрации в центре получен-
ного начального поля (рис. 5).

Наиболее компактным начальное распре-
деление концентрации получилось при асси-
миляции данных измерений в области мак-
симальных значений и в приграничных точ-
ках (рис. 6). Вариант с усвоением пяти значе-
ний концентрации в области максимальных
значений более эффективен с точки зрения
скорости сходимости итерационного процесса.
Но задание граничных точек приводит к бо-
лее компактному начальному полю, хотя для
достижения минимума требуется большее ко-
личество итераций. Таким образом, при на-
личии информации о границе пятна загрязне-
ния, дополнительные точки измерений необ-
ходимо добавлять в области максимальных
значений. Тогда результат ассимиляции бу-
дет хорошо согласовываться с первоначально
заданным и итерационный процесс поиска
оптимального распределения будет обладать
хорошей сходимостью.

Результаты могут быть использованы для
решения различных задач экологической на-
правленности при изучении воздействия ис-
точников загрязнения антропогенного харак-
тера в акваториях Азовского и Черного мо-
рей.
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Рис. 5. Проинициализированное начальное поле Рис. 6. Проинициализированное начальное поле
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