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Abstract. The common operator expression for a tensor of effective thermal conductivity k⇤ of
the inhomogeneous textured material is derived. Assuming the inhomogeneous material to consist
of ellipsoidal grains let us approximate the integral operator by the constant tensor g related with
the concrete inclusion and thus obtain the generalized singular approximation for k⇤ on the base
of the common operator expression. It is shown that in case of coincidence of axes of ellipsoidal
inclusion with principal axes of a tensor of thermal conductivity of the comparison medium the
components of a tensor g may be expressed through components of a tensor of the generalized
geometrical factors of the ellipsoid placed in the anisotropic external medium.

The received generalized singular approximation is applied to calculation of a tensor k⇤ of the
multicomponent textured matrix composite with uniformly oriented inclusions. For a special
case of the generalized singular approximation – a self-consistent approximation – the system of
equations for finding of the main components of a tensor k⇤ of this composite is derived. On the
basis of the received system of equations numerical simulation of thermal conducting characteristics
of the textured tribocomposite consisting of three components is made: epoxy ED-20 system
as a matrix, polytetrafluoroethylene inclusions of spherical shape as an antifriction component
and the prolate spheroidal glass inclusions as the reinforcing component. Dependences of the
principal components of effective thermal conductivity tensor of this tribocomposite on volume
fractions of reinforcing inclusions are given. It is shown what this tribocomposite has anisotropy
of thermal-conducting properties, despite isotropic material characteristics of each components. It
is also shown that values of the principal components of effective thermal conductivity tensor are
less than volume average value of a thermal conductivity.

Keywords: tensor of effective thermal conductivity, texture, composite, tribocomposite, mul-
ticomponent, generalized singular approximation, matrix, ellipsoidal inclusion, self-consistent
approximation.

Введение

Для композиционных материалов и кон-
струкций из них, подверженных интенсив-
ным внешним воздействиям различного фи-
зического характера, наряду с механически-

ми важное значение имеют их теплофизи-
ческие характеристики, в том числе тепло-
проводность. Так, например, в процессе тре-
ния происходит неравномерный нагрев по-
верхностных и объемных слоев в трибоком-
позитах, влияющий на диффузионные и се-
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грегационные процессы, приводящие к суще-
ственным изменениям физико-механических
свойств трибокомпозитов, в том числе их три-
бологических характеристик [1]. Поэтому ис-
следование влияния состава, структуры и кон-
центрации элементов неоднородности на теп-
лопроводящие характеристики трибокомпо-
зитов является актуальной проблемой.

В математическом плане задача вычисле-
ния эффективной теплопроводности неодно-
родного материала в отсутствие конвективно-
го и радиационного переноса тепловой энер-
гии в нем аналогична задачам вычисления
эффективных диэлектрических, электропро-
водящих и магнитных характеристик неод-
нородных сред, т.к. распределение темпера-
турного поля в среде в стационарном случае
описывается такими же уравнениями, как и
распределения стационарных электрическо-
го и магнитного полей. Поэтому подходы и
методы, разработанные для оценивания эф-
фективных диэлектрических и электропрово-
дящих характеристик, могут быть применены
и для вычисления эффективной теплопровод-
ности неоднородных сред. В частности, для
простейших изотропных двухкомпонентных
систем используются классические приближе-
ния Максвелла – Гарнетта [2] и Бруггемана [3],
а также их обобщения для случаев включений
эллипсоидальной формы. Например, в [4] ав-
торы практически заново выводят для эффек-
тивной теплопроводности матричных компо-
зитов с одинаково ориентированными эллип-
соидальными включениями известное обобще-
ние приближения Максвелла –Гарнетта для
эффективных диэлектрических характери-
стик аналогичных сред [5]. При этом име-
ются и оригинальные методы, разработанные
для оценивания эффективной теплопровод-
ности неоднородных сред, как теоретические,
так и эмпирические. Обзоры методов и при-
ближений, используемых для прогнозирова-
ния теплопроводящих свойств неоднородных
сред, имеются, например, в [6, 7]. Большин-
ство методов имеет узкую направленность,
а также не могут учитывать текстуру мате-
риала, приводящую к его макроскопической
анизотропии и тензорному характеру его эф-
фективной теплопроводности. Вместе с тем,
именно текстурированные композиты нахо-
дят все большее применение в технике.

Одним из подходов, обладающим боль-
шой степенью общности и способным есте-
ственным образом учитывать текстуру неод-

нородного материала, является обобщенное
сингулярное приближение, основы которого
были заложены в работах А.Г. Фокина [8] и
Т.Д. Шермергора [9] для вычисления эффек-
тивных диэлектрических и упругих характе-
ристик неоднородных сред, и развитое затем
в работах [10, 11]. В настоящей работе обоб-
щенное сингулярное приближение адаптиру-
ется для прогнозирования теплопроводящих
свойств неоднородного текстурированного ма-
териала, состоящего из эллипсоидальных зе-
рен (включений). Затем на основе полученно-
го выражения общего вида выводится систе-
ма уравнений для нахождения главных ком-
понент тензора эффективной теплопровод-
ности многокомпонентного матричного ком-
позита с фиксированной ориентацией вклю-
чений, причем в качестве среды сравнения
принимается эффективная среда, т.е. исполь-
зуется метод самосогласования. В качестве
примера проводятся модельные вычисления
для трехкомпонентного трибокомпозита с ар-
мирующими вытянутыми стеклянными вклю-
чениями, исследуется зависимость компонент
тензора эффективной теплопроводности от
объемной доли армирующих включений.

1. Постановка задачи и ее решение в
обобщенном сингулярном

приближении

Рассмотрим образец объемом V статисти-
чески однородного композитного материала,
представляющего собой матрицу (непрерыв-
ный компонент) с погруженными в нее одно-
родными включениями. Считается, что все
включения имеют эллипсоидальную форму и
случайным образом распределены по объему
образца. Также будем считать, что внутрен-
ние источники тепла в материале отсутству-
ют.

Если к границе S данного образца при-
ложить постоянное во времени однородное
температурное поле, напряженность которо-
го обозначим как H

0

, то в образце установят-
ся некоторое постоянное температурное поле
u(r) с напряженностью H(r) = �ru(r) и по-
стоянное распределение тепловых потоков,
векторы плотности которых q(r) связаны с
H(r) законом Фурье

q(r) = k(r)H(r), (1.1)

где k(r) � тензор теплопроводности данного
неоднородного материала, являющийся слу-
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чайной кусочно-постоянной функцией коор-
динат. Основная задача состоит в вычислении
тензора k⇤ эффективной теплопроводности
данного образца композитной среды, связы-
вающего средние по объему образца значения
векторов плотности теплового потока q и на-
пряженности температурного поля H

hqi = k⇤ hHi .

Для нахождения k⇤ рассмотрим краевую за-
дачу для скалярного поля u(r) в данном об-
разце

r · k(r)ru(r) = 0, r 2 V ;

u|S = �(H
0

· r). (1.2)

Для решения краевой задачи (1.2) рассматри-
вается аналогичная вспомогательная задача
для однородного тела сравнения [8–10]. Пред-
ставим u(r) и k(r) в виде

u(r) = u(c)(r) + u0(r), k(r) = k(c)
+ k0

(r),

индекс �c� обозначает величины, относящи-
еся к телу сравнения, имеющему такие же
размеры и форму, что и образец композитной
среды; штрихом обозначены разности меж-
ду величинами в исходном образце и теле
сравнения. Формулировка задачи для тела
сравнения имеет следующий вид:

r · k(c)ru(c)(r) = 0, r 2 V ;

u(c)
�

�

�

S
= �(H

0

· r).
(1.3)

Вычитая (1.3) из (1.2), получим краевую за-
дачу

r · k(c)ru0(r) = �r · k0
(r)ru(r), r 2 V ;

u0
�

�

S
= 0.

(1.4)

Введем функцию Грина G(r, r
1

) задачи (1.4)
условиями

r · k(c)rG(r, r
1

) = ��(r� r
1

),

G(r, r
1

) |r12S = 0,

тогда решение задачи (1.4) можно записать
в виде интеграла [10]

u0(r) =

ˆ

V

G(r, r
1

)r · k0
(r

1

)ru(r
1

) dr
1

. (1.5)

Если тело считать неограниченным, тогда
G(r, r

1

) = G(r
1

�r). Преобразовав в этом слу-
чае (1.5) по частям и затем взяв градиент от
левой и правой частей, получим

H0
(r) =

=

ˆ
(r1 ⌦r1G(r

1

� r))k0
(r

1

)H(r
1

) dr
1

⌘

⌘ Q(r)k0
(r)H(r), (1.6)

где r1 ⌦r1G(r
1

� r) � тензор вторых произ-
водных функции Грина, верхний индекс �1�
у дифференциального оператора Гамильтона
означает дифференцирование по r

1

; Q(r) �
тензорный интегральный оператор, действие
которого определяется формулой (1.6). Опус-
кая промежуточные выкладки, в итоге полу-
чим для k⇤ точное операторное выражение,
аналогичное выражению для тензора эффек-
тивных диэлектрических характеристик неод-
нородной среды [10]

k⇤
=

D

k(r)
�

I�Q(r)k0
(r)

��1

E

⇥

⇥
D

�

I�Q(r)k0
(r)

��1

E�1

, (1.7)

где I � единичный тензор 2-го ранга.
Обратные операторы в (1.7) подразумева-

ются как ряды по степеням Q(r)k0
(r), поэто-

му для получения точного решения по фор-
муле (1.7) требуется знание корреляционных
функций всех порядков. Если неоднородную
среду считать состоящей из эллипсоидальных
включений (матрицу также можно считать
состоящей из включений), то в предположе-
нии однородности поля внутри каждого из
включений возможно заменить интегральный
оператор Q(r) постоянным тензором g в пре-
делах конкретного включения. Вторые про-
изводные функции Грина G, ij(r) ⌘ @2G(r)

@xi@xj
,

i, j = 1, 2, 3, по сути являются обобщенными
функциями и, согласно теории [12], имеют
формальную и сингулярную части

G, ij(r) = G(f)
, ij (r) +G(s)

, ij(r), i, j = 1, 2, 3,

где G(f)
, ij (r) � формальная часть, получается

из первой производной операцией формаль-
ного дифференцирования, как для обычных
функций; G(s)

, ij(r) � сингулярная часть, вы-
числяющаяся по формуле [12]

G(s)
, ij(r) = �(r)

˛

S0

@G(r0)

@x0i
n0
j dS

0,
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интегрирование ведется по поверхности S0

данного включения; n0
j � j-я компонента

внешней единичной нормали к S0. Замена
интегрального оператора постоянным тензо-
ром эквивалентна пренебрежению формаль-
ной частью второй производной функции Гри-
на, т.е. G, ij(r) ⇡ G(s)

, ij(r), и поэтому для ком-
понент тензора g имеем

gij =

ˆ
G(s)

, ij(r) dr =

˛

S0

@G(r0)

@x0i
n0
j dS

0,

i, j = 1, 2, 3.

Выражение, полученное из (1.7) заменой опе-
ратора Q(r) на тензор g, � это обобщенное
сингулярное приближение для вычисления
тензора эффективных характеристик неод-
нородного материала [10], в данном случае �
для вычисления тензора эффективной тепло-
проводности

k⇤
=

D

k(r)
�

I� gk0
(r)

��1

E

⇥

⇥
D

�

I� gk0
(r)

��1

E�1

. (1.8)

Тензор g зависит от формы включения, а так-
же от тензорного материального параметра
среды сравнения k(c). В [11] показано, что
компоненты gij в системе координат, связан-
ной с осями эллипсоида, могут быть вычисле-
ны по следующей формуле (по повторяющим-
ся индексам подразумевается суммирование):

gij = � 1

4⇡

⇡̂

0

2⇡ˆ

0

ninj

nkk
(c)
kl nl

sin↵ d↵ d�,

i, j = 1, 2, 3,

(1.9)

где n
1

= a�1

1

sin↵ cos�, n
2

= a�1

2

sin↵ sin�,
n
3

= a�1

3

cos↵ � компоненты нормали (не
единичной) к поверхности эллипсоида S0 с
полуосями a

1

, a
2

, a
3

; k(c)kl � компоненты тен-
зора k(c) в системе эллипсоида.

Если оси эллипсоида совпадают с главны-
ми осями тензора k(c), для компонент тензора
g справедливы выражения (см. приложение)

gjj = �
˜Lj

k(c)j

,

j = 1, 2, 3; gij = 0, i 6= j,

(1.10)

где

˜Lj =
ã
1

ã
2

ã
3

2

1̂

0

dq

⌘(q)
, (1.11)

⌘(q) = (ã2j + q)[(ã2
1

+ q)(ã2
2

+ q)(ã2
3

+ q)]1/2,

j = 1, 2, 3

� главные компоненты тензора L̃ обобщенных
геометрических факторов эллипсоида в ани-
зотропной среде [13];

ãj =
aj

q

k(c)j

, j = 1, 2, 3 (1.12)

� обобщенные полуоси эллипсоида с учетом
анизотропии среды; k(c)j , j = 1, 2, 3 � главные
компоненты тензора k(c).

Выбирая в качестве параметра среды срав-
нения k(c) различные значения, будем из (1.8)
получать различные типы приближений [10].
В частности, взяв k(c) равным тензору эффек-
тивной теплопроводности k⇤, получим метод
самосогласования.

2. Применение обобщенного
сингулярного приближения к
вычислению эффективной

теплопроводности
многокомпонентного

текстурированного композита с
одинаково ориентированными

включениями

Рассмотрим случай композита матрично-
го типа с изотропной матрицей и n видами
включений. Пусть все включения i-го вида
являются одинаково ориентированными эл-
липсоидами с фиксированными размерами
полуосей a(i)

1

, a(i)
2

, a(i)
3

, i = 1, n, причем гео-
метрические оси эллипсоидов совпадают с
кристаллографическими осями материалов
включений. Также будем считать, что оси эл-
липсоидов всех видов включений сонаправле-
ны. В данных условиях направления осей тек-
стуры образца композита будут совпадать с
направлениями осей включений; введем систе-
му координат x

1

x
2

x
3

, направив ее оси вдоль
осей текстуры образца. Объемные доли вклю-
чений i-го вида обозначим как f (i), i = 1, n,
при этом для объемной доли матрицы будем
иметь

f (m)

= 1�
n
X

i=1

f (i).
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Теплопроводность матрицы обозначим как
k(m), тензор теплопроводности включения i-
го вида в системе x

1

x
2

x
3

� как k(i), причем
в силу введенных предположений он будет
диагональным c главными компонентами k(i)j ,
j = 1, 2, 3. В системе x

1

x
2

x
3

тензор k⇤ также
будет диагональным, его главные компонен-
ты обозначим как k⇤j , j = 1, 2, 3.

Применим к композиту данного вида вы-
ражение (1.8) с учетом соотношений (1.10) и
возьмем k(c)

= k⇤, т.е. используем метод само-
согласования, тогда для вычисления главных
компонент тензора k⇤ получим систему урав-
нений

k⇤j =

⌧

kj(r)
⇣

1 + (k⇤j )
�1

˜Lj(kj(r)� k⇤j )
⌘�1

�

⇥

⇥
⌧

⇣

1 + (k⇤j )
�1

˜Lj(kj(r)� k⇤j )
⌘�1

��1

,

(2.1)

j = 1, 2, 3,

где

kj(r) =

(

k(m), r 2 V (m)

;

k(i)j , r 2 V (i), i = 1, n,

V (m) � объем, занимаемый матрицей, V (i) �
суммарный объем, занимаемый включения-
ми i-го вида. Данная система не распадается
на три независимых друг от друга уравне-
ния для каждой компоненты, т.к. каждая из
величин ˜Lj , j = 1, 2, 3, определяемых соотно-
шениями (1.11), зависит от всех трех главных
компонент k⇤j .

Поскольку все включения, относящиеся к
конкретному компоненту материала, имеют
одинаковые форму и ориентацию, то усред-
нение в (2.1) сводится к вычислению средних
по объему. Введем для удобства тензор �(r)
с главными компонентами

�j(r) =
⇣

1 + (k⇤j )
�1

˜Lj(kj(r)� k⇤j )
⌘�1

,

j = 1, 2, 3,
(2.2)

тогда (2.1) можно записать в виде

k⇤j =

 

f (m)k(m)�(m)

j +

n
X

i=1

f (i)k(i)j �(i)j

!

⇥

⇥
 

f (m)�(m)

j +

n
X

i=1

f (i)�(i)j

!�1

, (2.3)

j = 1, 2, 3,

где �(m)

j , �(i)j � главные компоненты тензора
�(r) для включений, относящихся к матрице
и i-му виду соответственно

�(m)

j =

⇣

1 + (k⇤j )
�1

˜L(m)

j (k(m) � k⇤j )
⌘�1

,

�(i)j =

⇣

1 + (k⇤j )
�1

˜L(i)
j (k(i)j � k⇤j )

⌘�1

,

(2.4)
i = 1, n; j = 1, 2, 3;

˜L(m)

j , ˜L(i)
j , j = 1, 2, 3 � главные значения тен-

зоров обобщенных геометрических факторов
включений, относящихся к матрице и i-му
виду соответственно.

Заметим, что ˜L(m)

j , ˜L(i)
j не зависят от аб-

солютных размеров включений, но только
от отношения ã

1

: ã
2

: ã
3

обобщенных
полуосей включения данного вида с уче-
том анизотропии среды сравнения. Для ча-
стиц, составляющих матрицу, можно взять
a(m)

1

= a(m)

2

= a(m)

3

= 1, тогда для обобщен-
ных полуосей частиц матрицы по формулам
(1.12) получим

ã(m)

j = (k⇤j )
�1/2, j = 1, 2, 3. (2.5)

Аналогично, для обобщенных полуосей вклю-
чений i-го вида имеем

ã(i)j = a(i)j (k⇤j )
�1/2, (2.6)

j = 1, 2, 3; i = 1, n.

Таким образом, главные компоненты k⇤j ,
j = 1, 2, 3 тензора эффективной теплопровод-
ности композита данного типа вычисляются
из системы уравнений (2.3).

3. Пример численного моделирования
теплопроводящих характеристик

трехкомпонентного трибокомпозита

На основе формул (2.3), (2.4) было прове-
дено численное моделирование с целью про-
гнозирования эффективных теплопроводя-
щих характеристик трехкомпонентного три-
бокомпозита следующего состава: матрица �
эпоксидная система типа ЭД-20; включе-
ния первого вида (антифрикционный компо-
нент) � политетрафторэтилен (ПТФЭ) сфе-
рической формы с радиусом a(1); включения
второго вида (армирующий компонент) � из
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Рис. 1. Зависимости оценок главных компонент тензора эффективной теплопроводности
трибокомпозита от объемной доли стеклянных включений (объемная доля ПТФЭ 0,05), полученных

как среднее по объему (init.appr.), после первой итерации (1 iter.) и методом самосогласования
(self-cons.)

алюмоборосиликатного стекла в форме сфе-
роидов (эллипсоидов вращения) с полуосями
a(2)
1

= a(2)
2

, a(2)
3

(a(2)
3

� полуось в направлении
оси вращения сфероида). Оси всех включений
второго вида сонаправлены. Все три компо-
нента – изотропные, со следующими коэф-
фициентами теплопроводности (Вт/(м · K)):
k(m) ⇡ 0,2 (матрица), k(1) ⇡ 0,25 (ПТФЭ),
k(2) ⇡ 1,3 (стекло) [14].

Данный композит, несмотря на то, что ма-
териальные характеристики всех компонен-
тов изотропны, будет обладать анизотропией
теплопроводящих свойств. Введем координат-
ную систему x

1

x
2

x
3

, связанную с текстурой
образца, ось x

3

направим параллельно осям
включений второго вида, оси x

1

и x
2

напра-
вим перпендикулярно x

3

и друг другу. В си-
стеме x

1

x
2

x
3

тензор k⇤ в силу вращательной
симметрии относительно оси x

3

будет иметь
вид

k⇤
=

0

@

k⇤
1

0 0

0 k⇤
1

0

0 0 k⇤
3

1

A . (3.1)

С учетом (3.1) из (2.3) получается система
двух уравнений для нахождения главных ком-
понент тензора k⇤, которая решалась мето-
дом простых итераций. В качестве началь-
ного приближения принималось среднее по
объему образца значение коэффициента теп-

лопроводности

k⇤j,0 = f (m)k(m)

+ f (1)k(1) + f (2)k(2), (3.2)

j = 1, 3.

Результаты моделирования теплопроводящих
свойств трехкомпонентного трибокомпозита
с вытянутыми стеклянными включениями с
аспектным отношением a(2)

3

: a(2)
1

= 20, пред-
ставленные на рис. 1, показывают, что компо-
зит является анизотропным, причем главная
компонента k⇤

3

, соответствующая направле-
нию вдоль осей стеклянных включений, пре-
вышает значение другой главной компоненты
k⇤
1

, соответствующей направлениям в плоско-
сти x

1

x
2

. Увеличение объемной доли стеклян-
ных включений приводит к увеличению обеих
главных компонент тензора k⇤. При этом сле-
дует отметить, что и абсолютная разность
значений компонент, и тем более относитель-
ная, уменьшаются с увеличением объемной
доли стеклянных включений.

Также следует отметить, что обе главные
компоненты имеют значения меньше средне-
го по объему, что согласуется с теоретической
оценкой эффективных характеристик неодно-
родной среды, поскольку среднее по объему
есть верхняя оценка Винера [10, 15]. После
первой итерации с начальным приближением
(3.2) значение большей из главных компонент
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довольно близко к значению, получаемому
методом согласования, в отличие от значе-
ния меньшей компоненты, которое превыша-
ет свое предельное примерно на 10 %.

Заключение

Перечислим основные результаты работы:
1. В обобщенном сингулярном приближе-

нии получена формула (1.8) для тензора эф-
фективной теплопроводности композита с эл-
липсоидальными включениями разных ви-
дов.

2. Для случая матричного композита с
одинаковой ориентацией включений всех ви-
дов на основе формулы (1.8) получена систе-
ма (2.3) для нахождения главных компонент
тензора эффективной теплопроводности ком-
позита методом самосогласования.

3. С помощью полученных формул про-
ведено численное моделирование теплопро-
водящих характеристик трехкомпонентного
трибокомпозита с армирующими вытянуты-
ми стеклянными включениями (рис. 1).

Приложение

Вычисление компонент тензора g в случае
совпадения главных осей тензора k(c) с

главными осями эллипсоидального
включения

Выражение (1.9) для вычисления данных
компонент может быть записано в виде

gjm =

= � 1

4⇡

‹

S

xj
aj

xm
am

 

3

X

l=1

k(c)l

a2l
x2l

!�1

dS, (П.1)

где S � единичная сфера с центром в начале
координат; xl, l = 1, 2, 3, � декартовы коорди-
наты точек на сфере; k(c)l , l = 1, 2, 3, � глав-
ные значения тензора k(c). Введем новые па-
раметры � обобщенные полуоси ãl, l = 1, 2, 3,
эллипсоида в анизотропной среде

ãl =
al

q

k(c)l

, l = 1, 2, 3,

тогда (П.1) примет вид

gjm =

= � 1

4⇡
q

k(c)j k(c)m

‹

S

xj
ãj

xm
ãm

 

3

X

l=1

x2l
ã2l

!�1

dS,

(П.2)

Если j 6= m, то gjm = 0 в силу нечетности
подынтегральной функции в (П.2). Рассмот-
рим случаи j = m. Вычислим, например, ком-
поненту g

11

:

g
11

= � 1

4⇡k(c)
1

‹

S

x2
1

ã2
1

 

3

X

l=1

x2l
ã2l

!�1

dS. (П.3)

Параметризуя S посредством x
2

, x
3

, учиты-
вая четность подынтегральной функции в
(П.3) и симметрию сферы, получим

g
11

= � 2

4⇡k(c)
1

ˆ ˆ

D23

q

1� x2
2

� x2
3

⇥

⇥
✓

1�
✓

1� ã2
1

ã2
2

◆

x2
2

�

�
✓

1� ã2
1

ã2
3

◆

x2
3

◆�1

dx
2

dx
3

, (П.4)

где D
23

: x2
2

+ x2
3

6 1.
Обозначим A ⌘ 1 � ã2

1

/ã2
2

, B ⌘ 1 � ã2
1

/ã2
3

и перейдем в (П.4) к полярным координатам
x
2

= ⇢ cos↵, x
3

= ⇢ sin↵

g
11

= � 1

2⇡k(c)
1

1ˆ

0

p

1� ⇢2⇢ d⇢⇥

⇥
2⇡ˆ

0

�

1� ⇢2(A cos

2 ↵+B sin

2 ↵)
��1

d↵.

(П.5)

Внутренний интеграл в силу периодично-
сти подынтегральной функции с периодом ⇡
может быть записан как

J
1

⌘
2⇡ˆ

0

�

1� ⇢2(A cos

2 ↵+B sin

2 ↵)
��1

d↵ =

= 2

⇡̂

0

d↵

ã+

˜b cos 2↵
, (П.6)
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где ã = 1� 1

2

⇢2(A+B); ˜b = 1

2

⇢2(B�A). Вычис-
лим (П.6) с помощью теории вычетов, перей-
дя к контурному интегралу в комплексной
плоскости с помощью замены z = ei2↵, полу-
чим

J
1

= �2i

˛

|z|=1

dz
˜bz2 + 2ãz +˜b

=

= �2i (2⇡i res [f(z); z
1

]) ,

где f(z) =

˜bz2 + 2ãz +

˜b; z
1

=

�ã+
p

ã2�˜b2

˜b
�

особая точка (простой полюс) функции f(z),
лежащая внутри контура |z| = 1. Другая осо-
бая точка лежит вне контура. Таким образом,
поскольку

res [f(z); z
1

] =

1

2

p

ã2 � ˜b2
,

то

J
1

=

2⇡
p

ã2 � ˜b2
=

=

2⇡
p

(1� ⇢2A)(1� ⇢2B)

. (П.7)

Подставив (П.7) в (П.5), получим

g
11

= � 1

k(c)
1

1ˆ

0

p

1� ⇢2⇢ d⇢
p

(1� ⇢2A)(1� ⇢2B)

=

= {⇢ = sin } =

= � 1

k(c)
1

⇡/2ˆ

0

cos

2  sin d 
p

(1�A sin

2  )(1�B sin

2  )
=

=

�

tg

2  = p
 

=

= � 1

2k(c)
1

1̂

0

dp

(1 + p)3/2
p
⇠
=

=

�

pã2
1

= q
 

=

= � ã
1

ã
2

ã
3

2k(c)
1

1̂

0

dq

(ã2
1

+ q)3/2[(ã2
2

+ q)(ã2
3

+ q)]1/2
,

⇠ = (1 + (1�A)p)(1 + (1�B)p).

Аналогичным образом получаются выраже-
ния для g

22

и g
33

, отличающиеся от g
11

цик-
лической перестановкой индексов. Таким об-
разом, окончательно для gjm имеем

gjj = �
˜Lj

k(c)j

, j = 1, 2, 3; gjm = 0, j 6= m,

где

˜Lj =
ã
1

ã
2

ã
3

2

1̂

0

dq

⌘(q)
,

⌘(q) = (ã2j + q)[(ã2
1

+ q)(ã2
2

+ q)(ã2
3

+ q)]1/2

� обобщенные геометрические факторы эл-
липсоида в анизотропной среде.
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