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Abstract. The research of stress concentration in the neighborhood of internal crack’s tops,
which is on a bisector of an infinite elastic wedge, is conducted. The normal efforts are applied to
crack’s coast for providing her opening. Wedge’s sides are supported with a thin flexible coating,
free from tension from outer side. Coating influence on an intense and deformable state of a
wedge is modelled by a special boundary condition which correctness is confirmed experimentally.
Mellin’s integral transformation has allowed to reduce the task to the solution of the singular
integrated equation of the first kind with Cauchy’s kernel of rather derivative function of crack
opening. Solutions of the integral equation constructed by the collocation method. With various
combinations of geometric and physical parameters of the problem. The aim of the research was to
determine the values of the influence factor – a reduced stress intensity factor in the neighborhood
of the crack’s tops. Analysis of influences of task’s geometrical and physical parameters on size of
the studied parameter is carried. In particular, it is established that with increasing the wedge’s
angle, with unchanged other parameters, the values of the influence factor are increasing; the
increasing in the thickness and hardness of the coating leads to a decrease of the influence factor;
the increase of the relative crack’s length or approaching to wedge’s top implies an increase of
influence factor. The known special cases of task are considered, their results are compared with
available data published.

Keywords: crack, infinite elastic wedge, thin coating, Mellin’s integral transformation, collocation
method, stress intensity factor, influence factor.

Введение

Потеря работоспособности деталей ма-
шин, инструментального оборудования и ме-
ханизмов в большинстве случаев связаны с
износом их поверхностного слоя. Перспектив-
ным направлением создания износостойких и
высоконадежных деталей и механизмов явля-
ются технологии нанесения тонких функцио-
нальных покрытий, повышающих их специ-
альные свойства. При этом тонкие покрытия,
выполняющие защитные функции, меняют
механические свойства изделий, что ставит
задачи разработки и развития методов оцен-
ки напряженного состояния в конструкциях,
усиленных тонкими покрытиями, на перво-
очередное место в современном технологи-
ческом производстве. Наряду с этим, учет

таких факторов, как наличие скрытых внут-
ренних дефектов, трещин, позволяет более
точно проводить оценку работоспособности
изделий и конструкций.

Первые результаты исследований изуче-
ния тонких покрытий, в которых можно пре-
небречь изгибной жесткостью, представле-
ны в работах [1–4]. В.М. Александровым и
С.М. Мхитаряном [5] собраны и обобщены
результаты работы многих авторов по кон-
тактным задачам для тел с тонкими покрыти-
ями. В работах [6–8] рассмотрены смешанные
задачи для составных тел, ослабленных тре-
щинами. Задачи о влиянии гибкого покры-
тия на прочность пластинок, ослабленных
различными системами трещин рассмотрены
в [9]. В [10] исследована задача о взаимодей-
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ствии бесконечного или конечного стрингера
с упругой полуплоскостью, содержащей вер-
тикальный разрез.

Ряд исследований посвящен изучению
концентрации напряжений в окрестности вер-
шин поперечных трещин в полубесконечных
упругих телах при разных условиях на грани-
цах. Некоторые результаты приведены в ра-
ботах [11–14], а также в справочнике по коэф-
фициентам интенсивности напряжений [15].

Проведены исследования задачи в дву-
мерной постановке для упругого клина с бо-
ковыми гранями, свободными от напряже-
ний, содержащего прямолинейные трещины
на оси симметрии. Получены приближенные
и точные решения в случае задачи, когда
конечная трещина исходит из вершины кли-
на [16–32,37], когда полубесконечная трещина
начинается на некотором расстоянии от вер-
шины клина [33–37], а также в случае, когда
клин содержит внутреннюю конечную тре-
щину [25, 37]. В работе [38] получены асимп-
тотические решения контактной задачи для
трехмерного клина. В [39] численно решена
двумерная задача Лапласа об упругой клино-
вой области в условиях плоского напряжен-
ного состояния.

Авторам данного исследования неизвест-
ны публикации, посвященные исследованию
задач, рассматривающих клин, усиленный
тонким гибким покрытием.

В данной работе наличие тонкого гибко-
го покрытия моделируется математически,
применением специального граничного усло-
вия, сформулированного на основе исследова-
ния [5]. В различных диапазонах изменения
геометрических и физических параметров по-
строены решения методом коллокации по тех-
нологии, описанной в [14].

1. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечный упругий клин
r > 0, |'| 6 ↵, ослабленный прямолинейной
конечной трещиной, расположенной на бис-
сектрисе его угла ' = 0, a 6 r 6 b (рис. 1).
К берегам трещины приложены нормальные
усилия интенсивности �p (r), обеспечиваю-
щие ее раскрытие. Грани клина покрыты тон-
кой гибкой накладкой. Компоненты тензо-
ра напряжений и вектора перемещений при
r ! 1 отсутствуют. Введем обозначения для
разрывов функций в области трещины (при

' = 0, a 6 r 6 b)

[v(r,')] = �(r),



@u

@'

�

= �(r);

[f ] = f |x=�0

� f |x=+0

.

(1.1)

Здесь и далее u (r,') и v (r,') � соответствен-
но, радиальная и тангенциальная компонен-
ты вектора перемещений.

Решение задачи находим из основных
уравнений теории плоской деформации в по-
лярной системе координат (уравнений Ламе)
и соотношений закона Гука
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G � модуль сдвига.

2. Интегральное уравнение

Используем интегральное преобразование
Меллина [40]
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ds,
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d⇢.
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Рис. 1. Постановка задачи

В результате уравнения равновесия (1.2)
сводятся к системе двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка
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Общее решение уравнений (2.1) имеет вид
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В силу симметрии задачи относительно
оси ' = 0 , далее рассматриваем область
0 6 ' 6 ↵.

Запишем граничные условия задачи:

' = 0 : �' = �p (r) при a 6 r 6 b, (2.2)

v = 0, при 0 6 r < a и r > b; (2.3)

⌧r' = 0, r > 0,

' = ↵ : �' = 0,
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Условие (2.4) моделирует влияние тонко-
го гибкого покрытия на напряженно-дефор-
мируемое состояние рассматриваемого тела.
Оно вытекает из асимптотического анализа
решения задачи для упругой полосы при при-
нятых допущениях [5].

Учитывая неизвестный разрыв танген-
циальной компоненты вектора перемещений
(1.1), удовлетворим граничному условию (2.3)
и условию (2.4). В результате задача сводится
к системе линейных алгебраических уравне-
ний для определения ai , i = 1, . . . , 4:
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При интегрировании учтем, соответствен-
но, четность Re
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по переменной u. В результате
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4G

⇡(1 + {)

bˆ
a

� (⇢)

⇢
d⇢⇥

⇥
1̂

�1

✓

Re

⇣

˜L (u, r)
⌘

sin

⇣

u ln
⇢

r

⌘

+

+ Im

⇣

˜L (u, r)
⌘

cos

⇣

u ln
⇢

r

⌘

◆

u du =

= �rp (r) . (2.5)

С учетом четности подынтегральной
функции внутреннего интеграла, (2.5) прини-
мает вид
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⇣

u ln
⇢

r

⌘

�

�
⇣

2 Im

⇣

˜L (u, r)
⌘

+ 1

⌘

sin

⇣

u ln
⇢

r

⌘

,

тогда

K (u, r) = M (u, r) + sin

⇣

u ln
⇢

r

⌘

.

bˆ
a

�0 (⇢) d⇢

1̂

0

k (r, ⇢) du = �⇡

✓
rp(r),

Здесь

k (r, ⇢) =

1̂

0

⇣

M (u, r) + sin

⇣

u ln
⇢

r

⌘⌘

du.

Переходим к безразмерным переменным,
используя замены

r = a⌘(x), ⇢ = a⌘(⇠),
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⌘(z) = exp

✓

1 + z

µ

◆

,

µ = 2

✓

ln

b

a

◆�1

, d⇢ = a⌘(⇠)
1

µ
d⇠,

' (⇠) = �0 (a⌘(⇠)) ⌘(⇠),

Учитывая значение интеграла
1́

0

sin(ut) du =

= 1/t [41], получаем

1ˆ

�1

' (⇠)

2

4

µ

⇠ � x
+

1̂

0

M (u, a⌘(x)) du

3

5

d⇠ =

= �⇡µ

✓
q(x), (2.6)

|x| 6 1,

q (x) = ⌘(x)p (a⌘(x)) ,

Таким образом, исследуемая задача сведена
к решению сингулярного интегрального урав-
нения I рода с ядром Коши.

3. Решение интегрального уравнения

Построим решение интегрального урав-
нения (2.6) методом коллокаций в виде ли-
нейной комбинации базисных функций, явно
учитывающем особенность в окрестности вер-
шин трещины,

' (⇠) =
1p

1� z2

m
X

n=1

XnTn(⇠), (3.1)

где Tn и Un � полиномы Чебышева первого
и второго рода, Xn � коэффициенты при ба-
зисных функциях, m � количество узловых
точек. Узловые точки � корни полиномов
Чебышева

xi = cos

⇡(2i� 1)

2m
, i = 1, 2, . . . ,m.

Учитывая (3.1), сводим задачу к решению си-
стемы линейных алгебраических уравнений
относительно коэффициентов X

i

0

B

B

@

a
11

a
12

. . . a
1m

a
21

a
22

. . . a
2m

. . . . . . . . . . . .
am1

am2

. . . amm

1

C

C

A

0

B

B

@

X
1

X
2

. . .
Xm

1

C

C

A

=

=

0

B

B

@

⇡f(x
1

)

⇡f(x
2

)

. . .
⇡f(xm)

1

C

C

A

. (3.2)

где f (x) = �µq(x)/✓.
Вычисление коэффициентов

aij =

1ˆ

�1

Tj(⇠)
1p
1� ⇠

⇥

⇥

2

4

1

⇠ � xi
+

1

µ

1̂

0

M (u, a⌘(x)) du

3

5

d⇠. (3.3)

системы (3.2) осуществляется в два этапа.
Сингулярная часть (т.е. интеграл (3.3) без
второго слагаемого в квадратных скобках)
представляет собой табличный интеграл [41];
он равен ⇡Un�1

(x), а регулярная часть нахо-
дится численно. Зная ' (x), легко установить
значение коэффициента интенсивности нор-
мальных напряжений в окрестности вершин
трещины

KI = lim

x!�1+0

⇣

✓
p

2⇡(1 + x)' (x)
⌘

;

KI = � lim

x!1�0

⇣

✓
p

2⇡(1� x)' (x)
⌘

.

При выборе числа узлов коллокации необ-
ходимо учитывать значение параметра
� = l/(a + l), c его увеличением снижается
точность решения. Последующие вычисления
показывают, что при � = 0,75 нахождение
решения с точностью не менее 95 % тре-
бует использования, как минимум, 8 узлов
коллокации. Столь высокая эффективность
метода в данном случае объясняется удачным
подбором базисных функций.

4. Обсуждение результатов

Для исследования интенсивности кон-
центрации напряжений в окрестности вер-
шин трещины используется фактор влияния
N(±1) � приведенный коэффициент интен-
сивности напряжений

N(±1) =

KI

KI1
, (4.1)

KI � коэффициент интенсивности нормаль-
ных напряжений (КИН) в исследуемом слу-
чае; KI1 � соответствующая величина в
классическом случае, в задаче об изолиро-
ванной трещине в неограниченной упругой
среде [42].

79



Равновесие упругого клина с тонким покрытием, ослабленного внутренней прямолинейной. . .

Рис. 2. Результаты расчетов зависимости фактора влияния от положения трещины для случаев
разных материалов накладки. Относительная толщина накладки h/l = 0,05

Таким образом, фактор влияния характе-
ризует вклад геометрических и физических
параметров задачи в значения КИН. Расчеты
выполнены для накладок из разных материа-
лов: PTFE � тефлон (⌫

1

= 0,46, e = 0,0025),
Al � алюминий (⌫

1

= 0,34, e = 0,35), Ti �
титан (⌫

1

= 0,32, e = 0,56), Ni � никель
(⌫

1

= 0,28, e = 1,02), Cr � хром (⌫
1

= 0,35,
e = 1,44), TiN � нитрид титана (⌫

1

= 0,28,
e = 1,80), W � вольфрам (⌫

1

= 0,30, e = 2,10),
WC � карбид вольфрама (⌫

1

= 0,26, e = 2,66);
e = E

2

/E
1

, E
1

и E
2

� модули Юнга мате-
риалов покрытия и клина; во всех расчетах
материалом клина выбрана конструкцион-
ная сталь (⌫

2

= 0,28, E
2

= 200 ГПа). Поло-
жение трещины относительно вершины кли-
на определяется параметром � = l/(a + l)
(l = (b� a)/2 � полудлина трещины, в расче-
тах равна 0,2).

На рис. 2 и 3 представлены результаты
расчетов зависимости фактора влияния от
положения трещины относительно вершины
клина. Рассмотрены случаи: разной относи-
тельной толщины накладки (h/l = 0,01; 0,02;
0,03; 0,04; 0,05); когда материал накладки
более мягкий (алюминий), и когда он более
жесткий (карбид вольфрама), чем основной
материал клина. Выявлено, что, чем мягче
материал накладки, тем меньше его влияние
на раскрытие трещины, причем увеличение
толщины накладки для мягких материалов
не является сдерживающим фактором. На-
пример, в случае материала накладки � те-
флон, наличие покрытия практически не вли-

яет на результат. Если материал накладки
более жесткий, чем материал клина, наклад-
ка оказывает сдерживающее влияние, причем,
чем больше ее толщина, тем больше влияние.

Проведено исследование зависимости фак-
тора влияния от угла раствора клина; ре-
зультаты расчетов представлены на рис. 4.
В расчетах принята относительная толщина
накладки h/l = 0,02. Расположение трещи-
ны определяется параметром � = l/(a + l)
(� = 0,75, � = 0,65, � = 0,55). В частности,
установлено, что с увеличением угла раствора
клина влияние накладки уменьшается. Так,
для углов больших, чем ⇡/2 значения фак-
тора влияния �стабилизируются� и уже не
зависят от угла раствора клина.

Исследованы известные частные случаи
рассматриваемой задачи. Так, в случае от-
сутствия покрытия (h = 0), а также в случа-
ях, когда угол раствора клина соответствует
полуплоскости ↵ = ⇡/2 и плоскости ↵ = ⇡
(при толщине покрытия h = 0), результа-
ты сопоставлены с имеющимися в литера-
туре [12, 14, 23, 36] данными с точностью до
2 %.

При изучении сходимости решения, полу-
ченного методом коллокаций, проведено срав-
нение значений фактора влияния, рассчитан-
ного методом коллокаций с разным числом n
узловых точек (n = 8, 10, 15). Установлено,
что во всех трех случаях, в достаточно ши-
роком диапазоне изменения геометрических
и физических параметров задачи (� < 0,75),
различие результатов не превышает 3 %.
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а) б)

Рис. 3. Результаты расчетов зависимости фактора влияния от положения трещины для случаев
разной относительной толщины (h/l = 0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05) и разных материалов накладки.

Материал накладки в случае а) алюминий; б) карбид вольфрама

Выводы

Целью исследования в каждом конкрет-
ном случае стало определение значений фак-
тора влияния � приведенного коэффициен-
та интенсивности напряжений в окрестности
вершин трещины. Проведен анализ влияния
геометрических и физических параметров за-
дачи на величину исследуемого параметра. В
частности, установлено:

• увеличение толщины и жесткости по-
крытия ведет к снижению фактора вли-
яния;

• увеличение относительной длины тре-
щины или ее приближение к вершине
клина влечет увеличение фактора вли-
яния.

• с увеличением угла раствора клина вли-
яние покрытия на интенсивность кон-
центрации напряжений в окрестности
вершин снижается.

Рассмотрены известные частные случаи
исследуемой задачи. Так, в случае отсутствия
покрытия, а также в случае, когда угол рас-
твора клина соответствует полуплоскости, ре-
зультаты сопоставлены с имеющимися в ли-
тературе данными.
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