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Abstract. This paper presents a method for constructing approximate solutions to the problem
of parabolic stamp indentation into heterogeneous elastic strip tightly engaged with the non-
deformable base. The proposed method is based on the variational formulation of the problem
and involves simplification of the potential energy functional through hypothesis of displacement
fields introduction. Auxiliary problem of the action of a concentrated load on the boundary of an
inhomogeneous strip is solved using the variational Lagrange principle. A system of two second
order differential equations with variable coefficients with respect to the displacement vector
components on the upper bound of the strip is obtained. Solution of the contact problem of
parabolic stamp indentation into heterogeneous elastic strip in the case when the elasticity moduli
depend only on the transverse coordinate is obtained. The characteristic relations such as “force –
size of the contact area”, “indentation – size of the contact area” and the stress distribution in the
contact zone for some different laws of heterogeneity are plotted.
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Введение

В последние годы задачи об определении
физических свойств твердых тел играют боль-
шую роль при оценке локальных и интеграль-
ных свойств функционально-градиентных
структур, горных пород и углей. Одним из
наиболее часто используемых методов иденти-
фикации свойств является контактный способ
оценки податливости среды, опирающийся
на процедуры микро- и наноиндентирования.
При этом различные аспекты наноиндентиро-
вания, влияние податливости основания, тре-
щиноватости обсуждались в ряде работ [1, 2].
Данные наноиндентирования углей представ-
лены в работах [2,3] в виде зависимостей сила –
внедрение при активном нагружении и раз-
грузке. Обычно по данным индентирования
определяется эффективный модуль Юнга [4].
Для неоднородных материалов в качестве та-
кой характеристики может выступать неко-
торая усредненная характеристика. Отметим,
что в настоящее время усилился интерес к
определению неоднородных упругих характе-
ристик твердых тел, а наиболее подходящей

моделью, позволяющей оценивать характери-
стики контактного взаимодействия, являет-
ся модель полосы. Решению контактных за-
дач о вдавливании индентора в однородную
или неоднородную упругую полосу посвящен
ряд монографий [5–7]. В этих работах постро-
ение решения осуществлялось при помощи
сведения смешанной задачи к интегральному
уравнению с ядром, имеющим логарифмиче-
скую особенность, а символ ядра для одно-
родной среды строится явно и представляет
собой мероморфную в комплексной плоско-
сти функцию, имеющую счетное множество
нулей и полюсов. Для неоднородной среды
такое аналитическое представление получить
невозможно для произвольных законов неод-
нородности и эта функция определяется на
основе трехступенчатой процедуры [7]. На
первом этапе решается краевая задача для
матричного дифференциального оператора
с параметром (параметром преобразования
Фурье); на втором этапе строится аппрокси-
мация полученной численно функциональной
зависимости дробно-рациональными и степен-
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ными функциями [8]; далее строится решение
интегрального уравнения.

Возможно построение прикладной модели
деформирования неоднородной полосы при
контактном взаимодействии с параболиче-
ским индентором [9], в которой приближенное
выражение для символа ядра строится ана-
литически на основе различных подходов, в
частности вариационного, и представляет со-
бой рациональную функцию параметра преоб-
разования Фурье. Этот подход и особенности
его реализации представлены в настоящей
работе.

1. Вдавливание параболического
индентора в неоднородную упругую

полосу

Пусть симметричный гладкий недефор-
мируемый штамп вдавливается в верхнюю
границу упругой неоднородной полосы. Пред-
полагается, что силы трения между штампом
и полосой отсутствуют, вне штампа нагрузка
отсутствует. Под действием силы 𝑃 штамп
смещается по оси 𝑥3 на величину 𝛿.

Будем считать, что коэффициенты Ляме
𝜆 и 𝜇 представляют собой ограниченные поло-
жительные функции и зависят от координат

𝜆 = 𝜆(𝑥1, 𝑥3), 𝜇 = 𝜇(𝑥1, 𝑥3),

𝑥1 ∈ [−∞,∞], 𝑥3 ∈ [0, ℎ].

Связь между напряжениями и перемеще-
ниями определяется законом Гука

𝜎11 = (𝜆+ 2𝜇)𝑢1,1 + 𝜆𝑢3,3,

𝜎33 = 𝜆𝑢1,1 + (𝜆+ 2𝜇)𝑢3,3,

𝜎13 = 𝜇 (𝑢1,3 + 𝑢3,1) ,

где 𝑢1, 𝑢3 — компоненты вектора смещений.
Нижнюю границу полосы предполагаем

жестко защемленной. Граничные условия для
данной задачи имеют вид

𝑢1(𝑥1,0) = 𝑢3(𝑥1,0) = 0,

𝜎13(𝑥1, ℎ) = 0, 𝜎33(𝑥1, ℎ) = 0, |𝑥1| > 𝑎,

𝑢3(𝑥1, ℎ) = 𝛿 − 1

2𝑅
𝑥21, |𝑥1| 6 𝑎,

где 𝑎 — размер площадки контакта, 𝛿 и 𝑅 —
внедрение и радиус кривизны штампа соот-
ветственно.

Обезразмерим задачу, введя новые пере-
менные и параметры:

𝜂 = 𝑥1/ℎ, 𝜉 = 𝑥3/ℎ,

𝜆 = 𝜇0𝑓1(𝜂, 𝜉), 𝜇 = 𝜇0𝑓2(𝜂, 𝜉),

�̂�𝑖 = 𝑢𝑖/ℎ, �̂�𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗/𝜇0, 𝑖, 𝑗 = 1, 3,

𝛽 = 𝑎/ℎ, 𝛿* = 𝛿/ℎ, 𝑟 = 𝑅/ℎ.

Для изучения контактного взаимодей-
ствия, как обычно, рассмотрим вспомогатель-
ную задачу о действии нормальной нагрузки,
локализованной на отрезке [−𝛽, 𝛽], на верх-
нюю границу полосы

�̂�13(𝜂,1) = 0, �̂�33(𝜂,1) = 𝑞.

Для решения краевой задачи теории упру-
гости с переменными коэффициентами ис-
пользуем приближенный подход, основанный
на вариационном принципе Лагранжа. Запи-
шем безразмерный функционал потенциаль-
ной энергии (полная энергия системы)

Π =
1

2

∫︁

𝑆

�̂�𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉 −
𝛽∫︁

−𝛽

𝑞�̂�3(𝜂, 1)𝑑𝜂,

𝑆 = [−∞,∞] × [0, 1].

Упростим его в рамках метода Канторови-
ча [10], принимая следующие гипотезы отно-
сительно компонент перемещений и полагая
линейные законы изменения перемещений по
толщине �̂�1 = 𝜉𝑢(𝜂), �̂�3 = 𝜉𝑤(𝜂); при этом
удовлетворены граничные условия при 𝜉 = 0.
Компоненты тензоров деформаций и безраз-
мерных напряжений имеют вид

𝜀11 = 𝜉𝑢′, 𝜀33 = 𝑤, 𝜀13 =
1

2

(︀
𝑢+ 𝜉𝑤′)︀ ,

�̂�11 = (𝑓1 + 2𝑓2) 𝜉𝑢
′ + 𝑓1𝑤,

�̂�33 = (𝑓1 + 2𝑓2)𝑤 + 𝑓1𝜉𝑢
′,

�̂�13 = 𝑓2
(︀
𝑢+ 𝜉𝑤′)︀ .

Здесь и далее штрих означает производную
по 𝜂. Интегрируя по 𝜉, получим следующее
представление

Π =
1

2

∞∫︁

−∞

(︁
𝐴11𝑢

′2 + 2(𝐴12𝑢
′𝑤 +𝐴21𝑢𝑤

′)+

+𝐴20𝑤
2 +𝐴10𝑢

2 +𝐴22𝑤
′2
)︁

d𝜂−

−
𝛽∫︁

−𝛽

𝑞𝑤 d𝜂, (1.1)
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причем коэффициенты 𝐴𝑖𝑗 определяются
формулами

𝐴11 =

1∫︁

0

(𝑓1 + 2𝑓2) 𝜉
2𝑑𝜉, 𝐴10 =

1∫︁

0

𝑓2𝑑𝜉,

𝐴12 =

1∫︁

0

𝑓1𝜉𝑑𝜉, 𝐴21 =

1∫︁

0

𝑓2𝜉𝑑𝜉,

𝐴22 =

1∫︁

0

𝑓2𝜉
2𝑑𝜉, 𝐴20 =

1∫︁

0

(𝑓1 + 2𝑓2) 𝑑𝜉.

В соответствии с вариационным прин-
ципом Лагранжа найдем первую вариацию
функционала (1.1) и приравняем ее нулю

𝛿Π =

∞∫︁

−∞

(︁
−(𝐴11𝑢

′)′𝛿𝑢−

− (𝐴12𝑤)′𝛿𝑢+𝐴12𝑢
′𝛿𝑤 +𝐴21𝑤

′𝛿𝑢−
− (𝐴21𝑢)′𝛿𝑤 +𝐴20𝑤𝛿𝑤 +𝐴10𝑢𝛿𝑢−

− (𝐴22𝑤
′)′𝛿𝑤

)︁
d𝜂 −

𝛽∫︁

−𝛽

𝑞𝛿𝑤 d𝜂 = 0.

Приравнивая нулю коэффициенты при
независимых вариациях 𝛿𝑢, 𝛿𝑤, получим си-
стему двух дифференциальных уравнений
второго порядка относительно смещений на
верхней границе полосы

(︀
𝐴11𝑢

′)︀′ + (𝐴12𝑤)′−
−𝐴21𝑤

′ −𝐴10𝑢 = 0,

𝐴12𝑢
′ − (𝐴21𝑢)′ −

(︀
𝐴22𝑤

′)︀′ +
+𝐴20𝑤 = 𝑞.

(1.2)

Отметим, что эта система уравнений мо-
жет служить в качестве исходной при анализе
контактных задач для покрытий, имеющих
переменные свойства вдоль оси 𝜂, в частно-
сти при наличии границ между различными
материалами. Система (1.2) в случае постоян-
ных коэффициентов, то есть в той ситуации,
когда 𝑓1 и 𝑓2 зависят только от 𝜉, допускает
решение с помощью преобразования Фурье

�̂�(𝜂) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

�̃�(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝜂𝑑𝛼,

�̂�(𝜂) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

�̃�(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝜂𝑑𝛼,

𝑞(𝜂) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑞(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝜂𝑑𝛼.

(1.3)

Подставляя (1.3) в систему (1.2), имеем

(𝛼2𝐴11 +𝐴10)�̃�− 𝑖𝛼(𝐴21 −𝐴12)�̃� = 0,

(𝛼2𝐴22 +𝐴20)�̃� + 𝑖𝛼(𝐴21 −𝐴12)�̃� = 𝑞.
(1.4)

Исключая �̃� из (1.4), получим соотноше-
ние

�̃� = 𝐾(𝛼)𝑞, (1.5)

где 𝐾(𝛼) — передаточная функция вида

𝐾(𝛼) =
𝑎0 + 𝑎1𝛼

2

𝑏0 + 𝑏1𝛼2 + 𝑏2𝛼4
, (1.6)

которая связывает трансформанты верти-
кального смещения и нормального напряже-
ния. Приняты следующие обозначения:

𝑎0 = 𝐴10, 𝑎1 = 𝐴11,

𝑏0 = 𝐴10𝐴20, 𝑏2 = 𝐴11𝐴22,

𝑏1 = 𝐴10𝐴22 +𝐴11𝐴20 − (𝐴12 −𝐴21)
2 .

На основе (1.5) можно построить диф-
ференциальное уравнение, связывающее са-
ми смещения и нормальные напряжения при
𝜉 = 1. Преобразуя (1.5) к виду

(︀
𝑏0 + 𝑏1𝛼

2 + 𝑏2𝛼
4
)︀
�̃� =

(︀
𝑎0 + 𝑎1𝛼

2
)︀
𝑞

и переходя от трансформант Фурье к исход-
ным функциям 𝑤 и 𝑞, аналогично [6] получим
операторное уравнение четвертого порядка

𝑏2𝑤
𝐼𝑉 − 𝑏1𝑤

′′ + 𝑏0𝑤 = −𝑎1𝑞′′ + 𝑎0𝑞. (1.7)

Подобное операторное уравнение исследо-
валось в [6], где оно получалось из решения
задачи для однородной полосы путем асимп-
тотического анализа. После построения опера-
торного уравнения (1.7) перейдем к решению
контактной задачи. Решение уравнения (1.7)
должно удовлетворять следующим условиям:

𝑤 → 0 (|𝜂| → ∞), 𝑞 = 0 (|𝜂| > 𝛽),
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𝑤 = 𝛿* −
1

2𝑟
𝜂2 (|𝜂| 6 𝛽).

При |𝜂| > 𝛽 уравнение (1.7) принимает
вид

𝑏2𝑤
𝐼𝑉 − 𝑏1𝑤

′′ + 𝑏0𝑤 = 0. (1.8)

Решение (1.8) является четной функцией
и для 𝜂 > 0 общее решение (1.8), убывающее
при 𝜂 → ∞, имеет вид

𝑤(𝜂) = 𝐶1𝑒
−𝜆1𝜂 + 𝐶2𝑒

−𝜆2𝜂,

𝜆1,2 =

[︂
1

2𝑏2

(︂
𝑏1 ±

√︁
𝑏21 − 4𝑏0𝑏2

)︂]︂ 1
2

.

Полагая в уравнении (1.7)

𝑤 = 𝛿* −
1

2𝑟
𝜂2,

в зоне контакта |𝜂| 6 𝛽 получим

𝑞′′ − 𝑘2𝑞 =

= − 1

𝑎1𝑟

(︂
𝑏1 +

1

2
𝑏0(2𝛿*𝑟 − 𝜂2)

)︂
,

𝑘2 = 𝑎0/𝑎1.

(1.9)

Учитывая, что ввиду симметричности за-
дачи нормальное напряжение на верхней гра-
нице полосы является четной функцией, за-
пишем общее решение уравнения (1.9)

𝑞(𝜂) = 𝐶3 ch (𝑘𝜂) +

+
1

𝑟𝑎1𝑘2

(︂
𝑏1 −

𝑏0
𝑘2

+
1

2
𝑏0(2𝛿*𝑟 − 𝜂2)

)︂
.

Неизвестные константы интегрирования
𝐶1, 𝐶2.𝐶3, а также связь между зоной кон-
такта 𝛽 и внедрением штампа 𝛿* найдем из
условий стыковки на границе зоны контак-
та 𝜂 = 𝛽:

𝑞(𝛽) = 0, 𝑤(𝛽) = 𝛿* −
1

2𝑟
𝛽2,

𝑤′(𝛽) = −𝛽
𝑟
,

условие непрерывности горизонтальных сме-
щений верхней границы дает соотношение

𝑤′′′(𝛽) =
1

𝐴22
𝑞′(𝛽).

Таким образом, контактное напряжение в
зоне контакта (|𝜂| 6 𝛽) имеет вид

𝑞(𝜂) =
1

𝑟𝑎1𝑘2

[︃(︂
1 − ch(𝑘𝜂)

ch(𝑘𝛽)

)︂
×

(︂
𝑏1 −

𝑏0
𝑘2

+ 𝑏0𝛿*𝑟
)︂

+

+
𝑏0
2

(︂
ch(𝑘𝜂)

ch(𝑘𝛽)
𝛽2 − 𝜂2

)︂]︃
.

Вертикальное смещение верхней границы
полосы вне зоны контакта (|𝜂| > 𝛽) является
экспоненциально убывающим и определяется
согласно следующей формуле:

𝑤(𝜂) = 𝑔2𝑒
𝜆1(𝛽−𝜂) − 𝑔1𝑒

𝜆2(𝛽−𝜂),

𝑔𝑖 = 𝜆𝑖
𝜆2𝑖

𝛽
𝑟 + 1

𝐴22
𝑞′(𝛽)

𝜆1𝜆2(𝜆22 − 𝜆21)
.

Наконец, безразмерную силу 𝑃* (сила, от-
несенная к 𝜇0ℎ), действующую на штамп, най-
дем, используя условие равновесия

𝑃*(𝛽) =

𝛽∫︁

−𝛽

𝑞𝑑𝜂.

2. Результаты

Ниже приведены некоторые результаты
решения контактной задачи вышеизложен-
ным методом. Проведено сравнение предла-
гаемого подхода и точного решения при по-
стоянных значениях параметров Ляме с неко-
торыми результатами, полученными другими
авторами.

В работе [5] получено точное аналитиче-
ское решение передаточной функции 𝐾𝑡(𝛼) и
асимптотическое выражение безразмерного
значения 𝑃𝑡(𝛽)

𝐾𝑡(𝛼) =
1 − 𝜈

𝛼𝑓2
×

× 2κ sh 2𝛼− 4𝛼

2κ ch 2𝛼+ 1 + κ2 + 4𝛼2
, (2.1)

κ = 3 − 4𝜈,

𝑃𝑡(𝛽) =
𝜋𝑓2

(1 − 𝜈)2𝑟
𝛽2×

×
[︀
1 − 𝑑1𝛽

2 − (3𝑑2 − 𝑑21)𝛽
4 +𝑂(𝛽6)

]︀
, (2.2)

𝑑1 = −0,716, 𝑑2 = 0,245.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

На рис. 1 изображено сравнение переда-
точной функции 𝐾(𝛼), определяемой соглас-
но (1.6), с точным аналитическим выражени-
ем (2.1) для постоянных значений парамет-
ров Ляме 𝑓1 = 1,5, 𝑓2 = 1, что соответствует
значению 𝜈 = 0,3. Пунктирная кривая соот-
ветствует результатам вычислений, произве-
денным по формуле (1.6), сплошная кривая —
точному решению для однородной полосы
𝐾𝑡(𝛼) согласно (2.1).

На рис. 2 представлено сравнение зави-
симости сила – размер площадки контакта
𝑃*(𝛽) при малых 𝛽. Пунктирная кривая соот-
ветствует приближенному решению, сплош-
ной кривой изображена та же зависимость в
соответствии с (2.2), квадратиками обозначе-
на зависимость, построенная по модели типа
Рейсснера, согласно уравнению, полученному
на основе асимптотического анализа решения
для полосы [6], имеющему структуру (1.7) с
коэффициентами

𝑎0 = 𝑏1 = 1, 𝑎1 =
3 − 2𝜈

3(1 − 𝜈)
,

𝑏0 = 𝑓1 + 2𝑓2, 𝑏2 =
4

3

𝑓2
1 − 𝜈

,

(2.3)

что соответствует коэффициенту постели
упругого основания 𝑙 = (𝜆+ 2𝜇)/ℎ.

На рис. 3 представлено сравнение зависи-
мости 𝑃*(𝛽), полученной с помощью предло-
женной в данной работе приближенной моде-
ли (пунктирная линия) и по модели из [6] с
параметрами (2.3) (квадратики) при больших
значениях 𝛽.

Подытожим результаты сравнительного
анализа. Отметим, что точное решение для
𝐾(𝛼) имеет максимум в некоторой точке 𝛼*,
в то время как приближенная модель дает
монотонное убывание передаточной функции.
Известно, что структура контактного давле-
ния, зависимость 𝑃*(𝛽) определяются поведе-
нием передаточной функции 𝐾(𝛼) в нуле и
на бесконечности.

При 𝛼→ 0 приближенное значение пере-
даточной функции совпадает с точным,

lim
𝛼→0

𝐾(𝛼) = lim
𝛼→0

𝐾𝑡(𝛼) =
1

𝑓1 + 2𝑓2
.

В то же время, на бесконечности прибли-
женное и точное значения для передаточной
функции имеют разный характер убывания.
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 6

Так,
𝐾(𝛼) =

𝑎1
𝑏2
𝛼−2, 𝛼→ ∞, (2.4)

𝐾𝑡(𝛼) =
1 − 𝜈

𝑓2
|𝛼|−1, 𝛼→ ∞.

В силу асимптотического поведения (2.4) кон-
тактное давление в окрестности границы об-
ласти контакта уже не имеет корневой струк-
туры, присущей задаче для полуплоскости,
а имеет структуру, подобную решениям кон-
тактных задач для пластин [6, 11]. При этом
из рис. 2 видно, что приближенное выраже-
ние 𝑃*(𝛽) хорошо согласуется с решением по
теории типа Рейсснера [6].

Таким образом, сравнительный анализ
свидетельствует о том, что предложенная мо-
дель дает результаты, близкие к полученным
на основе асимптотического метода в [6].

На основе представленной модели произ-
веден ряд расчетов по определению контакт-
ного давления, зависимости сила – внедре-
ние для различных законов неоднородности.
На рис. 4–6 приведены графики зависимо-

стей 𝑃*(𝛿), 𝛿*(𝛽) и распределение контактно-
го напряжения в зоне контакта для случая
𝛽 = 0,2 соответственно для неоднородной по
толщине полосы для разных законов неод-
нородности. Квадратиками изображен гра-
фик для убывающих законов неоднородности
𝑓1 = 1 − 1/4𝜉2, 𝑓2 = 1 − 1/2𝜉2, сплошная
линия соответствует расчетам, проведенным
для кусочно-постоянных законов неоднород-
ности. Расчеты проведены для полосы, со-
стоящей из трех слоев одинаковой толщины,
безразмерные параметры верхнего и нижнего
слоев полосы 𝑓10 = 3/4 и 𝑓20 = 1, среднего —
𝑓11 = 5/4 и 𝑓21 = 1/2 выбраны так, чтобы
интегралы по толщине от законов неоднород-
ности

∫︀ 1
0 𝑓𝑖𝑑𝜉 (𝑖 = 1,2) были одинаковыми для

рассматриваемых случаев.
Отметим, что зависимость 𝑃*(𝛽) и распре-

деление контактного напряжения для этих
законов неоднородности практически одина-
ковы. Такой же результат имеет место и для
некоторых других видов неоднородностей (ли-
нейных, экспоненциальных) при одинаковых
средних. Это свидетельствует о том, что для
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тонких покрытий вид зависимости 𝑃*(𝛽) опре-
деляется усредненными значениями модулей.
Зависимость 𝑃*(𝛿) для этих законов имеет
различия, которые могут быть положены в
основу идентификации неоднородных свойств
покрытия для простых законов неоднородно-
сти, например, линейных.

3. Заключение

Разработан метод исследования контакт-
ной задачи для тонкой неоднородной полосы,
найдено контактное давление для разных за-
конов неоднородности, получена зависимость
𝑃*(𝛽), обсуждены возможные приложения
при индентировании неоднородных слоистых
и функционально-градиентных структур.
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