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Abstract. The classical Lamb problem is considered for steady-state harmonic waves in a free
elastic layer under the applied load. An integral representation of the solution is reduced to an
infinite series in terms of residues at the poles of Green’s matrix. These poles coincide with the
roots of the Lamb’s dispersion equation and define eigenwaveforms that are normal modes of the
layer. The pole arrangement on the continual dispersion curves in complex plane of wave number
and their frequency dependency are studied. Two transformation mechanisms of the complex
wave numbers into the real ones are observed. The first mechanism is regular. In this case,
complex roots become real through the imaginary axis. Second one is irregular, when complex
pole becomes real without passing imaginary axis and forms a backward wave. These Lamb
waves have zero group velocity at the cutoff frequencies. Their appearances are accompanied by
resonance phenomena.
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Введение

Волны Лэмба [1], распространяющиеся
вдоль свободного слоя, используются во мно-
гих технических приложениях, таких, на-
пример, как акустоэлектронные приборы и
устройства, работающие на поверхностных
волнах [2], или системы ультразвукового мо-
ниторинга состояния протяженных конструк-
ций с помощью сети активных пьезосенсо-
ров [3]. Математически волны Лэмба, воз-
буждаемые некоторой заданной поверхност-
ной нагрузкой, описываются вычетами в ве-
щественных полюсах 𝜁𝑛 Фурье-символа мат-
рицы Грина в интегральном представлении
решения соответствующей краевой задачи в
виде обратного преобразования Фурье [4–6].
Комплексным полюсам соответствуют неод-
нородные волны, амплитуда которых экспо-
ненциально убывает с удалением от области
приложения нагрузки или препятствия (для
отраженных и рассеянных волн). Поэтому
при проведении расчетов вкладом вычетов в
комплексных полюсах обычно пренебрегают.

Однако в некоторых случаях, например, при
решении контактной задачи методом беско-
нечных систем [7], или при удовлетворении
граничных условий на поверхности препят-
ствия в задачах дифракции [8], необходимо
использовать полное разложение в виде ряда
по вычетам не только в ограниченном чис-
ле вещественных, но и в бесконечном наборе
комплексных полюсов.

Со времени первой публикации Лэмба [1]
зависимость вещественных полюсов 𝜁𝑛 от без-
размерной круговой частоты 𝜔 = 2𝜋𝑓ℎ/𝑐𝑠,
которая визуализируется с помощью диспер-
сионных кривых для волн Лэмба, изучена
досконально (рис. 1). Здесь и далее результа-
ты приводятся в безразмерном виде, получа-
ющемся при отнесении размерных величин к
толщине слоя ℎ, скорости распространения
поперечных волн в упругой среде 𝑐𝑠, плотно-
сти 𝜌 или к единицам измерения, выражен-
ным через данные три величины; 𝑓 — раз-
мерная частота установившихся колебаний.
Полюса 𝜁𝑛, совпадающие с корнями дисперси-
онного уравнения, являются точками спектра
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Рис. 1. Зависимость вещественных полюсов от круговой частоты

(собственными числами) краевой задачи об
установившихся гармонических колебаниях
упругого слоя с круговой частотой 𝜔. Соответ-
ствующие собственные решения (нормальные
моды) по типу описываемых ими колебаний
делятся на две группы: антисимметричные и
симметричные (𝐴𝑛 и 𝑆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .) [4, 5].
Соответственно маркируются и веществен-
ные ветви дисперсионных кривых (рис. 1). Их
вид указывает на то, что при любой фиксиро-
ванной частоте 𝜔 в слое может возбуждаться
конечное число симметричных и антисиммет-
ричных мод, описывающих бегущие волны
Лэмба, причем с ростом частоты их количе-
ство увеличивается за счет новых ветвей, вы-
ходящих на определенных частотах (частотах
отсечки 𝜔𝑛) с оси абсцисс.

Вещественные ветви кривых не появляют-
ся ниоткуда — они продолжают комплексные
ветви, а частоты отсечки — это точки перехо-
да от комплексных значений к вещественным
(или наоборот, для обратных волн). Очевид-
но, что перед частотами отсечки (𝜔 < 𝜔𝑛)
среди комплексных корней имеются близкие
к вещественным, которые становятся веще-
ственными при 𝜔 > 𝜔𝑛. За счет слабого экс-
поненциального затухания амплитуды соот-
ветствующих волн Лэмба их вклад в решение
соизмерим с вкладом вещественных полю-
сов даже на значительных расстояниях от
источника, где его также следует учитывать
при численном анализе, в то время как вкла-
дом остальных комплексных полюсов, нахо-
дящихся далеко от вещественной оси, мож-

но пренебречь. С ростом частоты «дальние»
комплексные полюса по очереди спускают-
ся к вещественной оси, становясь «ближни-
ми», почти вещественными перед частотами
отсечки. Поэтому интерес представляет как
характер распределения «дальних» полюсов
в комплексной плоскости, так и закономерно-
стей их движения к вещественной оси.

Математическая модель

Рассматриваются установившиеся гармо-
нические колебания u𝑒−𝑖𝜔𝑡 упругого изотроп-
ного слоя толщины ℎ под действием на-
грузки q𝑒−𝑖𝜔𝑡, приложенной к поверхности
слоя в области Ω. Гармонический множитель
𝑒−𝑖𝜔𝑡 далее опущен, комплексная амплитуда
u = (𝑢𝑥, 𝑢𝑧)

T и компоненты тензоров напря-
жений и деформаций упругой среды не за-
висят от координаты 𝑦 (плоская постановка).
Вне области приложения нагрузки верхняя
и нижняя поверхность слоя 𝑧 = 0 и 𝑧 = −ℎ
считаются свободными от напряжений.

Колебания точек упругого слоя описыва-
ются уравнениями Ламе

(𝜆+ 𝜇)∇ divu+ 𝜇Δu+ 𝜌𝜔2u = 0 (1)

с граничными условиями

𝜎|𝑧=0 =

{︃
𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ Ω

0, 𝑥 ̸∈ Ω
, 𝜎|𝑧=−ℎ = 0, (2)

а также условиями на бесконечности, выте-
кающими из принципа предельного поглоще-
ния [6]. Здесь 𝜎 = (𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑧𝑧) – вектор напря-
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жений на поверхности слоя, 𝜆 и 𝜇 — коэффи-
циенты Ламе, 𝜌 — плотность, 𝜔 — круговая
частота, 𝑓 — частота, 𝑐𝑠 =

√︀
𝜇/𝜌 — скорость

поперечных волн в упругой среде.
Решение краевой задачи (1), (2) имеет яв-

ное интегральное представление в виде сверт-
ки матрицы Грина слоя k(𝑥, 𝑧) и нагрузки
q(𝑥) или в альтернативной форме обратного
преобразования Фурье от произведения их
Фурье-символов K = 𝐹 [k] и Q = 𝐹 [q]:

u(𝑥, 𝑧) =

∫︁

Ω

k(𝑥− 𝜉, 𝑧)q(𝜉)𝑑𝜉 =

=
1

2𝜋

∫︁

Γ

K(𝛼, 𝑧)Q(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼. (3)

Контур Γ почти всюду совпадает с веще-
ственной осью, отклоняясь от неё в комплекс-
ную плоскость при обходе вещественных по-
люсов 𝜁𝑛 матрицы Грина K(𝛼, 𝑧). В традици-
онных обозначениях [6] Фурье-символ матри-
цы Грина выражается через четыре функции
𝑀 , 𝑃 , 𝑅, 𝑆:

K(𝛼, 𝑧) =

(︂
−𝛼2𝑀 −𝑖𝛼𝑃
𝛼𝑆 𝑅

)︂
.

Представление (3) справедливо для любой
упругой среды с плоско-параллельными гра-
ницами (полупространство, слой, пакет слоев
м т.п.), меняется только конкретный вид эле-
ментов матрицы K, т.е. указанных функций
𝑀, 𝑃, 𝑅 и 𝑆. Во всех случаях они могут быть
представлены в виде отношения двух целых
функций с одним и тем же не зависящим от
𝑧 знаменателем Δ(𝛼, 𝜔) = detA(𝛼, 𝜔):

𝑀 =𝑀1(𝛼, 𝑧)/Δ(𝛼),

𝑃 = 𝑃1(𝛼, 𝑧)/Δ(𝛼),

𝑅 = 𝑅1(𝛼, 𝑧)/Δ(𝛼),

𝑆 = 𝑆1(𝛼, 𝑧)/Δ(𝛼),

(4)

A — матрица линейной алгебраической си-
стемы, возникающей при подстановке в гра-
ничные условия общего решения обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, в кото-
рые трансформируется исходное уравнение
движения в результате преобразования Фу-
рье.

Для рассматриваемого случая свободно-
го упругого слоя подробный вывод и явное

представление элементов матрицы K можно
найти, например, в работах [9, 10],

Δ(𝛼) = 2𝜇[−2𝛼2𝜎12𝛾
4−

−(𝛾8 + 𝛼4𝜎212)𝑠1𝑠2 + 2𝛼2𝜎12𝛾
4𝑐1𝑐2],

𝑠𝑛 = sh𝜎𝑛ℎ, 𝑐𝑛 = ch𝜎𝑛ℎ,

𝜎12 = 𝜎1𝜎2,

𝜎𝑛 =
√︀
𝛼2 − 𝜅2𝑛, 𝑛 = 1, 2

𝜅1 = 𝜔/𝑐𝑝, 𝜅2 = 𝜔/𝑐𝑠,

𝑐𝑝 =
√︀

(𝜆+ 2𝜇)/𝜌, 𝑐𝑠 =
√︀
𝜇/𝜌.

(5)

Полюсами 𝜁𝑛 элементов матрицы K(𝛼, 𝑧),
т.е. функций (4) являются корни дисперсион-
ного уравнения

Δ(𝛼, 𝜔) = 0. (6)

Это уравнение имеет счетный набор корней,
симметричных в силу зависимости Δ от 𝛼2,
относительно начала координат: 𝛼 = ±𝜁𝑛(𝜔),
𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Для определенности счита-
ем, что 𝜁𝑛 — полюса, расположенные в верх-
ней полуплоскости комплексной плоскости 𝛼,
Im 𝜁𝑛 > 0 (выше контура интегрирования Γ),
a −𝜁𝑛, соответственно, в нижней полуплос-
кости. Полюса упорядочены по возрастанию
мнимой части: Im 𝜁𝑛+1 > Im 𝜁𝑛. Для веще-
ственных полюсов 𝜁𝑛+1 > 𝜁𝑛 > 0. Наряду с
симметрией относительно начала координат,
в распределении полюсов 𝜁𝑛 в комплексной
плоскости 𝛼 наблюдается также симметрия
и относительно вещественной и мнимой оси.

Вместе с расположенным в первом квад-
ранте корнем 𝜁𝑛 = 𝜉𝑛 + 𝑖𝜂𝑛, 𝜉𝑛 > 0, 𝜂𝑛 > 0,
уравнению (6) удовлетворяет и расположен-
ный симметрично относительно мнимой оси
корень 𝜁𝑛+1 = 𝜉𝑛+1 + 𝑖𝜂𝑛+1 = −𝜉𝑛 + 𝑖𝜂𝑛, а
вместе с ними и расположенные в нижнем по-
лупространстве корни −𝜁𝑛 = −𝜉𝑛−𝑖𝜂𝑛 = 𝜁*𝑛+1
и −𝜁𝑛+1 = 𝜉𝑛−𝑖𝜂𝑛 = 𝜁*𝑛+1. Звездочкой здесь и
далее обозначаются комплексно сопряженные
величины.

С использованием леммы Жордана и тео-
ремы Коши контурный интеграл (3) для то-
чек 𝑥, лежащих вне области приложения на-
грузки Ω, сводится к ряду по вычетам [5–10]:

u(𝑥, 𝑧) =

∞∑︁

𝑛=1

u𝑛(𝑥, 𝑧) =

∞∑︁

𝑛=1

a±𝑛 (𝑧)𝑒
±𝑖𝜁𝑛𝑥,

𝑥 ̸∈ Ω,

a±𝑛 (𝑧) = ∓𝑖 resK(𝛼, 𝑧)Q(𝛼)|𝛼=∓𝜁𝑛 .

(7)
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Верхний знак берется для положительных 𝑥
правее Ω, нижний — для отрицательных 𝑥
левее Ω. Слагаемые ряда, нормальные моды
u𝑛(𝑥, 𝑧), с точностью до постоянных множи-
телей совпадают с ненулевыми собственными
решениями однородной (q ≡ 0) краевой зада-
чи, соответствующими собственным значени-
ям ±𝜁𝑛. При вещественных 𝜁𝑛 они описывают
незатухающие бегущие волны (волны Лэмба),
распространяющиеся вправо и влево от на-
грузки с фазовой скоростью 𝑐𝑛 = 𝜔/𝜁𝑛 и груп-
повой скоростью 𝜈𝑛 = 𝑑𝜔/𝑑𝜁𝑛 (𝜁𝑛 — волновые
числа этих волн). Амплитудные множители
a±𝑛 (𝑧) определяют пространственную форму
колебаний частиц в поперечном сечении слоя
для каждой моды.

Пара комплексных, но не чисто мнимых,
корней 𝜁𝑛 = 𝜉𝑛 + 𝑖𝜂𝑛 и 𝜁𝑛+1 = −𝜉𝑛 + 𝑖𝜂𝑛 дают
стоячую волну с амплитудой, экспоненциаль-
но убывающей как 𝑒−𝜂𝑛|𝑥| при |𝑥| → ∞. В по-
ле стоячей волны нет переноса волновой энер-
гии в среднем за период колебаний T = 2𝜋/𝜔.
Аналогичными свойствами обладает и поле,
описываемое вкладом чисто мнимого корня
𝜁𝑛 = 𝑖𝜂𝑛 (𝜉𝑛 = 0).

Движение корней в комплексной
плоскости

Корни уравнения (6) являются непрерыв-
ными функциями частоты 𝛼 = 𝜁𝑁 (𝜔), поэто-
му с изменением частоты полюса движут-
ся в комплексной плоскости по определен-
ным траекториям. В то время как зависи-
мость вещественных полюсов от частоты хо-
рошо визуализируется с помощью дисперси-
онных кривых на плоскости (𝜔, 𝜁) (рис. 1),
для комплексных полюсов требуется изобра-
жение в трехмерном пространстве (𝜔, 𝜉, 𝜂),
где 𝜉 = Re 𝜁, 𝜂 = Im 𝜁. Изображение про-
странственных кривых сложно реализовать с
помощью двумерных рисунков, хотя такие
примеры имеются [5]. Более удобным ока-
залось построение графиков 𝜉 = Re 𝜁𝑛(𝜔) и
𝜂 = Im 𝜁𝑛(𝜔) с единой осью абсцисс 𝜔 (рис. 2).
Ось 𝜂 для мнимых частей направлена вниз.

Другим способом двумерной визуализа-
ции является изображение траекторий дви-
жения полюсов в комплексной плоскости 𝛼.
Такое изображение дает представление об
общем характере перемещения полюсов. На
рис. 3 показаны траектории движения по-
люсов в зависимости от частоты 𝜔. Каж-
дый полюс пронумерован, закрашенным мар-
кером обозначено положение полюсов при

𝜔 = 0, незакрашенным — их положения на
указанных частотах. Пунктирными линиями
на рис. 3б–3е указывается движение от 𝜔 = 0
до частоты, для которой были подсчитаны
полюса на предыдущем рисунке из этой се-
рии, тогда как сплошной линией показано
движение полюса от частоты на предыдущем
рисунке до текущей частоты на графике.

Анализ траектории движения полюсов с
ростом 𝜔 следует начать с определения их
исходного расположения при 𝜔 = 0. В этом
случае 𝛼 = 0 является шестикратным кор-
нем уравнения Δ(𝛼,0) = 0. При небольшом
увеличении частоты эти шесть корней рас-
ходятся из начала координат: по две пары
вправо и влево вдоль вещественной оси и по
одному вверх и вниз вдоль мнимой. На рис. 3a
показано расположение полюсов на частоте
𝜔 = 0,18.

Пара вещественных положительных кор-
ней даёт начало вещественным ветвям диспер-
сионных кривых 𝐴0 и 𝑆0, выходящих на рис. 1
из нуля. Соответствующие им моды, называе-
мые фундаментальными симметричной и ан-
тисимметричной волнами Лэмба, возбужда-
ются во всем частотном диапазоне 0 6 𝜔 6 ∞
и им традиционно присваивается нулевой
порядковый номер. Поэтому с номера 1 на
рис. 3a начинается нумерация полюсов, нахо-
дящихся в комплексной плоскости на низких
частотах 𝜔 < 𝜔1, где 𝜔1 = 1,92 первая ча-
стота отсечки при значении коэффициента
Пуассона 𝜈 = 0,34, и модуля Юнга 𝐸 = 1 для
которых приводятся численные результаты в
данной статье.

Номером 1 обозначается чисто мнимый
полюс 𝜁1, вышедший из начала координат и
двигающийся вверх по мнимой оси, а сим-
метричный ему полюс 𝜁*1 = −𝜁1 отмечен на
рис. 3a номером 1′ (здесь и далее штрихом
обозначается полюса, начальная часть траек-
тории которых проходит в нижней полуплос-
кости симметрично к траектории полюса с
соответствующим номером в верхней полу-
плоскости). Выше чисто мнимого полюса 𝜁1
идут пары комплексных полюсов 𝜁𝑛 и 𝜁𝑛+1,
𝑛 = 2𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . ., симметричных относи-
тельно мнимой оси. Их начальное расположе-
ние аппроксимируется асимптотикой [5,10]

𝜁𝑛 = (−1)𝑛 ln𝜋(1 + 2𝑚) + 𝑖𝜋(𝑚+ 1/2),

𝑚 = [𝑛/2] → ∞.

С ростом частоты движение полюсов 𝜁1
и 𝜁*1 в противоположных направлениях сме-
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Рис. 2. Зависимость вещественной (вверху) и мнимой (внизу) части полюсов 𝜁𝑛 = 𝜉𝑛 + 𝑖𝜂𝑛 от
частоты; сплошные линии для вещественных (как на рис. 1) и чисто мнимых полюсов, пунктир —

для вещественной и мнимой части комплексных полюсов.

няется встречным движением к началу коор-
динат вплоть до встречи в точке 𝛼 = 0 на
частоте отсечки 𝜔1, при которой сплошная
кривая 1 для 𝜂 = Im 𝜁1 в нижней части рис. 2
упирается в ось 𝜔 и идет далее из неё вверх
в виде вещественной ветви 𝐴1. Это означает,
что чисто мнимые полюса 1 и 1′, встретив-
шись в начале координат и образовав там
двукратный полюс при 𝜔 = 𝜔1, расходятся
при 𝜔 > 𝜔1 вправо и влево вдоль веществен-
ной оси. На рис. 3б для 𝜔 = 4 они еще не
вышли за пределы диапазона рисунка, в то
время как полюса фундаментальных мод 𝐴0

и 𝑆0 уже вне отрезка |Re𝛼| 6 5, поэтому
присутствуют только на рис. 3а.

При этом до выхода 𝜁1 на вещественную
ось (𝜔 < 𝜔1) расположенные выше него ком-
плексные полюса 𝜁𝑛, 𝑛 > 2, почти не смеща-
ются от начального расположения. Но после
выхода (𝜔 > 𝜔1) начинается быстрое движе-
ние следующей пары корней 2 и 3, которые
вместе со своими комплексно сопряженными
2′ и 3′ выходят на вещественную ось в точках
𝛼 = 1,59 и 𝛼 = −1,59 соответственно на ча-
стоте отсечки 𝜔2 = 3,51. Полюса 2′ и 3′ на ве-
щественной оси становятся симметричными,
с ростом частоты движутся в направлении
𝛼 = 0, образуя тем самым обратную волну
(см. рис. 2 и рис. 3б).

Остальные корни в комплексной плоско-
сти смещаются незначительно, пока пара 2, 3
вместе с симметричной парой 2′, 3′ не выйдет
на вещественную ось. После этого ускоряется
движение следующей пары 4, 5 и т.д. Об-
щее направление движения полюсов — вниз
к вещественной оси, но не монотонно, а с
возможным локальным отступлением вверх
вдоль мнимой оси. Как правило, комплекс-
ные полюса симметричной пары 𝜁2𝑛, 𝜁2𝑛+1

сначала движутся навстречу друг другу с
небольшим монотонным снижением и встре-
чаются на чисто мнимой оси. Эта часть тра-
ектории выглядит как выгнутые вниз дуги
или чаши (рис. 3). Затем полюса расходятся
вдоль мнимой оси вверх и вниз. Для опре-
деленности считаем, что вниз идет полюс с
меньшим номером 𝑛 = 2𝑚, а навстречу ему из
нижней полуплоскости движется комплексно
сопряженный полюс 𝜁 ′𝑛. Их встреча в начале
координат происходит на очередной частоте
отсечки 𝜔𝑛, после чего они расходятся впра-
во и влево по вещественной оси, давая нача-
ло новой вещественной ветви дисперсионных
кривых.

Выгнутые вверх дуги траекторий на
рис. 3г–3е возникают из-за повторного вы-
хода чисто мнимых полюсов в комплексную
плоскость, которые также постепенно спус-
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Рис. 3. Движение полюсов в комплексной плоскости волновых чисел в зависимости от частоты;
сплошными линиями показаны траектории их движения от положения на предыдущем рисунке до
обозначенного кружочками текущего для указанных фиксированных частот, а пунктирными — от

начального положения до конечного положения на рис. 2

каются вниз, сначала удаляясь от мнимой
оси, а потом возвращаясь к ней. В результа-
те вычерчиваются эллипсообразные кривые,
которые хорошо видны на рис. 3е. Повтор-
но в комплексную плоскость выходят чисто
мнимые полюса, которые, двигаясь вверх по
оси, встречают идущий вниз полюс следую-
щей комплексной пары, пришедшей выше на
мнимую ось.

Выход комплексных полюсов на веще-
ственную ось через мнимую ось и начало коор-
динат является типичным для большинства
комплексных пар, поэтому соответствующие
вещественные полюса называются регулярны-
ми. Нерегулярным случаем считается выход
комплексных полюсов непосредственно на ве-
щественную ось без захода на чисто мнимую.

В качестве иллюстрации на рис. 4а и 4б по-
казаны участки траектории при выходе на
вещественную ось регулярного полюса 4 и
нерегулярного 2.

Спускающийся из комплексной плоскости
полюс 2 встречается не с полюсом 3 из сво-
ей пары, как в регулярном случае, а сразу с
комплексно-сопряженным полюсом 2′, обра-
зуя ненулевой положительный двукратный
полюс 𝜁2 = 1,59 на частоте 𝜔 = 3,51. Одно-
временно парный ему полюс 3 встречается с
3′ на отрицательной полуоси, образуя отрица-
тельный двукратный полюс −𝜁2. При 𝜔 > 3,5
полюса 2, 2′ и 3, 3′ расходятся вдоль веще-
ственной оси. Для определенности считаем,
что к началу координат движутся полюса со
штрихом. Они называются нерегулярными,
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а) б)

Рис. 4. Различные способы выхода комплексных полюсов на вещественную ось: а) регулярный
полюс, выход через мнимую ось; б) случай нерегулярного полюса, выход непосредственно на
вещественную ось, появление обратной волны. Линиями и стрелками показаны траектории и

направление движения полюсов при вариации частоты, маркерами — их положение на указанных
частотах

так как в разложении (7) им соответствуют
бегущие волны с противоположным направ-
лением фазовой и групповой скорости [4–6].
Тангенс угла наклона касательной к участ-
ку дисперсионной кривой для нерегулярного
полюса отрицательный. В рассматриваемом
примере это участок 𝑆*

1 кривой 𝑆1 (рис. 1).
Полюса 2′ и 3′ встречаются в начале коор-
динат на частоте 𝜔 = 3,84, незначительно
поднимаются вверх по мнимой оси и сразу
возвращаются вниз, снова выходя на веще-
ственную ось в виде полюсов 𝜁3 и −𝜁3 на ча-
стоте отсечки 𝜔3 = 3,89. (ветвь 𝑆2 на рис. 1).

В диапазоне 3,51 < 𝜔 < 𝜔3 = 3,89 на поло-
жительной вещественной полуоси присутству-
ет сразу два корня 2 и 2′, соответствующие
одной и той же дисперсионной кривой 𝑆1 ,
имеющей в этом диапазоне характерный из-
гиб. В начале этого диапазона полюса 2 и 2′

сливаются в один двукратный, угол наклона
касательной к кривой равен 𝜋/2, а групповая
скорость соответствующей волны 𝑆2 равна
нулю. Такие волны называются волнами с
нулевой групповой скоростью. С ними свя-
заны резонансные явления, которые можно
наблюдать экспериментально [11].

Заключение

Исследовано движение комплексных и ве-
щественных корней дисперсионного уравне-
ния для свободного упругого слоя в зависимо-
сти от частоты. Указаны механизмы выхода
комплексных корней на вещественную ось
регулярного и нерегулярного типов с появле-
нием обратных волн.

Автор благодарит проф. Е.В. Глушкова
и проф. Н. В. Глушкову за руководство и цен-
ные замечания при работе над материалом
статьи.
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