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Abstract. The environmental situation in the Azov sea requires the establishment of reliable
systems of environmental monitoring that can effectively evaluate its condition in areas exposed
to technogenic impact. To obtain such information on the state of the object is the efficient
application of modern computing technology. The decision of problems of different pollutions
propagation in the sea is possible on the basis of methods of mathematical modeling and methods
of solving inverse problems, when due to the assimilation of measurement data is required to
identify certain parameters of the transport model. Currently, variational methods of assimilation
and the method of adjoint equations are actively developing and are used to solve Oceanographic
problems. Algorithms for data assimilation of measurements based, as a rule, on the minimization
of a quadratic cost function, characterizing the deviation of model solutions from measurement
data. Transport model of a passive impurity acts as constraints on variation of input parameters.
In the present paper the variational methods of identifying power instantaneous point source
pollution based on the solution of adjoint tasks and variational task. In addition to search for the
desired value applied valuation method and the variational method of filtering of linear systems of
equations. Numerical experiments were carried out using the hydrodynamic model of the Azov sea.
The received fields of the currents used in the passive admixtures transport modeling. Numerical
experiments have shown that using variational algorithms for identifying power instantaneous
point source required a single iteration. Due to identification of the variables in the space and
time parameters of the pollution source additional iterations are required. When implementing
variational algorithms for identification in case of noisy measurement data is filtered. When
implementing the valuation method and solving the corresponding system of equations necessary
additional filtering. In General, the numerical experiments showed a reliable performance of the
considered algorithms identify the power source of the contamination, in relation of transport
model of passive tracer in the Azov sea.

Keywords: variational algorithm, identification of input parameters, passive admixture, transport
model, Azov Sea, transport and diffusion of pollutions, assimilation of data measurements.

Введение

Задача, связанная с оценкой экологическо-
го состояния водных бассейнов, в настоящее
время является важной и актуальной. Необ-
ходимость анализа возможных последствий
распространения примесей различной приро-
ды требует создания не только продвинутых
математических моделей, описывающих про-
цессы переноса, но и разработки алгоритмов

идентификации входных параметров модели
и усвоения данных измерений. Под входными
параметрами модели понимаются её коэффи-
циенты, поля скоростей и начальные данные.
В работе рассматриваются различные подхо-
ды и алгоритмы для решения задачи иден-
тификации мощности мгновенного точечного
источника загрязнения.
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Использование сопряженных уравнений и
вариационных принципов при решении задач,
связанных с моделированием динамики океа-
на, получили широкое распространение [1, 2].
Исторически сложилось так, что сначала ва-
риационный подход применялся для решения
задач динамики атмосферы [3, 4], а в даль-
нейшем использовался для решения океано-
логических задач. В основе таких алгорит-
мов лежат решение сопряженной задачи и
минимизация квадратичного функционала
качества прогноза. Другой подход основан на
применении метода оценки и решении серии
сопряженных задач [5]. Он является новым и
использует алгоритмы фильтрации систем [6]
в случае наличия ошибок измерений. Кроме
вариационного алгоритма рассматривается
метод линеаризации для идентификации то-
чечного мгновенного источника.

1. Модель переноса
Рассмотрим модель переноса пассивной

примеси в 𝜎-координатах

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈𝐶

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉 𝐶

𝜕𝑦
+
𝜕𝑊𝐶

𝜕𝜎
=

=
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑦
+

+
𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝐶

𝜕𝜎
(1.1)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕𝐶

𝜕n
= 0, (1.2)

краевыми условиями на поверхности и на дне

𝜎 = 0 :
𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 𝑄,

𝑄 = 𝑄𝑆𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0) 𝛿 (𝑡− 0)

𝜎 = −1 :
𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 0,

(1.3)

и начальными данными

𝐶 (0, 𝑥, 𝑦, 𝜎) = 0, (1.4)

где 𝑡 — время; 𝑥0, 𝑦0 — координаты точеч-
ного источника; 𝐷 — динамическая глубина;
𝐶 — концентрация примеси; 𝑄 — функция
мгновенного точечного источника постоянной
мощности; 𝑈 , 𝑉 , 𝑊 — компоненты поля ско-
рости; 𝐴𝐻 и 𝐾 — коэффициенты горизонталь-
ной и вертикальной турбулентной диффузии

соответственно; n — нормаль к боковой гра-
нице. Без ограничения общности считаем, что
мгновенный точечный источник расположен
на поверхности моря. Аналогично решается
задача при задании источника на дне и на
боковой границе, но для этого необходимы
соответствующие изменения в краевых усло-
виях (1.2), (1.3).

2. Метод оценки

Умножая (1.1)–(1.4) на 𝐶* и интегрируя
по частям с учетом краевых условий и анало-
га уравнения неразрывности в 𝜎-координатах

𝜕𝐷

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉

𝜕𝑦
+
𝜕𝑊

𝜕𝜎
= 0, (2.1)

выберем 𝐶* как решение следующей сопря-
женной задачи:

− 𝜕𝐷𝐶*

𝜕𝑡
− 𝜕𝐷𝑈𝐶*

𝜕𝑥
− 𝜕𝐷𝑉 𝐶*

𝜕𝑦
− 𝜕𝑊𝐶*

𝜕𝜎
−

−𝐷
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑥
−𝐷

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑦
−

− 𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0, (2.2)

Γ :
𝜕𝐶*

𝜕n
= 0, 𝜎 = 0 :

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 𝑔,

𝜎 = −1 :
𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0,

(2.3)

𝑡 = 𝑇 : 𝐶* = 0. (2.4)
В результате получим

∫︁

𝑆

𝑄𝐶*𝑑𝑆 =

∫︁

𝑆

𝐶𝑔𝑑𝑆, (2.5)

где 𝑆 — поверхность моря,

𝑔 = 𝛿 (𝑡− 𝑇 ) 𝛿 (𝑥− 𝑥𝑛) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑛) ,

𝑛 = 1, . . . , 𝑁,

𝑁 — общее количество точек измерений на
конечный момент времени. Учитывая пред-
ставления для 𝑄 и 𝑔, из формулы (2.5) имеем

𝑄𝑆𝐶
*
𝑛 (0, 𝑥0, 𝑦0,0) = 𝐶 (𝑇, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛,0) , (2.6)

𝑛 = 1, . . . , 𝑁.

Формула (2.5) аналогична полученной в ме-
тоде оценки [5] поля концентрации по различ-
ным начальным данным и является по своей
сути двойственным представлением [7] кон-
центрации через мощность и решение соот-
ветствующей сопряженной задачи. Отметим,
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что 𝑁 сопряженных задач для 𝑁 точек яв-
ляются независимыми друг от друга и могут
быть реализованы в параллельном режиме
различными исполнителями (процессорами).

В случае зашумленных данных измерений
необходимо применение специальных методов
фильтрации [6], успешно применяемых при
решении океанологических задач различно-
го рода [8]. Суть такого алгоритма состоит в
максимизации функционала специального ви-
да за счет преобразования исходной системы
уравнений при помощи плоских вращений. В
результате исходная система преобразуется
в эквивалентную, в которой в верхней части
находятся уравнения с наилучшей обуслов-
ленностью, что позволяет находить решение
с учетом всей информации, содержащейся в
данных измерений.

3. Вариационный алгоритм
идентификации

Пусть данные измерений имеются на ко-
нечный момент времени, тогда задача усвое-
ния данных измерений 𝐶изм состоит в мини-
мизации квадратичного функционала

𝐼0 =
1

2
[𝑃 (𝐶 − 𝐶изм) , 𝑃 (𝐶 − 𝐶изм)]𝑀 , (3.1)

где 𝑀 — область интегрирования модели на
интервале времени [0, 𝑇 ], 𝑃 — оператор рас-
ширения нулями функций невязок, заданных
на множестве точек измерений, а скалярное
произведение определяется стандартным спо-
собом. Минимизация (3.1) с ограничениями
модели (1.1)–(1.3) эквивалентна поиску экс-
тремума следующего функционала:

𝐼 = 𝐼0+

[︃
𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈𝐶

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉 𝐶

𝜕𝑦
+
𝜕𝑊𝐶

𝜕𝜎
−

− 𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑥
− 𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑦
−

− 𝜕

𝜕𝜎

𝐾𝐻

𝐷

𝜕𝐶

𝜕𝜎
,𝐶*

]︃

𝑀𝑡

+

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑛
,𝐶*

)︂

Γ𝑡

+

+ (𝐶 − 𝐶0, 𝐶
*)𝑀 +

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝜎
−𝑄𝑆𝛿 (𝑡− 0)×

× 𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0) , 𝐶
*
)︂

𝜎0

, (3.2)

где 𝑀𝑡 = 𝑀 × [0, 𝑇 ].
Записывая вариацию функционала (3.2)

и интегрируя по частям с учетом краевых

условий и аналога уравнения неразрывности
в 𝜎-координатах (2.1), получим

𝛿𝐼 =
(︀
𝛿𝑄𝑆𝛿(𝑡− 0)×

× 𝛿(𝑥− 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0), 𝐶
*)︀

𝜎0 , (3.3)

где 𝐶* — множители Лагранжа, выбираемые
из решения следующей сопряженной задачи:

− 𝜕𝐷𝐶*

𝜕𝑡
− 𝜕𝐷𝑈𝐶*

𝜕𝑥
− 𝜕𝐷𝑉 𝐶*

𝜕𝑦
− 𝜕𝑊𝐶*

𝜕𝜎
−

−𝐷
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑥
−𝐷

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑦
+

+
𝜕

𝜕𝜎

𝐾𝐻

𝐷

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0, (3.4)

Γ :
𝜕𝐶*

𝜕𝑛
= 0, 𝜎 = 0 :

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0,

𝜎 = −1 :
𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0,

(3.5)

𝑡 = 𝑇 : 𝐶* = −𝑃 (𝐶 − 𝐶изм) . (3.6)
Из стационарности функционала и определе-
ния его градиента имеем

∇𝑄𝑆
𝐼 = 𝐶* (0, 𝑥0, 𝑦0,0) . (3.7)

Значение мощности источника ищется итера-
ционно

𝑄𝑛+1
𝑆 = 𝑄𝑛

𝑆 + 𝜏∇𝑄𝑆
𝐼, (3.8)

где 𝜏 — итерационный параметр, выбираемый
одним из известных способов, например

𝜏 =
(𝑃 (𝐶 − 𝐶изм) , 𝑃 𝛿𝑐)𝑀

(𝑃𝛿𝐶, 𝑃𝛿𝐶)𝑀
, (3.9)

где 𝛿𝐶 — решение соответствующей (1.1)–
(1.4) задачи в вариациях

𝜕𝐷𝛿𝐶

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈𝛿𝐶

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉 𝛿𝐶

𝜕𝑦
+
𝜕𝑊𝛿𝐶

𝜕𝜎
=

=
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝛿𝐶

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝛿𝐶

𝜕𝑦
+

+
𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝛿𝐶

𝜕𝜎
(3.10)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕𝛿𝐶

𝜕n
= 0, (3.11)

краевыми условиями на поверхности и на дне

𝜎 = 0 :
𝜕𝛿𝐶

𝜕𝜎
= 𝐶* (0, 𝑥0, 𝑦0,0) ,

𝜎 = −1 :
𝜕𝛿𝐶

𝜕𝜎
= 0,

(3.12)

начальными данными

𝛿𝐶 (0, 𝑥, 𝑦, 𝜎) = 0, (3.13)
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4. Метод линеаризации
Рассмотрим следующую задачу в вариа-

циях:

𝜕𝐷 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈 𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉 𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆

𝜕𝑦
+
𝜕𝑊 𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆

𝜕𝜎
=

=
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐷 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕𝑦
+

+
𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕𝜎
(4.1)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕n
= 0, (4.2)

краевыми условиями на поверхности и на дне

𝜎 = 0 :
𝜕 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕𝜎
= 𝛿 (𝑡− 0) 𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0) ,

𝜎 = −1 :
𝜕 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

𝜕𝜎
= 0,

(4.3)
начальными данными

𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆
(0, 𝑥, 𝑦, 𝜎) = 0, (4.4)

Будем считать, что

𝐶 = 𝐶 +
𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆
(𝑄𝑆 −𝑄ист) , (4.5)

где 𝐶 — некоторая начальная оценка концен-
трации.

Тогда функционал (3.1) можно записать
в виде

𝐼0 =
1

2

[︃
𝑃

(︂
𝐶 +

𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆
(𝑄𝑆 −𝑄ист) − 𝐶изм

)︂
,

𝑃

(︂
𝐶 +

𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆
(𝑄𝑆 −𝑄ист) − 𝐶изм

)︂]︃

𝑀

, (4.6)

Вариация функционала имеет вид

𝛿𝐼

𝛿𝑄𝑆
=

[︃
𝑃

(︂
𝐶 +

𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆
(𝑄𝑆 −𝑄ист) − 𝐶изм

)︂
,

𝑃
𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆

]︃

𝑀

. (4.7)

Откуда получаем формулу для оценки иско-
мого параметра в следующем виде

𝑄ист = 𝑄𝑆 +

(︁
𝑃
(︁
𝐶 − 𝐶изм

)︁
, 𝑃 𝛿𝐶

𝛿𝑄𝑆

)︁
𝑀(︁

𝑃 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

, 𝑃 𝛿𝐶
𝛿𝑄𝑆

)︁
𝑀

.

(4.8)

5. Результаты численных
экспериментов

Численные эксперименты проводились с
моделью [9] для акватории Азовского моря,
был проведен расчет на установление мо-
дельного поля течений с постоянным ветром
10 м/с северо-восточного направления. По-
лученные поля скоростей и коэффициентов
турбулентной диффузии использовались в
качестве входных параметров при интегри-
ровании модели переноса пассивной примеси
на срок 5 сут. При этом были выбраны: шаг
по времени ∆𝑡 = 240 с, шаг по пространству
∆𝑥 = 0,78 км, ∆𝑦 = 1,125 км. По вертикали
в модели используется расчетная сетка в 𝜎-
координатах с 15-ю горизонтами. На рис. 1
представлен результат численного моделиро-
вания распространения пятна загрязнения
за 5 сут. от мгновенного точечного источни-
ка единичной мощности, обозначенного на
рис. 1 черной точкой. Модельное поле кон-
центрации использовалось в качестве данных
измерений при идентификации значений мощ-
ности источника загрязнения. Количество то-
чек измерений варьировалось от одной до
четырех. Кроме этого, усваивалась полная ин-
формация о поле концентрации. Результаты
численных экспериментов показали, что при
идентификации мощности точечного мгновен-
ного источника по точным данным количе-
ство данных измерений не влияет на точность
идентификации искомой величины. Наоборот,
количество точек измерений оказывают суще-
ственное влияние на точность расчета 𝑄 при
зашумлении данных измерений при помощи
случайных чисел. В работе [10] показано, что
при идентификации переменной по простран-
ству мощности источника требуются итера-
ции для достижения минимума функционала.
В работе [11] произведена идентификация пе-
ременного по времени точечного источника
загрязнения. Показано, что для надежной
идентификации переменных значений по вре-
мени необходима полная информация о поле
концентрации по крайней мере для конечно-
го момента времени. При оптимальном вы-
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Рис. 1

боре итерационного параметра по формуле
(3.9) для достижения минимума функциона-
ла качества прогноза при реализации вари-
ационного алгоритма идентификации мощ-
ности точечного мгновенного источника по
точным данным измерений достаточно одной
итерации. Итерации необходимы при 𝜏 = 1,
когда осуществляется спуск в направлении
градиента [2]. В работе [5] реализован алго-
ритм фильтрации при использовании метода
оценки для идентификации искомых величин.
Такой метод необходим при зашумлении дан-
ных измерений. При реализации вариацион-
ного алгоритма идентификации фильтрация
данных происходит за счет интегрирования
сопряженной задачи (3.4)–(3.6). А при реа-
лизации метода линеаризации фильтрация
ошибок измерений осуществляется за счет
вычисления мощности источника по формуле
(4.8).

В целом проведенные численные экспери-
менты показали надежную работу представ-
ленных алгоритмов идентификации мощно-
сти точечного импульсного источника загряз-
нения. Количество данных измерений влия-
ет на качество фильтрации присутствующих
в них ошибок. При этом наилучшие оценки
значений мощности источника загрязнений
получены при усвоении полной информации
о поле концентрации загрязнений.
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