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ДЕФОРМИРОВАНИЕ ТРЕХСЛОЙНОЙ КРУГОВОЙ ПЛАСТИНЫ НА
УПРУГОМ ОСНОВАНИИ1

А. Г. Горшков2, Э.И. Старовойтов3, А.В. Яровая4, Д.В. Леоненко5

STRAIN OF A CIRCLE SANDWICH PLATE ON ELASTIC FOUNDATION

Gorshkov A. G., Starovoitov E. I., Yarovaya A. V, Leonenko D. V.

Bending of a circle sandwich plate with light filler lying on the elastic foundation is considered. To
describe kinematics of the package with asymmetrical thickness, the broken normal hypothesis has been
accepted. Reaction of the foundation is described on the base of the Winkler model. The loading is local
and symmetric. Combined equations of equilibrium and analytical solutions in terms of displacement
have been obtained. Numerical results for the sandwich metal-polymeric plate have been adduced.

1. Постановка и решение задачи

Трехслойные элементы конструкций ши-
роко применяются в современных отраслях
промышленности, что обуславливает необхо-
димость разработки методов их расчета. Они
получили значительное распространение бла-
годаря своей высокой прочности при относи-
тельно малой массе. Деформирование трех-
слойных стержней в терморадиационном по-
ле при различных нагрузках исследовалось в
работах [1–3], а пластин и оболочек — в [4–9].
Поведение трехслойного стержня на упругом
основании изучено в [10]. Здесь рассмотрен
изгиб упругой круговой трехслойной пласти-
ны, покоящейся на деформируемом основа-
нии, под действием локальных нагрузок.

Решение задачи проводится в цилиндри-
ческой системе координат r, φ, z. Для изо-
тропных несущих слоев, толщиной h1, h2,
приняты гипотезы Кирхгофа. Несжимаемый
по толщине заполнитель (h3 = 2c) — лег-
кий, т.е. в нем работа касательных напряже-

ний пренебрежимо мала. Симметричная вер-
тикальная нагрузка q0(r) действует локаль-
но (рис. 1). На границах слоев перемещения
непрерывны. На контуре пластины предпола-
гается наличие жесткой диафрагмы, препят-
ствующей относительному сдвигу слоев.

В силу симметрии нагрузки тангенци-
альные перемещения в слоях отсутствуют:
u
(k)
φ = 0 (k — номер слоя), а прогиб пластины,

относительный сдвиг в заполнителе и ради-
альное перемещение координатной плоскости
не зависят от координаты φ, т. е. u(r), ψ(r),
w(r). В дальнейшем эти функции считаются
искомыми. Все перемещения и линейные раз-
меры пластины отнесены к ее радиусу r1, че-
рез hk обозначена относительная толщина k-
го слоя.

Используя гипотезу прямолинейности
нормали заполнителя, из соотношения Коши
2ε

(3)
rz = u

(3)
r ,z +w,r = ψ после интегрирования

получим выражения для радиальных переме-
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щений в слоях u(k)r через искомые функции

u(1)r = u+ cψ − zw,r (c 6 z 6 c+ h1),

u(3)r = u+ zψ − zw,r (−c 6 z 6 c),

u(2)r = u−cψ−zw,r (−c−h2 6 z 6 −c), (1.1)
где z — координата рассматриваемого волок-
на, (u + cψ) — величина смещения внешнего
несущего слоя за счет деформации заполни-
теля, (u — cψ) — смещение второго несущего
слоя, запятая в нижнем индексе обозначает
операцию дифференцирования по следующей
за ней координате.

Деформации в слоях определяются из
(1.1) и соотношений Коши 2εij = ui,j +uj ,i.
Используя компоненты тензора напряжений
σ
(k)
α (α = r, ϕ), введем обобщенные внутрен-

ние силы и моменты в пластине

Tα ≡
3∑

k=1

T (k)
α =

3∑
k=1

∫
hk

σ(k)α dz,

Mα ≡
3∑

k=1

M (k)
α =

3∑
k=1

∫
hk

σ(k)α zdz,

Hα =M (3)
α + c

(
T (1)
α − T (2)

α

)
. (1.2)

Уравнения равновесия круговой трех-
слойной пластины выводятся из вариацион-
ного принципа Лагранжа

δA− δW = 0, (1.3)

где δA = δA1 + δA2 — вариация суммарной
работы внешней нагрузки q0(r) и контурных
усилий T 0

r , H0
r , M0

r , Q0,

δA1 =

∫∫
S

(q0 − qR)δwr dr dϕ,

δA2 =

2π∫
0

(T 0
r δu+H0

r δψ+

+M0
r δw,r +Q

0δw)dϕ,

δW =

∫∫
S

[
3∑

k=1

∫
hk

(σ(k)r δε(k)r +

+ σ(k)ϕ δε(k)ϕ )dz

]
r dr dϕ, (1.4)

где δW — вариация работы внутренних сил
упругости.

Здесь интеграл распространен по всей
срединной поверхности заполнителя S, qR —
реакция основания.

Вариации перемещений и деформаций в
слоях стержня следуют из (1.1) и соотно-
шений Коши. Подставив их в (1.4) и учи-
тывая выражения для внутренних усилий
(1.2), после соответствующих преобразований
из уравнения (1.3) получим систему диффе-
ренциальных уравнений в усилиях, описыва-
ющую равновесие круговой трехслойной пла-
стины на упругом основании

Tr,r +
1

r
(Tr−Tϕ) = −p, Hr,r +

1

r
(Hr−Hϕ) = 0,

Mr,rr +
1

r
(2Mr,r −Mϕ,r ) = −q0 + qR. (1.5)

Предполагается, что для напряжений и де-
формаций в слоях справедлив закон Гука.
Связь между реакцией основания и прогибом
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пластины принимается в соответствии с моде-
лью Винклера

qR = κ0w, (1.6)

где κ0 — коэффициент жесткости упругого ос-
нования (коэффициент постели).

Выразив внутренние усилия (1.2) через
искомые перемещения и подставив их в (1.5)
с учетом (1.6), получим систему дифферен-
циальных уравнений в перемещениях, описы-
вающую деформирование рассматриваемой
пластины

L2(a1u+ a2ψ − a3w,r ) = 0,

L2(a2u+ a4ψ − a5w,r ) = 0 ,

L3(a3u+ a5ψ − a6w,r )− κ0w = −q0, (1.7)

a1 =

3∑
k=1

hkK
+
k , a2 = c(h1K

+
1 − h2K

+
2 ),

a3 = h1
(
c+ 1

2h1
)
K+

1 − h2
(
c+ 1

2h2
)
K+

2 ,

a4 = c2
(
h1K

+
1 + h2K

+
2 + 2

3cK
+
3

)
,

a5 = c
[
h1
(
c+ 1

2h1
)
K+

1 +

+ h2
(
c+ 1

2h2
)
K+

2 + 2
3c

2K+
3

]
,

a6 = h1
(
c2 + ch1 +

1
3h

2
1

)
K+

1 +

+ h2
(
c2 + ch2 +

1
3h

2
2

)
K+

2 + 2
3c

3K+
3 ,

K+
k ≡ Kk +

4
3Gk,

L3(g) ≡
1

r
(rL2(g)) ,r = g,rrr +

2g,rr
r
− g,r
r2

+
g

r3
,

L2(g) ≡
(
1

r
(rg),r

)
,r = g,rr +

g,r
r
− g

r2
.

Задача отыскания функций u(r), ψ(r), w(r)
замыкается присоединением к (1.7) гранич-
ных условий. При жесткой заделке на контуре
пластины

u = ψ = w = w,r = 0. (1.8)

При шарнирном опирании

u = ψ = w =Mr = 0. (1.9)

Рассмотрим процедуру решения системы
дифференциальных уравнений (1.7). С по-
мощью первых двух уравнений в третьем
уравнении обнуляются коэффициенты перед
функциями u и ψ. После двукратного инте-
грирования система приводится к виду

u = b1w,r +C1r + C2/r,

ψ = b2w,r +C3r + C4/r,

w,rrrr +
2

r
w,rrr −

1

r2
w,rr +

+
1

r3
w,r +κ

4w = q, (1.10)

D =
a1(a1a4 − a22)

(a1a6 − a23)(a1a4 − a22)− (a1a5 − a2a3)2
,

κ4 = κ0D, q = q0D,

b1 =
a3a4 − a2a5
a1a4 − a22

, b2 =
a1a5 − a2a3
a1a4 − a22

.

где C1, C2, C3, C4 — константы интегрирова-
ния.

В связи с ограниченностью предпола-
гаемого решения в начале координат для
сплошных пластин необходимо положить
C2 = C4 = 0. Общее решение третьего урав-
нения в (1.10)

w = C5 ber(κr) + C6 bei(κr)+
+ C7 ker(κr) + C8 kei(κr) + w0, (1.11)

где функции Кельвина нулевого порядка
ϕn(κr) = ber(κr), bei(κr), ker(κr), kei(κr) об-
разуют фундаментальную систему решений
[11]; w0 — частное решение.

Частное w0 решение уравнения (1.10) по-
лучим, используя ядро Коши K(r, s)

w0(r) =

r∫
0

K(r, s)q(s)ds, (1.12)

K(r, s) =

4∑
k=1

Ck(s)ϕk(r), Ck(s) =
Wk(s)

W (s)
,

W (r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(r) ϕ2(r) ϕ3(r) ϕ4(r)

ϕ′1(r) ϕ′2(r) ϕ′3(r) ϕ′4(r)

ϕ′′1(r) ϕ′′2(r) ϕ′′3(r) ϕ′′4(r)

ϕ′′′1 (r) ϕ′′′2 (r) ϕ′′′3 (r) ϕ′′′4 (r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
Определители Wk(r) получаются из врон-
скиана W (r) заменой k-го столбца столбцом
(0, 0, 0, 1)T.
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Частное решение (1.12) и ядро Коши удо-
влетворяют условиям [11]

w0(0) = w′0(0) = w′′0(0) = w′′′0 (0) = 0,

K(s, s) = K ′(s, s) = K ′′(s, s) = 0,

K ′′′(s, s) = 1,
(1.13)

где штрих вверху обозначает производную по
r.

Преимущество частного решения (1.12)
в том, что интеграл в нем определенный и
включает нагрузку в явном виде, которая не
входит при этом в ядро Коши. Поэтому в
дальнейшем нагрузка может приниматься как
непрерывной, так и локальной.

Функция ker(x) и первая производная от
нее в нуле не ограничены (ker(0) = ∞,
kei′(0) = ∞). Так как прогиб и его первая
производная в центре пластины должны быть
конечными, то в решении (1.11) для сплош-
ных пластин, учитывая (1.13), необходимо по-
ложить C7 = C8 = 0. В результате для
сплошной пластины искомое решение прини-
мает вид

u = b1w,r +C1r; ψ = b2w,r +C3r,

w = C5 ber(κr) + C6 bei(κr) + w0(r).
(1.14)

Константы интегрирования C1, C3, C5, C6

определяются из условий закрепления рас-
сматриваемой трехслойной пластины, находя-
щейся на упругом основании. При жесткой за-
делке контура пластины из (1.8) следует

C1 = C3 = 0,

C5 =
w′0(1) bei(κ)− b4w0(1)

b4 ber(κ)− b3 bei(κ)
,

C6 =
w′0(1) ber(κ)− b3w0(1)

b3 bei(κ)− b4 ber(κ)
. (1.15)

Если контур пластины шарнирно оперт,
то константы интегрирования получим из
(1.9)

C1 = −b1w,r (1), C3 = −b2w,r (1),

C5 =
w∗0(1) bei(κ) + b8w0(1)

b7 bei(κ)− b8 ber(κ)
,

C6 = −
w∗0(1) ber(κ) + b7w0(1)

b7 bei(κ)− b8 ber(κ)
,

(1.16)

b3 =
κ
√
2

2
[ber1(κ) + bei1(κ)] ,

b4 =
κ
√
2

2
[− ber1(κ) + bei1(κ)] ,

b5 =
κ2

2
(bei2(κ)− bei(κ)),

b6 =
κ2

2
(− ber2(κ) + ber(κ)),

b7 = (b5 − b3)(a3b1 + a5b2)− a6b5 − a60b3,

b8 = (b6 − b4)(a3b1 + a5b2)− a6b6 − a60b4,

w∗0(1) = (a6 − a3b1 − a5b2)w′′0(1)+
+ (a60 + a3b1 + a5b2)w

′
0(1).

Таким образом, общее решение (1.14) с част-
ным решением (1.12) и константами интегри-
рования (1.15), (1.16) описывает перемещения
в круговой трехслойной пластине на упругом
основании при симметричной нагрузке и раз-
личных условиях закрепления ее контура.

Для аналитической записи локальной рас-
пределенной нагрузки далее используется
функция Хевисайда нулевого порядка H0(x);
погонные и сосредоточенные силы и момен-
ты записываются с помощью дельта-функции
Дирака δ(x)

H0(x) =

{
1, x > 0,

0, x < 0,

b∫
a

f(τ)δ(τ − x) dτ =

=

{
f(x), a 6 x 6 b,

0, x < a, x > b.
(1.17)

2. Численные результаты

Расчҷты проводились для защемленной
по контуру пластины, слои которой набра-
ны из материалов Д16Т–фторопласт–Д16Т.
Геометрические параметры пластины отнесе-
ны к ее радиусу r1, относительные толщи-
ны слоев: h1 = h2 = 0, 04, h3 = 0, 4. Коэф-
фициенты жесткости соответствуют слабым
(κ0 = 1), средним (κ0 = 100) и жестким
(κ0 = 5000 МПа/м) основаниям.

1. Нагрузка равномерно распределена по
поверхности пластины q0 = const. В этом
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случае частное решение (1.12) можно выпи-
сать в конечном виде

w0 =
q

κ4
=
q0
κ0
.

На рис. 2 (а, б) показано изменение вдоль ра-
диуса прогиба w и сдвига в заполнителе ψ
рассматриваемой пластины. Кривые получе-
ны при различных коэффициентах упругости
основания (МПа/м): кривая 1 — κ0 = 1, кри-
вая 2 — κ0 = 100, кривая 3 — κ0 = 5000 (значе-
ния перемещений увеличены в 20 раз). Увели-
чение коэффициента постели основания при-
водит к изменению форм кривых. Для жест-
ких оснований прогиб перестает быть макси-
мальным в центре пластины, сдвиг в запол-
нителе меняет знак вдоль радиуса.

2. Нагрузка равномерно распределена по
кольцу a 6 r 6 b. Тогда ее можно описать
с помощью функций (1.17):

q = q0 [H0(b− r)−H0(a− r)] . (2.1)

Частное решение и его значения на конту-
ре пластины, входящие в (1.15), при нагрузке

(2.1) будут иметь вид

w0(r) = Dq0

r∫
0

K(r, s)
[
H0(b− r)−

−H0(a− r)
]
ds,

w′0(1) = Dq0

r∫
0

∂K(r, s)

∂r

[
H0(b− s)−

−H0(a− s)
]
ds

∣∣∣∣∣
r=1

= Dq0

b∫
a

∂K(r, s)

∂r

∣∣∣∣∣
r=b

ds,

w0(1) = Dq0

1∫
0

K(1, s)
[
H0(b− r)−

−H0(a− r)
]
ds = Dq0

b∫
a

K(1, s) ds.

На рис. 3 показано изменение прогиба в
центре пластины в зависимости от положения
кольцевого пятна нагрузки. Толщина кольца
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принята b−a = 0, 25. При a = 0 нагрузка рас-
пределена по кругу радиуса b, при a = 0, 75
кольцо нагрузки примыкает к контуру пла-
стины. Максимум прогиба наблюдается при
значении координаты a = 0, 25. Кривые 1, 2
соответствуют κ0 = 1 и 100. Увеличение жест-
кости основания в 100 раз приводит к умень-
шению прогиба на 44%.

3. Поперечная сила. На рассматриваемую
трехслойную пластину действует погонная
поперечная сила Q(r) постоянной интенсив-
ности Q0, приложенная вдоль окружности ра-
диуса r = a, описываемая формулой

q(r) = Q0δ(r − a). (2.2)

Частное решение и его значения на конту-
ре пластины, исходя из определения дельта-
функции Дирака (1.17), имеют вид

w0(r) = DQ0

r∫
0

K(r, s)δ(s− a)ds =

= DQ0K(r, a), (a > 0),

w′0(1) = DQ0
∂K(r, a)

∂r

∣∣∣∣
r=1

,

w0(1) = DQ0K(1, a).

На рис. 4а показано изменение прогиба, а
на рис. 4б — сдвига в заполнителе рассмат-
риваемой пластины вдоль ее радиуса. Кри-
вые построены для различных радиусов си-
ловой окружности, вдоль которой действу-
ет нагрузка (2.2). Кривые 1–3 соответствуют
a = 0,25; 0,5 и 0,75. Интенсивность погон-
ной силы Q0 = 100 кН/м. Прогибы достигают
максимальных значений при радиусе силовой
окружности a = 0, 25. Значения перемещений
на рисунках увеличены в 100 раз.

4. Момент. На исследуемую пластину
действует погонный момент интенсивности
M0 = const, распределенный по окружности
радиуса r = a. Аналитически нагрузку мож-
но представить в виде

q(r) =M0δ
′(r − a). (2.3)
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Соответствующее частное решение и его зна-
чения на контуре будут иметь следующий вид

w0(r) = DM0

r∫
0

K(r, s)δ′(s− a)ds =

= −DM0
∂K(r, s)

∂s

∣∣∣∣
s=a

,

w′0(1) = −DM0
∂2K(r, s)

∂r∂s

∣∣∣∣
r=1,s=a

,

w0(1) = −DM0
∂K(1, s)

∂s

∣∣∣∣
s=a

.

На рис. 5 (а, б) показано изменение про-
гиба и сдвига в заполнителе упругой круго-
вой трехслойной пластины вдоль ее радиуса.
Кривые построены для различных радиусов
a окружности, вдоль которой приложена мо-
ментная нагрузка (20). Кривые 1–3 отвечают
a = 0,25, 0,5, 0,75 соответственно. Интенсив-
ность погонных моментов M0 = 100 кН. По
мере продвижения моментной окружности к
контуру пластины прогиб уменьшается по ве-
личине до нуля и меняет знак. У сдвигов мак-
симумы в виде пиков совпадают с радиусами
приложения погонных моментов.

3. Выводы

Приведенное в работе общее решение
(1.11), (1.12) можно использовать для иссле-
дования любого случая изгиба симметричной
локальной нагрузкой круговой трехслойной
пластины с легким заполнителем на упругом
основании, при наличии отверстия или без
него. Форма и вид нагрузки могут быть про-
извольными, включая воздействие в центре
пластины сосредоточенных сил и моментов.
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