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Abstract. The problem of finding the exact radius of univalence and the starlikeness of functions
regular in the unit disc defined by integral representations is considered. A generalized interpre-
tations of a whole series of problems that are encountered separately in the literature is given.
In this paper within the presented theorem fairly general conditions for estimating the radius
of starlikeness are established. The proof of the theorem reduces to finding a lower bound for a
functional that depends on the value of the function and its derivative on the class of functions
regular in the unit disc that have a positive real part in the disc. When the integral operator is
specified and a special choice of functions regular in the disc is obtained, a number of corollaries
of the theorem are obtained. The theorem and its consequences generalize similar results obtained
earlier by different methods. An explicit expression is given for realizing estimates of the radius of
extremal functions.
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Введение

Установим методами геометрической тео-
рии функций достаточные условия, при кото-
рых регулярные в единичном круге

𝐸 = {𝑧 : |𝑧| < 1}

функции, определяемые интегральными опе-
раторами, однолистно отображают круг
|𝑧| < 𝑟, 0 < 𝑟 < 1 на звездообразные области.

Определение 1. Обозначим через 𝑆*

класс регулярных в круге 𝐸 функций
𝑤 = 𝑓(𝑧), нормированных условиями
𝑓(0) = 1, 𝑓 ′(0) = 1, однолистно отобража-
ющих круг 𝐸 на области, звездообразные от-
носительно точки 𝑤 = 0.

Ливингстон установил [1], что, если
𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*, то функция 𝑓(𝑧), определяемая
интегральным оператором

𝐹 (𝑧) =
2

𝑧

𝑧∫︁

0

𝑓(𝑡) d𝑡,

однолистно отображает круг |𝑧| < 1/2 на звез-
дообразную область.

Обобщая результат Ливингстона, Бернар-
ди [2] доказал, что при 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆* функция
𝑓(𝑧), определяемая интегральным операто-
ром

𝐹 (𝑧) =
𝑐+ 1

𝑧𝑐

𝑧∫︁

0

𝑡𝑐−1𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑐 = 1, 2, 3, . . . ,

однолистно отображает круг

|𝑧| < 𝑐+ 1

2 +
√
3 + 𝑐2

на звездообразную область.
Аналогичные задачи разными методами

ставились и решались в работах [3–8].
Дадим в настоящей работе обобщенную

трактовку целого ряда такого рода задач.
Изучение геометрических характеристик

регулярных функций осуществляется редук-
цией в класс регулярных в круге 𝐸 =
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= {𝑧 : |𝑧| < 1} функций 𝑝 (𝑧), 𝑝 (0) = 1, прини-
мающих значения из правой полуплоскости.

Определение 2. Для произвольно взя-
тых чисел 𝐴 и 𝐵, −1 6 𝐵 < 𝐴 6 1 обозначим
через 𝑃𝑛(𝐴,𝐵) [9] класс регулярных в круге
𝐸 = {𝑧 : |𝑧| < 1} функций

𝑝(𝑧) = 1 + 𝑐𝑛𝑧
𝑛 + 𝑐𝑛+1𝑧

𝑛+1 + . . . , 𝑛 ∈ N,

представимых в виде

𝑝(𝑧) =
1 +𝐴𝑧𝑛−1𝜔 (𝑧)

1 +𝐵𝑧𝑛−1𝜔 (𝑧)
,

где 𝜔(𝑧) — некоторая регулярная в круге 𝐸
функция, 𝜔(0) = 0, |𝜔 (𝑧)| < 1.

При 𝑛 = 1, 𝐴 = 1, 𝐵 = −1 получаем
известный класс 𝑃 , регулярных в круге 𝐸
функций 𝑝 (𝑧), 𝑝 (0) = 1, удовлетворяющих
условию Re 𝑝 (𝑧) > 0.

Определение 3. Обозначим через
𝑆*
𝑛(𝐴,𝐵) класс регулярных в круге 𝐸 функ-

ций

𝑓(𝑧) = 𝑧+𝑎𝑛+1𝑧
𝑛+1+𝑎𝑛+2𝑧

𝑛+2+ . . . , 𝑛 ∈ N,

для которых выполняется условие

𝑧𝑓 ′(𝑧)
𝑓 (𝑧)

∈ 𝑃𝑛(𝐴,𝐵).

При 𝑛 = 1, 𝐴 = 1− 2𝛼, 0 6 𝛼 < 1, 𝐵 = −1
получаем класс 𝑆*

[𝛼] звездообразных функций
порядка 𝛼. Отметим, что функции класса 𝑆*

[𝛼]

удовлетворяют в круге 𝐸 условию

Re
𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

> 𝛼.

Очевидно, что 𝑆* = 𝑆*
[0]
.

Теорема 1. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*
𝑛 (𝐴1, 𝐵),

−1 6 𝐵 < 𝐴1 6 1,

𝑔 (𝑧) ∈ 𝑆*
𝑛 (𝐴2, 𝐵) , −1 6 𝐵 < 𝐴2 6 1,

𝛽 = {𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4} ∈ 𝑅4
+, 0 6 𝛼 < 1,

𝐷 =
𝛽1𝐴1 + 𝛽4𝐴2 +𝐵 (𝛽2 − 𝛽1 − 𝛽4)

𝛽2
,

𝛽2 >
𝛽1 (𝐴1 −𝐵) + 𝛽4 (𝐴2 −𝐵)

1−𝐵
,

а регулярная в круге 𝐸 функция 𝜑 (𝑧),
𝜑 (0) = 1, имеет точную оценку

Re
𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

6 𝑎 (𝑟) , 𝑎 (𝑟) > 0, |𝑧| = 𝑟 < 1.

Тогда функция 𝑓(𝑧), определяемая интеграль-
ным оператором

𝐹 (𝑧) =

{︃
𝛽2
𝑧𝛽1+𝛽4−𝛽2

𝑔𝛽4(𝑧)
×

×
𝑧∫︁

0

𝑡𝛽2−1

(︂
𝑓(𝑡)

𝑡

)︂𝛽3

𝜑(𝑡) d𝑡

}︃ 1
𝛽1

, (1)

является звездообразной порядка 𝛼 в круге
|𝑧| < 𝑟*, где 𝑟* — наименьший положитель-
ный корень уравнения

𝛽3 (1− 𝛼)− 𝛽2 + 𝜎(𝑟)− 𝑎 (𝑟) = 0. (2)

Функция 𝜎 (𝑟) при 𝑅 > 𝑅0 имеет вид

𝜎1 (𝑟) =

=
𝛽2𝐷

2𝑟2𝑛 − [𝑛 (𝐷 −𝐵) + 2𝛽2𝐷] 𝑟𝑛 + 𝛽2
(1−𝐷𝑟𝑛) (1−𝐵𝑟𝑛)

,

а при 𝑅 6 𝑅0 — определяется формулой

𝜎2 (𝑟) =

=
2
√︀

(𝑎− 𝑛𝐷) (𝑏− 𝑛𝐵 + 𝛽2 (𝐷 −𝐵))

𝐷 −𝐵
+

+
𝑛 (𝐷 +𝐵)− 2𝑐

𝐷 −𝐵
.

Здесь введены следующие обозначения:

𝑎 =
1−𝐷2𝑟2𝑛

𝑟𝑛−1(1− 𝑟2)
, 𝑏 =

1−𝐵2𝑟2𝑛

𝑟𝑛−1(1− 𝑟2)
,

𝑐 =
1−𝐷𝐵𝑟2𝑛

𝑟𝑛−1(1− 𝑟2)
,

𝑅0 =

√︃
𝑎− 𝑛𝐷

𝑏− 𝑛𝐵 + 𝛽2(𝐷 −𝐵)
,

𝑅 =
1−𝐷𝑟𝑛

1−𝐵𝑟𝑛
.

Результат точный.

Доказательство. Из (1) имеем

𝐹 𝛽1𝑧𝛽2−𝛽1−𝛽4𝑔𝛽4(𝑧) =

= 𝛽2

𝑧∫︁

0

𝑡𝛽2−1

(︂
𝑓 (𝑡)

𝑡

)︂𝛽3

𝜑(𝑡) d𝑡.
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Области однолистности и звездообразности некоторых классов регулярных функций

Дифференцируя это равенство, получим

𝛽1𝐹
𝛽1−1 (𝑧)𝐹 ′ (𝑧) 𝑧𝛽2−𝛽1−𝛽4𝑔𝛽4 (𝑧)+

+ 𝐹 𝛽1 (𝑧) (𝛽2 − 𝛽1 − 𝛽4) 𝑧
𝛽2−𝛽1−𝛽4−1𝑔𝛽4 (𝑧)+

+ 𝛽4𝐹
𝛽1 (𝑧) 𝑧𝛽2−𝛽1−𝛽4𝑔𝛽4−1 (𝑧) 𝑔′ (𝑧) =

= 𝛽2𝑧
𝛽2−1

(︂
𝑓 (𝑧)

𝑧

)︂𝛽3

𝜑 (𝑧) .

Последнее соотношение преобразуем к виду

𝐹 𝛽1 (𝑧) 𝑧−𝛽1−𝛽4𝑔
𝛽4

(𝑧)ℎ (𝑧) =

= 𝛽2

(︂
𝑓 (𝑧)

𝑧

)︂𝛽3

𝜑 (𝑧) , (3)

где

ℎ (𝑧) =

=
𝛽2 − 𝛽1 − 𝛽4 + 𝛽1

𝑧𝐹 ′(𝑧)
𝐹 (𝑧) + 𝛽4

𝑧𝑔′(𝑧)
𝑔(𝑧)

𝛽2
. (4)

По определению класса 𝑆*
𝑛 (𝐴,𝐵) имеем

𝑧𝐹 ′ (𝑧)
𝐹 (𝑧)

=
1 +𝐴1𝑧

𝑛−1𝜔 (𝑧)

1 +𝐵𝑧𝑛−1𝜔 (𝑧)
,

𝑧𝑔′ (𝑧)
𝑔 (𝑧)

=
1 +𝐴2𝑧

𝑛−1𝜔 (𝑧)

1 +𝐵𝑧𝑛−1𝜔 (𝑧)
,

что позволяет записать (4) в виде

ℎ (𝑧) =
1 +𝐷𝑧𝑛−1𝜔 (𝑧)

1 +𝐵𝑧𝑛−1𝜔 (𝑧)
,

где 𝜔 (𝑧) — некоторая регулярная в круге 𝐸
функция,

𝜔 (0) = 0, |𝜔 (𝑧)| < 1,

𝐷 =
𝛽1𝐴1 + 𝛽4𝐴2 +𝐵 (𝛽2 − 𝛽1 − 𝛽4)

𝛽2
.

Нетрудно проверить, что −1 6 𝐵 < 𝐷 6 1.
Таким образом, ℎ(𝑧) ∈ 𝑃𝑛 (𝐷,𝐵).

Дифференцируя равенство (3) логариф-
мически, получим

𝛽3
𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

= 𝛽3 − 𝛽1 − 𝛽4 + 𝛽1
𝑧𝐹 ′ (𝑧)
𝐹 (𝑧)

+

+ 𝛽4
𝑧𝑔′ (𝑧)
𝑔 (𝑧)

+
𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

− 𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

. (5)

Из (4) находим

𝛽1
𝑧𝐹 ′ (𝑧)
𝐹 (𝑧)

+ 𝛽4
𝑧𝑔′ (𝑧)
𝑔 (𝑧)

= 𝛽2ℎ (𝑧)− 𝛽2 + 𝛽1 + 𝛽4.

Учитывая это соотношение, равенство (5) за-
пишем в виде

𝛽3
𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

= 𝛽3−𝛽2+𝛽2ℎ (𝑧)+
𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

− 𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

.

Пусть 0 6 𝛼 < 1. Тогда

𝛽3

(︂
𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

− 𝛼

)︂
=

= 𝛽3 (1− 𝛼)−𝛽2+𝛽2ℎ (𝑧)+
𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

− 𝑧𝜑
′ (𝑧)

𝜑 (𝑧)
.

Отсюда следует неравенство

𝛽3

(︂
Re

𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

− 𝛼

)︂
> 𝛽3 (1− 𝛼)− 𝛽2+

+Re

{︂
𝛽2ℎ (𝑧) +

𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

}︂
− 𝑎 (𝑟) .

Используя теперь установленную в [9] ниж-
нюю оценку 𝜎 (𝑟) функционала

Re

{︂
𝜆ℎ (𝑧) +

𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

}︂

на классе 𝑃𝑛 (𝐷,𝐵) при 𝜆 = 𝛽2, получим

𝛽3

(︂
Re

𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

− 𝛼

)︂
>

> 𝛽3 (1− 𝛼)− 𝛽2 + 𝜎 (𝑟)− 𝑎 (𝑟) . (6)

Из (6) следует, что

Re
𝑧𝑓 ′ (𝑧)
𝑓 (𝑧)

> 𝛼

в круге |𝑧| < 𝑟, если в этом круге выполняет-
ся условие

𝛽3 (1− 𝛼)− 𝛽2 + 𝜎(𝑟)− 𝑎 (𝑟) > 0.

Поэтому задача определения радиуса звездо-
образности порядка 𝛼 функции 𝑓(𝑧) сводится
к нахождению наименьшего положительного
корня уравнения

𝛽3 (1− 𝛼)− 𝛽2 + 𝜎(𝑟)− 𝑎 (𝑟) = 0.

Результат точный. �
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Замечание 1. Способ доказательства
теоремы 1 допускает полезное разбиение вы-
ражения 𝛽3

(︁
𝑧𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧) − 𝛼

)︁
на слагаемые, одно

из которых есть

𝐼 (ℎ) = 𝛽2ℎ (𝑧) +
𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

,

а другое — соотношение вида 𝑧𝜑′(𝑧)
𝜑(𝑧) . Посколь-

ку по условию теоремы имеет место точная
оценка

Re
𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

6 𝑎 (𝑟) ,

то поставленная задача сводится к нахожде-
нию нижней оценки функционала Re 𝐼 (ℎ) на
классе 𝑃𝑛(𝐷,𝐵), что значительно упрощает
доказательство.

Это дает возможность, специализи-
руя выбор функций 𝜑 (𝑧) и подклассов
из 𝑆*

𝑛 (𝐴,𝐵), при конкретизации вектора
𝛽 = {𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4} ∈ 𝑅4

+, получить ряд след-
ствий теоремы 1.

Теорема 1 и ее следствия обобщают и уточ-
няют многие известные результаты [1–6], по-
лученные разными методами.

Рассмотрим некоторые приложения тео-
ремы 1.

Следствие 1. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*
[𝛼], 𝛽2 >

> 𝛽1 (1− 𝛼), для регулярной в круге 𝐸 =
= {𝑧 : |𝑧| < 1} функции 𝜑 (𝑧), 𝜑 (0) = 1, спра-
ведлива точная оценка

Re
𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

6 𝑎 (𝑟) , 𝑎 (𝑟) > 0, |𝑧| = 𝑟 < 1.

Тогда функция 𝑓(𝑧), определяемая интеграль-
ным оператором

𝐹 (𝑧) =

⎧
⎨
⎩

𝛽2
𝑧𝛽2−𝛽1

𝑧∫︁

0

𝑡𝛽2−1

(︂
𝑓(𝑡)

𝑡

)︂𝛽1

𝜑(𝑡)𝑑𝑡

⎫
⎬
⎭

1
𝛽1

,

является звездообразной порядка 𝛼 в круге
|𝑧| < 𝑟*, где 𝑟* — наименьший положитель-
ный корень уравнения

(︁
2𝛽1 − 𝛽2

)︁(︁
𝛽1 + 𝑎 (𝑟)

)︁
𝑟2−

−
[︁
𝛽1

(︁
𝛽1 + 1

)︁
−
(︁
𝛽1 − 𝛽2

)︁
𝑎 (𝑟)

]︁
𝑟+

+ 𝛽2

(︁
𝛽1 − 𝑎 (𝑟)

)︁
= 0. (7)

Результат точный.

Доказательство. В данном случае

𝐴 = 1− 2𝛼, 0 6 𝛼 < 1, 𝐵 = −1, 𝑛 = 1,

𝐷 =
2𝛽1
𝛽2

− 1, 𝛽1 = 𝛽1 (1− 𝛼) , 𝛽1 = 𝛽3,

𝑎 =
1−𝐷2𝑟2

1− 𝑟2
, 𝑐 =

1 +𝐷𝑟2

1− 𝑟2
, 𝑏 = 1.

При этих условиях из теоремы 1 находим

𝜎2(𝑟) =
𝛽2

𝛽1

⎯⎸⎸⎷
4𝑐

(︁
𝛽2 − 𝛽1

)︁(︁
1 + 𝛽1

)︁

𝛽2
−

− 𝑐− 𝛽2 − 𝛽1

𝛽1
.

Обозначим

𝑑 =

(︁
𝛽2 − 𝛽1

)︁(︁
1 + 𝛽1

)︁

𝛽2
> 0.

Тогда при любом 𝑟 ∈ (0; 1) выполняется нера-
венство

− 𝑎 (𝑟) + 𝛽1 − 𝛽2 + 𝜎2(𝑟) =

= −𝑎 (𝑟)− 𝛽2

𝛽1

(𝑐− 𝑑)2√
4𝑑𝑐+ 𝑐+ 𝑑

< 0.

Поэтому искомый радиус звездообразности
находится из уравнения (2), в котором следу-
ет положить

𝜎1 (𝑟) =

=

(︁
2𝛽1 − 𝛽2

)︁2
𝑟2 − 2

[︁
𝛽1 + 2𝛽1𝛽2 − 𝛽22

]︁
𝑟 + 𝛽22[︁

𝛽2 −
(︁
2𝛽1 − 𝛽2

)︁
𝑟
]︁
(1 + 𝑟)

.

После несложных преобразований приходим
к уравнению (7). �

Весьма частным случаем теоремы 1 явля-
ется следующий результат, установленный в
работе [4].

Определение 4. Обозначим через 𝑆0

класс регулярных в круге |𝑧| < 1 функций
𝑤 = 𝑓(𝑧), нормированных условиями 𝑓(0) =
= 1, 𝑓 ′(0) = 1, однолистно отображающих
круг |𝑧| < 1 на выпуклые области.
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Следствие 2. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*, 𝑔, ℎ ∈ 𝑆0,
𝑝 ∈ 𝑃 . Тогда функция 𝑓 (𝑧), определяемая ин-
тегральным оператором

𝐹 (𝑧) =
2

𝑧

𝑧∫︁

0

𝑓 (𝑧)

(︂
𝑔(𝑧)

ℎ(𝑧)

)︂𝛾

𝑝(𝑧) d𝑡, 𝛾 > 0,

является однолистной в круге

|𝑧| < 2𝛾 + 5−
√︀

4𝛾2 + 20𝛾 + 17

4

и отображает этот круг на звездообразную
область.

Результат точный. Экстремальной явля-
ется функция

𝑓(𝑧) =
𝑧(1− 𝑧)𝛾+1

(1 + 𝑧)𝛾+4
.

Доказательство. Положим в следствии 1

𝛽2 = 2, 𝛽1 = 1, 𝛼 = 0,

𝜑 (𝑧) =

(︂
𝑔(𝑧)

ℎ(𝑧)

)︂𝛾

𝑝(𝑧).

Тогда

Re
𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

=

= 𝛾

(︂
Re

𝑧𝑔′ (𝑧)
𝑔 (𝑧)

− Re
𝑧ℎ′ (𝑧)
ℎ (𝑧)

)︂
+Re

𝑧𝑝′ (𝑧)
𝑝 (𝑧)

.

Используя хорошо известные экстремальные
оценки для функций классов 𝑃 и 𝑆0 [4], по-
лучим при |𝑧| = 𝑟 < 1

Re
𝑧𝜑′ (𝑧)
𝜑 (𝑧)

6 𝛾
(︂

1

1− 𝑟
− 1

1 + 𝑟

)︂
+

2𝑟

1− 𝑟2
=

=
2 (𝛾 + 1) 𝑟

1− 𝑟2
= 𝑎 (𝑟) .

Тогда уравнение (7) примет вид

2𝑟2 − (2𝛾 + 5)𝑟 + 1 = 0.

Решая его относительно 𝑟, находим искомый
радиус звездообразности. �

При 𝛾 = 0 значение радиуса звездообраз-
ности (5−

√
17)/4 установлено в работе [5].

Отметим, что в работе [4] дано иное, до-
вольно громоздкое доказательство этого ре-
зультата, не указано также явное выражение
для экстремальной функции.

Следствие 3. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*
[𝛼], 𝛽2 >

> 𝛽1 (1− 𝛼). Тогда функция 𝑓(𝑧), определяе-
мая интегральным оператором

𝐹 (𝑧) =

⎧
⎨
⎩

𝛽2
𝑧𝛽2−𝛽1

𝑧∫︁

0

𝑡𝛽2−1

(︂
𝑓(𝑡)

𝑡

)︂𝛽1

d𝑡

⎫
⎬
⎭

1
𝛽1

,

является звездообразной порядка 𝛼 в круге
|𝑧| < 𝑟*, где

𝑟* =
𝛽2

1 + 𝛽1 (1− 𝛼) +
√
𝜓
,

𝜓 = (𝛽1 (1− 𝛼) + 1)2 + 𝛽22 − 2𝛽1 (1− 𝛼)𝛽2.

Результат точный.

Доказательство. В данном случае урав-
нение (7) преобразуется к виду

(2𝛽1 (1− 𝛼)− 𝛽2) 𝑟
2−

− 2 (𝛽1 (1− 𝛼) + 1) 𝑟 + 𝛽2 = 0,

откуда получаем формулу для радиуса звез-
дообразности. �

Путем дальнейшей конкретизации опера-
тора (1) получаем следующий результат.

Следствие 4. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*
[𝛼]. Тогда

функция 𝑓(𝑧), определяемая интегральным
оператором

𝐹 (𝑧) =
𝛽2

𝑧𝛽2−1

𝑧∫︁

0

𝑡𝛽2−2𝑓(𝑡) d𝑡,

является звездообразной порядка 𝛼 в круге
|𝑧| < 𝑟*, где

𝑟* =

=
𝛽2

2− 𝛼+
√︀
𝛼2 + 𝛽22 + 4 (1− 𝛼)− 2 (1− 𝛼)𝛽2

.

Результат точный.
При 𝛽2 = 2, 3, . . . получаем результат,

установленный в работе [6].

Следствие 5. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*. Тогда
функция 𝑓(𝑧), определяемая интегральным
оператором

𝐹 (𝑧) =
𝛽2

𝑧𝛽2−1

𝑧∫︁

0

𝑡𝛽2−2𝑓(𝑡) d𝑡,
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является однолистной в круге

|𝑧| < 𝛽2

2 +
√︀

4 + 𝛽22 − 2𝛽2

и отображает этот круг на звездообразную
область.

Результат точный. Экстремальной явля-
ется функция

𝑓(𝑧) =
𝑧 [𝛽2 + (𝛽2 − 2) 𝑧]

𝛽2 (1− 𝑧)3
.

Из следствия 5 вытекают результаты,
установленные при 𝛽2 = 2 Ливингстоном [1],
а при 𝛽2 = 𝑐+1, 𝑐 = 1, 2, 3, . . ., — Бернарди [2].

Следствие 6. Если 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*, то функ-
ция 𝑓(𝑧), определяемая интегральным опера-
тором

𝐹 (𝑧) =
𝑐+ 1

𝑧𝑐

𝑧∫︁

0

𝑡𝑐−1𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑐 = 1, 2, 3, . . . ,

однолистно отображает круг

|𝑧| < 𝑐+ 1

2 +
√
3 + 𝑐2

на звездообразную область.
Результат точный. Экстремальной явля-

ется функция

𝑓(𝑧) =
1

1 + 𝑐

𝑧 [(1 + 𝑐) + (𝑐− 1) 𝑧]

(1− 𝑧)3
.

Следствие 7. Если 𝐹 (𝑧) ∈ 𝑆*, то функ-
ция 𝑓(𝑧),определяемая интегральным опера-
тором

𝐹 (𝑧) =
2

𝑧

𝑧∫︁

0

𝑓(𝑡) d𝑡,

однолистно отображает круг |𝑧| < 1/2 на звез-
дообразную область.

Результат точный. Экстремальной явля-
ется функция

𝑓(𝑧) =
𝑧

(1− 𝑧)3
.

Заключение

В работе исследованы интегральные опе-
раторы в комплексной области. Получены
условия, при которых регулярные в единич-
ном круге функции, определяемые интеграль-
ными операторами, однолистно отображают
круг |𝑧| < 𝑟, 0 < 𝑟 < 1 на звездообразные
области.

Помимо приложений теоремы 1, указан-
ных в настоящей работе, возможны и многие
другие. Можно получить аналог этой теоре-
мы в предположении, что −1 6 𝐴 < 𝐵 6 1,
и тем самым обобщить ещё ряд известных
результатов.

Теорема 1 может быть значительно обоб-
щена, поскольку указанная схема доказатель-
ства позволяет рассматривать операторы бо-
лее общего вида. Применяя метод данной ра-
боты, можно установить также области од-
нолистности и звездообразности некоторых
классов мероморфных функций, определяе-
мых интегральными операторами.

Полученные в работе результаты содей-
ствуют дальнейшей разработке теории экстре-
мальных задач в классах регулярных функ-
ций.
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