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Abstract. Mathematical model of ion transfer across the interface ion-exchange membrane/restores
formulated in the article. The border is seen as extended in space object with all the properties
that are inherent physico-chemical phases for the first time. The dimensions of this object are
estimated in the range of 1–300 nm by electron microscopy.

Concentration distribution of ions in the system, the charge density distribution and the
dependence of the integral of the magnitude of the charge on the length of the nanolayer is
presented. The hydrodynamic conditions of the flow solution using the Navier–Stokes equations
are modeled.
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Введение

Проблема переноса частиц через границы,
поверхности раздела фаз относится к фун-
даментальным задачам электрохимии, физи-
ки, физической химии, а также мембранным
технологиям. Проблема состояния границы
раздела фаз заряженная мембрана/раствор
в условиях переноса через неё частиц явля-
ется весьма непростой и плохо изученной [1 ,
с. 132].

Данная граница рассматривается как ре-
акционный слой (РС) и моделируется как
объект, формируемый рельефом и морфоло-
гией мембраны. Свойства системы обуслав-
ливаются свойствами раствора и свойства-
ми самой мембраны, находящихся в контакте.
Для определения зависимости обменной ёмко-
сти мембраны 𝑄(𝑥) предлагается процедура
оценки доли твёрдой фазы в общем объёме, о
котором можно судить по вертикальному мик-
ропрофилю неоднородностей по линии сече-
ния поверхности мембраны. В рамках модели
высота микро-неооднородностей определяет
зону РС.

Превышение предельного тока над диф-
фузионным предельным током (𝑖пр) в систе-
мах приводит к нескольким качественно но-
вым явлениям

𝑖пр =
𝐹𝐷𝑐0

𝛿(𝑇1 − 𝑡1)
, (1)

где 𝐷 — коэффициент диффузии электроли-
та, 𝑐0 — концентрация электролита в объе-
ме перемешиваемого раствора, 𝛿 — толщина
диффузионного пограничного слоя (ДПС),
𝐹 — число Фарадея, 𝑡1 — число переноса
противоио-нов в растворе, 𝑇1 — эффективное
число переноса противоионов в мембране.

Важнейшими из них являются: формиро-
вание неравновесной области пространствен-
ного заряда на границе мембрана/раствор;
диссоциация молекул воды; появление вто-
ричных объёмных сил, ведущих к микрокон-
вективным потокам (электроосмос, термо- и
гравитационная конвекции). Все эти явления
учитываются в представленной новой модели.
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Рис. 1. Трёхмерное изображение поверхности (а) и микропрофиль по линии сечения поверхности
(б ) катионнообменной мембраны МК-40 , полученные методом атомно-силовой микроскопии.
а) сканируемое поле 4× 4 мкм2; б) прерывистая линия — образец после кондиционирования,
сплошная линия — образец после эксплуатации при высокоинтенсивных токовых режимах [8]

Рис. 2. Микропрофиль мембраны (реакционный слой) с сечениями в которых рассчитывается
долевой объем твёрдой фазы. Участок на котором проведён расчёт имеет размеры 144× 10−12 м2.

Масштаб по вертильной оси в 1000 раз меньше чем по горизонтальной

1. Физическая модель границы
раздела

В набухшем состоянии поверхностные
макропоры и дефекты структуры заполня-
ются раствором. В элементарном объёме со-
держится вода, ионообменный и инертный
материал, причём по мере углубления в объ-
ём мембраны, увеличения координаты 𝑥, ко-
личество раствора в процентном отношении
уменьшается, а твёрдой фазы — увеличива-
ется. Соответственно увеличению доли твёр-
дой фазы в элементарном объёме увеличи-
вается и обменная ёмкость 𝑄(𝑥), которая в
мембране имеет значение 𝑄(𝑥) = 𝑄𝑜, опреде-
ляемое экспериментально. В объёме раствора

электролита 𝑄(𝑥) = 0 и только в промежутке
реакционного слоя зависит от координаты.
Изменение обменной ёмкости моделируется
функцией 𝑄(𝑥), вид которой можно с некото-
рой степенью достоверности оценить по дан-
ным, полученным с помощью экспериментов
атомно-силовой микроскопии.

Поверхность мембраны имеет сложный
микропрофиль (рис. 1). Микропрофиль в вы-
деленном элементарном объёме состоит из
раствора сильного электролита и твердой фа-
зы. По мере увеличения номера слоя доля
ионита в элементарном объёме будет увели-
чиваться, что и приводит к зависимости об-
менной ёмкости 𝑄(𝑥) от координаты 𝑥, отсчи-
тываемой от нулевого уровня (рис. 2). Непре-
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Таблица 1

Сечение 0 1 2 3 4 5 6 7
Доля обёма твердой фазы 0 0,025 0,05 0,067 0,167 0,583 0,98 1

Рис. 3. Доля объёма твёрдой фазы в зависимости от номера слоя (1 ), слоя толщиной 300 нм:
1 — интерполирование с помощью сплайнов; 2 — приближение полиномом

𝑄(𝑥) = −4,45𝑥4 + 8,28𝑥3 − 3,397𝑥2 + 0,569𝑥; 3 — функция 𝑄(𝑥) = 𝑥4

рывное распределение получено путём интер-
полирования с помощью сплайнов 3-й степе-
ни.

Способ экспериментального определения
функциональной зависимости 𝑄(𝑥) состоит
в том, что по микропрофилю линии сечения
мебраны можно получить искомую зависи-
мость (рис. 2). Отсчёт толщины реакционно-
го слоя от нулевого уровня 𝑥 = 0 начинается
с верхнего пика неоднородности (рис. 2), цена
деления уровней составляет 43 нм/дел. (вер-
тикальная шкала справа). В каждом уровне
подсчитывается доля твёрдой фазы как отно-
шение суммарной протяжённости зачернён-
ных участков к общей протяжённости рас-
сматриваемого участка вдоль горизотальной
поверхности мембраны. Твёрдую фазу мик-
ропрофиля будем рассматривать как ионооб-
менный материал. Расчёты сведены в табл. 1
и представлены на рис. 3.

Это теоретическое распределение исполь-
зуем в математической модели. В то же время
для аналитических оценок рационально ис-
пользовать и более простые приближения с
помощью полиномов вида 𝑄(𝑥) = 𝑥𝑛.

2. Математическая модель

Для численного моделирования переноса
ионов через границу раздела сформулируем
математическую модель. Используя физиче-

ские предпосылки, поставим краевую задачу
в реакционной слое 0 6 𝑥 6 𝛿 от верхнего
пика в нулевом сечении до сплошной твёрдой
фазы мембраны в седьмом сечении (рис. 2).
Рассмотрим перенос ионов сильного электро-
лита типа NaCl через этот тонкий реакци-
онный слой, учитывая, что при достижении
предельного состояния (𝑖 > 𝑖пр) начинается
разложение молекул воды. Для учёта этого
явления используем формулу потоков ионов
(1), возникающих в ходе реакции разложе-
ния молекул H2O. Для сильного электролита
NaCl потоки ионов реакции очевидно равны
нулю. Тогда для всех четырёх сортов ионов
Na, Cl, H, OH используем формулу

𝑗𝑅𝑖 = 𝑘Σ
𝜀0𝜀𝑟
𝐹𝛽

[︂
exp

(︂
−𝛽d𝜙

d𝑥

)︂]︂
, (2.1)

𝑖 = OH,H,

𝑗𝑅𝑖 = 0, 𝑖 = Na,Cl, (2.2)

где 𝑘𝑗 = 𝑘Σ суммарная эффективная констан-
та скорости псевдомономо-лекулярной реак-
ции диссоциации молекул воды в отсутствие
электрического поля; 𝛽 — слабо изменяющий-
ся с температурой (энтропийный) фактор;
𝜀0𝜀𝑟 — диэлектрическая постоянная воды; 𝜙 —
потенциал в системе; 𝐹 — константа Фарадея.

Реакционный слой может рассматривать-
ся как изолированная мембранная система,
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основным отличием которой от рассматрива-
емых обычно систем мембрана/раствор яв-
ляется то, что параметры модели зависят от
координаты 𝑥. В предлагаемой модели все
параметры являются распределёнными по
толщине слоя характеристиками. В рамках
модели принято допущение, что параметры
𝑄(𝑥), 𝑘Σ, 𝐷𝑗(𝑥), 𝜇0𝑗 (𝑥) — обменная ёмкость,
константа скорости псевдомономолекулярной
реакции диссоциации воды, коэффициенты
диффузии и стандартный химический потен-
циал соответственно, зависят от координаты,
хотя сам характер этой зависимости может
быть разным. Однако результаты по изме-
рению размаха высот 𝑅𝑦 косвенно дают воз-
можность сделать некоторые предположения.
Важнейшее из них касается константы скоро-
сти реакции 𝑘Σ = 𝑘Σ(𝑄(𝑥)), которая зависит
от ёмкости мембраны. Для 𝑘Σ зависимость
принята линейной, так как эксперименталь-
ные данные которые давали бы возможность
судить об этой зависимости, неизвестны.

Скорость реакции 𝜔𝑖 (𝑖 = 1–4) разложения
молекул воды, равная производной от пото-
ка ионов, согласно закону сохранения массы
равна производной от потока реакции. После
дифференцирования (2.1) получим формулу
для источников ионов

𝜔𝑖 =
𝜕𝑗𝑅𝑖
𝜕𝑥

= 𝑘Σ

[︂
exp

(︂
−𝛽d𝜙

d𝑥

)︂]︂
×

×
(︃

4∑︁

𝑖=1

𝑧𝑖𝑐𝑖 +𝑄(𝑥)

)︃
, (2.3)

𝑖 = OH, H.

Для ионов соли, очевидно, аналогичные ве-
личины равны нулю

𝜔𝑖 = 0, 𝑖 = Na, Cl, (2.4)

где 𝜔𝑖 скорость реакции разложения молекул
(моль/см3/с).

Перенос ионов подчиняется уравнению пе-
реноса

𝑗𝑗 = −𝐿𝑗
d𝜇𝑗
d𝑥

, 𝑗 = Na, Cl, H, OH, (2.5)

где

𝐿𝑗 =
𝐷𝑗(𝑥)𝑐𝑗(𝑥)

𝑅𝑇
,

𝜇𝑗 = 𝑅𝑇 ln(𝑐𝑗(𝑥)) + 𝑧𝐹𝜙(𝑥) + 𝜇0𝑗 (𝑥).

Подставляя (2.3) в (2.5) получим уравнения
Нернста–Планка без конвективного слагаемо-
го

𝑗𝑗 = −𝐷𝑗
d𝑐𝑗
d𝑥

− 𝑧𝑗𝐷𝑗𝑐𝑗
d𝜙

d𝑥
− 𝐷𝑗𝑐𝑗

𝑅𝑇

d𝜇0𝑗
d𝑥

. (2.6)

В стационарном состоянии действует форму-
ла

d𝑗𝑗
d𝑥

= 𝜔𝑗 . (2.7)

Для учёта возникающего пространственного
заряда используется уравнение Пуассона с
ёмкостью, зависящей от координаты,

𝜀𝜀0
d𝐸

d𝑥
= 𝜌 = 𝐹

4∑︁

𝑖=1

𝑧𝑖𝑐𝑖 + 𝑧0𝑄(𝑥). (2.8)

Связь потенциала и напряжённости задаётся
известной формулой

d𝜙

d𝑥
= −𝐸. (2.9)

Краевые условия по количеству имеющихся
дифференциальных уравнений первого по-
рядка (2.6)–(2.9) зададим в виде условий Ди-
рихле

𝑥 = 0 : 𝑐Na = 𝑐𝐼Na, 𝑐Cl = 𝑐𝐼Cl,

𝑐OH = 𝑐𝐼OH, 𝑐H = 𝑐𝐼H, 𝜙(0) = 0, (2.10)

𝑥 = 𝑑 : 𝑐Na = 𝑐𝐼Na, 𝑐Cl = 𝑐𝐼Cl, 𝑐OH = 𝑐𝐼OH,

𝑐H = 𝑐𝐼H, 𝜙(𝑑) = 𝜙𝐼𝐼 . (2.11)

Дифференциальные уравнения (2.6)–(2.9)
и краевые условия (2.10)–(2.11) представля-
ют собой краевую двухточечную задачу, неиз-
вестными в которой являются распределение
концентраций, напряжённость и потенциал.
Протекающий ток 𝑖 можно вычислить после
решения краевой задачи, он равен алгебра-
ической сумме потоков всех ионов как соли,
так и продуктов разложения молекул воды

𝑖 = 𝐹
4∑︁

𝑘=1

𝑧𝑘𝑗𝑘.

Место разработанной наномодели в структу-
ре трёхслойной мембранной системы показа-
но на рис. 4.
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а)

б)

в)

г)

Рис. 4. Схематический рисунок трёхслойной ионообменной мембранной системы, состоящей из
диффузионных слоёв и мембраны: диффузионный слой I имеет квазиэлектронейтральную область и

область пространственного заряда 𝜒𝛿; мембрана имеет электронейтральную область и область
пространственного заряда 𝜒𝑚; диффузионный слой II электронейтрален б) микропрофиль

поверхности катионообменной мембраны МК-40, полученный методом атомно-силовой микроскопии
(реальная структура реакционного слоя) в) часть диффузионного слоя, реакционный слой и часть

мембраны г) модель рассматриваемого нанослоя в увеличенном масштабе
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Рис. 5. Безразмерные концентрационные профили (1–4) и профиль обменной ёмкости (5) в нанослое
при различной толщине слоя (nm): 1–50; 2–100; 3–200; 4–300; 5 — 𝑄(𝑥) = 𝑥4. Максимальная

величина концентрации ионов Na+ достигает 1,05

Краевая задача решалась при следую-
щих значениях исходных параметров: 𝜀0 =
= 8,85 · 10−12, А · с/(В ·м); 𝜀 = 80; 𝛽 = 5 · 10−9,
м/В; 𝑘𝜎 = 10, 1/с; 𝐷1 = 10−9; 𝐷2 = 2 · 10−9;
𝐷3 = 5 · 10−9; 𝐷4 = 8 · 10−9; 𝐷1 = 1,4 · 10−10;
𝐷2 = 2 · 10−10; 𝐷3 = 5 · 10−10; 𝐷4 =
= 8 · 10−10 м2/с; 𝜙(𝛿) = −0,025, В, 𝑄 =
= −1, моль/см3; 𝑐0 = 1, моль/м3.

Для решения краевой задачи и анализа
решения все параметры модели стандартным
образом приводились к безразмерному виду.
Задача решалась с помощью метода конеч-
ных элементов.

3. Анализ численных результатов

В точке 𝑥 = 0 условие электронейтраль-
ности в области предельного тока может как
соблюдаться, так и не соблюдаться (при бо-
лее интенсивных токах). Эта проблема может
быть решена путём согласования с решени-
ем по модели Рубинштейна и не является
принципиальной. Далее будем полагать со-
блюдение электронейтральности при 𝑋 = 0.

3.1. Распределение концентраций

Концентрация катионов натрия 𝐶Na уве-
личивается, достигая ёмкости мембраны при
𝑋 = 1 и несколько превосходя её в окрест-
ности 𝑋 = 1, тогда как концентрация от-
рицательных ионов 𝐶Сl достигает нулевого
значения (рис. 5).

Концентрация катионов Na+ по величине
сопоставима с обменной ёмкостью мембраны,
тогда как концентрации ионов продуктов раз-

ложения молекул воды на четыре порядка
меньше, тем не менее их доля в суммарном
потоке значительна, так как их коэффици-
енты диффузии приблизительно на порядок
больше ионов соли. На границах слоя вы-
полняются равновесные краевые условия с
соблюдением электронейтральности, однако
возможно согласование с моделями, описыва-
ющими нарушение электронейтральности в
диффузионном слое, например [1,9–15].

Из сравнения распределения концентра-
ций ионов, величин обменной ёмкости и про-
странственного заряда можно заметить, что
основной вклад в возникновение простран-
ственного заряда вносят именно ионы силь-
ного электролита NaCl положительно заря-
женных частиц, достигая значений порядка 1,
тогда как ионы продуктов разложения моле-
кул воды по величине не превосходят 10−4.

3.2. Распределение пространственного заряда
Исследуем закономерности поведения объ-

ёмного заряда от толщины слоя. Простран-
ственный заряд находится как алгебраиче-
ская сумма катионов и анионов а размерном
виде

𝜌 = 𝐹

(︃
4∑︁

𝑖=1

𝑧𝑖𝑐𝑖 + 𝑧0𝑄(𝑥)

)︃
. (3.1)

Численные расчёты выполнены для толщин
нанослоя в пределах от 1 до 300 нм. Зави-
симость обменной ёмкости от безразмерной
координаты выбиралась для всех случаев оди-
наковой. Исследуем, как меняется при этом
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а)

б)

Рис. 6. а) Распределение пространственного объёмного заряда 𝜌, Кл/м3 по безразмерной толщине
реакционного слоя (РС) при разной длине слоя: 1–10; 2–50; 3–100; 4–200; 5–300 нм;

б) Распределение безразмерной плотности заряда по толщине диффузионного слоя (ДС),
модель Рубинштейна [1 , стр. 325]

форма пространственного заряда и его ин-
тегральная величина. Распределение заряда
𝜌 определяется распределением потенциала
мембраны и концентрации ионов и может
быть различным в зависимости от распределе-
ния ёмкости ионобменного материала, морфо-
логии поверхности, заданного мембранного
потенциала на системе.

Полученные численные расчёты представ-
лены на рис. 6.

Модель позволяет исследовать также за-
висимости потоков ионов через слой, вольт-
амперные кривые для заданных входных па-
раметров модели. Потоки ионов продуктов
разложения воды меняют свою величину по
толщине слоя, однако плотность тока по тол-
щине слоя остаётся постоянной.

Интересно сравнить величину поверхност-
ностного заряда с широко известной моделью
Рубинштейна. В [1] представлено распреде-
ление объёмного заряда по толщине диффу-
зионного слоя при токе превышающем пре-
дельный в два раза. Интегральную величину
безразмерного заряда приблизительно можно
оценить по рис. 6 как площадь под кривой
(∼ 0,02). Переходя к размерным величинам,

получим

𝜌 = 𝐹𝑐0𝛿

𝐿∫︁

0

𝜌d𝑥 ≈ 0,002 Кл/м2.

Сопоставляя эту величину с вычисленным
значением пространственного заряда при
𝑥 = 50 нм, легко видеть, что модели по поряд-
ку дают одинаковые значения (∼ 0,0014), но
отличие состоит в том, что заряд в модели Ру-
бинштейна распределён по толщине диффузи-
онного слоя протяжённости (1–100)·10−6 м, а
в представленной модели в реакционном слое
порядка (10–300)·10−9 м, т.е. их отношение
находится в пределах 30–1000.

Поскольку локализация пространственно-
го заряда происходит в тонком реакционном
слое, то возникает проблема оценки его влия-
ния на электроконвекцию. Непосредственное
использование наноразмерной области про-
странственного заряда в гидродинамической
модели электродиализа [3] не представляется
возможным. Размеры области пространствен-
ного заряда в модели Рубинштейна оценива-
ются порядками 10−4–10−6 м. Пространствен-
ный заряд расположен в диффузионном слое,
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Рис. 7. Линии тока и вектора скорости течения жидкости в части мембранного канала шириной
𝐻 = 400 мкм и длиной 𝐿 = 2200 мкм (на рисунках показана половина длины канала ячейки),

максимальная скорость течения раствора в канале обессоливания 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 500 мкм/с,. Объёмная
сила выбиралась согласно расчётам и использовалась методика, описанная в [3]

на некотором расстоянии от поверхности мем-
браны.

Если использовать модель [3] c микроне-
однородностями и полученые в данной рабо-
те и в работе [1] оценки заряда, которые по
порядку одинаковы, можно получить предва-
рительную гидродинамическую картину тече-
ния раствора через канал электродиализной
ячейки (рис. 7).

Заключение

В данной работе впервые поставлена зада-
ча переноса ионов через границу раздела рас-
твор/ионообменная мембрана, которая рас-
сматривается не как математическая плос-
кость, а как объект, имеющий наноразмеры
в пределах 1–300 нм и наделённый физико-
химическими характеристиками. Для описа-
ния геометрических и электрических неодно-
родностей на поверхности мембраны разрабо-
тана новая математическая модель нанослоя,
которая создаёт необходимые предпосылки
для математического моделирования процес-
сов переноса ионов через границу раздела
фаз, а также подтверждает оценки простран-
ственного заряда, полученные в других из-
вестных из литературы моделях для уравне-
ний Нернста–Планка–Пуассона.

Следует отметить, что нижняя граница
размеров рассматриваемых объектов состав-
ляет 1 нм. Один порядок отделяет явления ки-
нетики переноса ионов от механизмов элемен-
тарных электрохимических процессов, описы-
ваемых квантово-механической теорией, ко-
торая позволяет рассматривать в рамках еди-

ных физических представлений реакции как
в объёме фаз, так и на границе фаз, в том
числе и в биологических системах.
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