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Abstract. The purpose of this work is the development of mechanical and mathematical methods
for identifying faults as seismogenerating zones in the system of block divisibility of the earth’s
crust. In this paper we present an approach to study of the stress-strain state of lithospheric
structures near faults based on their modeling with Kirchhoff plates on an elastic foundation.

We implemented method for solving problems for models of rectilinear faults in spatial and plane
formulations based on the transformation of a differential operator. The method is represented
by the example of the problem of vibration under the effect of the concentrated surface load of
two extended plates with a common boundary on the surface of an elastic layer. The system
of integro-differential equations is derived from the plates displacement equations, the relations
between displacements and stresses on the surface of the elastic substrate, and the conditions of
its conjugation with the coating, the transformation of the operator of this system of equations
allows us to reduce it to a system of functional equations solved by the Wiener – Hopf method.

The described approach provides an analytical representation of the solution of the posed
problem and can be used as a control method when checking the limit solutions of the problems
for faults of complex shape based on the topological method of the block element. Numerical
implementation of the developed algorithm made it possible to carry out model calculations and
analyze the results with varying physical and mechanical characteristics of the plates and the
elastic substrate.

The proposed approach makes it possible to analyze the resulting surface displacements under
vibration effects for different contact conditions in the fault region.

Using of the described method will make it possible to draw conclusions applicable for studying
the structure of faults in the upper part of the earth’s crust about the influence of the fault type,
physical and mechanical properties of the lithospheric structures on the nature of the wave process
in the geological environment, in particular the waveform after passing through the fault.
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Введение

На сегодняшний день в рамках моделей,
основанных на применении концепции бло-
ковой делимости литосферы [1,2], получены
интересные результаты, характеризующие за-
рождение и развитие сейсмических событий.
Зачастую эпицентры землетрясений приуро-

чены к границам блоков различных рангов [3].
В работах [4–6] исследована возможность воз-
никновения землетрясения, названного «стар-
товым», в результате концентрации сейсмо-
генерирующих контактных напряжений в об-
ласти сближения и контакта литосферных
структур. При этом для исследования гра-
ничных задач для систем уравнений в част-
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ных производных (УЧП) использован метод
блочного элемента [7, 8].

В настоящей работе также представ-
лен подход к исследованию напряженно-
деформированного состояния литосферных
структур вблизи разломов посредством моде-
лирования их пластинами Кирхгофа на упру-
гом основании. Реализован метод решения
задач, описывающих такие модели для пря-
молинейных разломов, в пространственной
и плоской постановках, основанный на пре-
образовании дифференциального оператора.
Данный подход обеспечивает получение бо-
лее простых представлений решения задачи,
а также может применяться в качестве кон-
трольного при проверке предельных решений
задач для разломов сложной конфигурации,
построенных на основе топологического ме-
тода [7]. В результате численной реализации
разработанного алгоритма проведены расче-
ты и проанализированы полученные результа-
ты при варьировании физико-механических
характеристик пластин и упругой подложки.

1. Постановка задачи

Рассматривается задача о вибрации двух
контактирующих упругих пластин, занимаю-
щих полуплоскости, на поверхности упругого
основания под действием поверхностной на-
грузки на пластины вида t (𝑥1, 𝑥2) exp (−𝑖𝜔𝑡),
t = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}, заданной в ограниченной об-
ласти. Декартова система координат свя-
зана со срединной плоскостью покрытия,
ось 𝑂𝑥3 направлена по нормали вверх, а
ось 𝑂𝑥2 совпадает с общей границей пла-
стин. Положительная полуплоскость по-
верхности основания для 𝑥3 = 0, заня-
тая одной из пластин, обозначена через
Ω+ = {(𝑥1, 𝑥2) | 0 < 𝑥1 <∞,−∞ < 𝑥2 <∞},
а отрицательная, занятая другой пластиной, —
Ω− = {(𝑥1, 𝑥2) | −∞ < 𝑥1 < 0,−∞ < 𝑥2 <∞}.
Скалярный случай подобной задачи был рас-
смотрен авторами в [9].

Установившийся процесс колебаний пла-
стин c частотой 𝜔 описывается системами
УЧП с постоянными коэффициентами [10]

𝜕2𝑢±,1

𝜕𝑥21
+

1− 𝜈±
2

𝜕2𝑢±,1

𝜕𝑥22
+𝜔2𝜌±

1− 𝜈2±
𝐸±

𝑢±,1+

+
1 + 𝜈±

2

𝜕2𝑢±,2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+

1− 𝜈2±
𝐸±ℎ±

𝑝±,1 = 0,

1 + 𝜈±
2

𝜕2𝑢±,1

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢±,2

𝜕𝑥22
+

1− 𝜈±
2

𝜕2𝑢±,2

𝜕𝑥21
+

+ 𝜔2𝜌±
1− 𝜈2±
𝐸±

𝑢±,2 +
1− 𝜈2±
𝐸±ℎ±

𝑝±,2 = 0, (1.1)

ℎ2±
12

∇4𝑢±,3−𝜔2𝜌±
1− 𝜈2±
𝐸±

𝑢±,3−
1− 𝜈2±
𝐸±ℎ±

𝑝±,3 = 0,

(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω±.

Здесь 𝑢±,1 (𝑥1, 𝑥2), 𝑢±,2 (𝑥1, 𝑥2) — перемеще-
ния срединной поверхности по направлениям
горизонтальных осей, 𝑢±,3 (𝑥1, 𝑥2) — по нор-
мали к плоскости 𝑥1𝑂𝑥2;
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𝑝±,𝑘 (𝑥1, 𝑥2) — интенсивности испытываемых
пластинами нагрузок по направлениям 𝑥𝑘,
𝑘 = 1, 3; 𝜈± — коэффициенты Пуассона, 𝜌± —
плотности, ℎ± — толщины пластин, 𝐸± — мо-
дули Юнга их материалов. Здесь и далее ис-
пользованы обозначения работ [4–9], времен-
ной множитель exp (−𝑖𝜔𝑡) опущен.

Далее в соотношениях (1.1) нагрузки 𝑝±,𝑘

представляются как суммы соответствую-
щих нагрузок 𝑡±,𝑘, действующих на верхнюю
грань пластины, и контактных напряжений
𝑔±,𝑘, действующих со стороны упругой под-
ложки, 𝑝±,𝑘 = 𝑔±,𝑘 + 𝑡±,𝑘, 𝑘 = 1, 3.

В случае, когда упругая подложка не со-
держит дефектов, на ее поверхности меж-
ду амплитудами перемещений и напряжений
имеют место следующие соотношения:
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−∞

k (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× g (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2, (1.2)

где u (𝑥1, 𝑥2) = {𝑢𝑗} и g (𝑥1, 𝑥2) = {𝑔𝑗}, 𝑗 =
= 1,3 — векторы амплитуд перемещений и
напряжений соответственно;
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× exp (−𝑖𝛼1𝑥1) d𝛼1 exp (−𝑖𝛼2𝑥2) d𝛼2,

K (𝛼1, 𝛼2) — матрица Грина упругого основа-
ния; 𝜎1, 𝜎2 — контуры в комплексной плос-
кости, выбираемые соответственно принципу
предельного поглощения. Вид матриц Гри-
на и способы их построения для разных ти-
пов слоистых упругих оснований приводят-
ся в [11–13 и др.]. Так, для однородного

51



О методах изучения динамики контактирующих литосферных структур

слоя с защемленной нижней гранью матрица
K (𝛼1, 𝛼2) может быть представлена соотно-
шением [14]
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где
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𝜆, 𝜇 и 𝜌 — соответственно параметры Ламе
и плотность слоя; ℎ1 < ℎ2 = 0 — границы
слоя в рассматриваемой системе координат
(ℎ1 = −𝐻).

Полагается, что пластины сцеплены с под-
ложкой жестко, т.е. на их границе векторы
напряжений и перемещений непрерывны в
областях контакта: u± (𝑥1, 𝑥2) = u (𝑥1, 𝑥2),
g± (𝑥1, 𝑥2) = g (𝑥1, 𝑥2) для x ∈ Ω±.

На стыке самих пластин, т.е. при 𝑥1 = 0
заданы граничные условия вида

L1 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u (𝑥1, 𝑥2)|𝑥1=0+0+

+ L2 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u (𝑥1, 𝑥2)|𝑥1=0−0 =

= f (𝑥2) , (1.4)

−∞ < 𝑥2 <∞.

Дифференциальные операторы L𝑗 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2),
𝑗 = 1, 2, и функции f (𝑥2) определяют ха-
рактер взаимодействия пластин в области их
соприкосновения [10].

2. Метод решения

Из систем (1.1), соотношений (1.2) и усло-
вий сопряжения подложки и покрытия выво-
дятся системы интегро-дифференциальных
уравнений
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Используя свойство преобразования Фурье
для свертки функций, можно представить
(2.1) в виде

R± (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)
1

4𝜋2

∫︁

𝜎1

∫︁

𝜎2

K (𝛼1, 𝛼2)G (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖 (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2)) d𝛼1 d𝛼2−
−E±g (𝑥1, 𝑥2) = b± (𝑥1, 𝑥2) , (2.2)

x ∈ Ω±,

где G (𝛼1, 𝛼2) = 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2)g (𝑥1, 𝑥2), 𝑉2 —
двумерное преобразование Фурье.

52



Колесников М.Н., Телятников И.С.

Нормализацию операторов (2.2) можно
произвести путем выноса из них дифферен-
циального оператора N (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2), построен-
ного с учетом вида элементов R± (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2).
Так,

N (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) =

= diag
{︀
Δ− 𝑙21,Δ− 𝑙21,

(︀
Δ− 𝑙21

)︀ (︀
Δ− 𝑙22

)︀}︀
,

где

Δ =
𝜕2

𝜕𝑥21
+

𝜕2

𝜕𝑥22
, 0 < 𝑙1 < 𝑙2.

Применяя к (2.2) и оператору N (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)
преобразование Фурье 𝑉 (𝛼2) по переменной
𝑥2, получим

R± (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2)
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K (𝛼1, 𝛼2)G (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖𝛼1𝑥1) d𝛼1 −E±ḡ (𝑥1, 𝛼2) =

= b̄± (𝑥1, 𝛼2) , ±𝑥1 > 0, (2.3)

R± (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) = 𝑉 (𝛼2)R± (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) ,

ḡ (𝑥1, 𝛼2) = 𝑉 (𝛼2)g (𝑥1, 𝑥2) ,

b̄± (𝑥1, 𝛼2) = 𝑉 (𝛼2)b± (𝑥1, 𝑥2) ;

N (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) = 𝑉 (𝛼2)N (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) =

= diag {𝑁1, 𝑁1, 𝑁2} ,

𝑁1 =
𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝛼2

2 − 𝑙21,

𝑁2 =

(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝛼2

2 − 𝑙21

)︂(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝛼2

2 − 𝑙22

)︂
.

Применяя N−1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) к соотношениям
(2.3), отбросив возрастающие составляющие
при 𝑥1 → +∞ или 𝑥1 → −∞ соответственно
области задания 𝑥1, получим

N−1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2)R± (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2)×

× 1

2𝜋

∫︁

𝜎1

K (𝛼1, 𝛼2)G (𝛼1, 𝛼2) exp (−𝑖𝛼1𝑥1) d𝛼1−

−N−1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2)E±ḡ (𝑥1, 𝛼2) = q±,0 (𝑥1, 𝛼2)+

+
4∑︁

𝑗=1

𝐶±,𝑗 (𝛼2)q±,𝑗 (𝑥1, 𝛼2), (2.4)

±𝑥1 > 0.

В результате проделанных операций в правых
частях систем (2.4) находятся общие реше-
ния систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ)

N (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2)q± (𝑥1, 𝛼2) = b̄± (𝑥1, 𝛼2) ,

±𝑥1 > 0,

в соответствующих полуплоскостях убываю-
щие на бесконечности. При этом

q± (𝑥1, 𝛼2) = q±,0 (𝑥1, 𝛼2)+

+
4∑︁

𝑗=1

𝐶±,𝑗 (𝛼2)q±,𝑗 (𝑥1, 𝛼2),q±,0 (𝑥1, 𝛼2) =

=
{︀
𝑞1±,0, 𝑞

2
±,0, 𝑞

3
±,0

}︀
;

q±,1 (𝑥1, 𝛼2) =
{︁
𝑒∓

√
𝑙21+𝛼2

2𝑥1 ,0,0
}︁
;

q±,2 (𝑥1, 𝛼2) =
{︁
0, 𝑒∓

√
𝑙21+𝛼2

2𝑥1 ,0
}︁
;

q±,3 (𝑥1, 𝛼2) =
{︁
0,0, 𝑒∓

√
𝑙21+𝛼2

2𝑥1

}︁
;

q±,4 (𝑥1, 𝛼2) =
{︁
0,0, 𝑒∓

√
𝑙22+𝛼2

2𝑥1

}︁
.

Правые части (2.4) следует продолжить
на всю плоскость некоторыми вектор-
функциями s∓ (𝑥1, 𝛼2), регулярными соот-
ветственно в нижней и верхней полуплоско-
стях. Последующее применение преобразова-
ния Фурье по 𝑥1 приводит к функциональным
уравнениям следующего вида:

M1 (𝛼1, 𝛼2)G (𝛼1, 𝛼2) = Q+,0 (𝛼1, 𝛼2)+

+

4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2)Q+,𝑗 (𝛼1, 𝛼2) + S− (𝛼1, 𝛼2),

M2 (𝛼1, 𝛼2)G (𝛼1, 𝛼2) = Q−,0 (𝛼1, 𝛼2)+

+

4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2)Q−,𝑗 (𝛼1, 𝛼2) + S+ (𝛼1, 𝛼2),

где использованы обозначения

M1 (𝛼1, 𝛼2) = N−1 (−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)×
× [R+ (−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)K (𝛼1, 𝛼2)−E+] ,

M2 (𝛼1, 𝛼2) = N−1 (−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)×
× [R− (−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)K (𝛼1, 𝛼2)−E−] ;

N (−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2) = 𝑉1 (𝛼1)N (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ,
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𝑁11 = 𝑁22 = −
(︀
𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝑙21
)︀
,

𝑁33 =
(︀
𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝑙21
)︀ (︀
𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝑙22
)︀
,

𝑁𝑘𝑚 = 0, 𝑘,𝑚 = 1,3, 𝑘 ̸= 𝑚;

R± (−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2) = 𝑉1 (𝛼1)R± (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ;

Q±,𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = 𝑉1 (𝛼1) [q±,𝑗 (𝑥1, 𝛼2)] =

= ±
±∞∫︁

0

q±,𝑗 (𝑥1, 𝛼2) exp (𝑖𝛼1𝑥1) d𝑥1,

𝑗 = 0,4;

Q±1 (𝛼1, 𝛼2) =

{︃
±𝑖

𝛼1 ± 𝑖
√︀
𝑙21 + 𝛼2

2

,0,0

}︃
,

Q±,2 (𝛼1, 𝛼2) =

{︃
0,

±𝑖
𝛼1 ± 𝑖

√︀
𝑙21 + 𝛼2

2

,0

}︃
,

Q±,3 (𝛼1, 𝛼2) =

{︃
0,0,

±𝑖
𝛼1 ± 𝑖

√︀
𝑙21 + 𝛼2

2

}︃
,

Q±,4 (𝛼1, 𝛼2) =

{︃
0,0,

±𝑖
𝛼1 ± 𝑖

√︀
𝑙22 + 𝛼2

2

}︃
;

S± (𝛼1, 𝛼2) = 𝑉 1 (𝛼1) s± (𝑥1, 𝛼2) =

= ±
±∞∫︁

0

s± (𝑥1, 𝛼2) exp (𝑖𝛼1𝑥1) d𝑥1.

Из (2.4) можно получить соотношения для
трансформант Фурье напряжений G (𝛼1, 𝛼2)

G = M−1
1

⎛
⎝Q+,0 +

4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2)Q+,𝑗 + S−

⎞
⎠ ,

(2.5)

G = M−1
2

⎛
⎝Q−,0 +

4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2)Q−,𝑗 + S+

⎞
⎠ ,

(2.6)
где Q+,𝑗 (𝛼1, 𝛼2), 𝑗 = 0, 4, и S+ (𝛼1, 𝛼2) — ре-
гулярные в верхней комплексной полуплос-
кости 𝛼1 вектор-функции, а Q−,𝑗 (𝛼1, 𝛼2),
𝑗 = 0, 4, и S− (𝛼1, 𝛼2) — в нижней как Фурье-
образы вектор-функций с носителем на поло-
жительной и отрицательной полуоси соответ-
ственно. Выбрав контур 𝜎 достаточно близ-
ким к вещественной оси, введем в рассмот-
рение области Θ±, расположенные выше и

ниже 𝜎 соответственно. Тогда можно считать,
что Q+,𝑗 (𝛼1, 𝛼2), 𝑗 = 0, 4, S+ (𝛼1, 𝛼2) — регу-
лярны при 𝛼1 ∈ Θ+, а Q−,𝑗 (𝛼1, 𝛼2), 𝑗 = 0, 4,
S− (𝛼1, 𝛼2) — при 𝛼1 ∈ Θ−.

Исключив из соотношений (2.5), (2.6)
интегральные характеристики напряжений
G (𝛼1, 𝛼2), получим систему функциональ-
ных уравнений, решаемую методом Винера–
Хопфа относительно неизвестных S± (𝛼1, 𝛼2)

Q+,0 +
4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2)Q+,𝑗 + S− =

= M

⎛
⎝Q−,0 +

4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2)Q−,𝑗 + S+

⎞
⎠ .

(2.7)

Здесь M (𝛼1, 𝛼2) = M1 (𝛼1, 𝛼2)M
−1
2 (𝛼1, 𝛼2)

стремится к диагональной с постоянными ко-
эффициентами,

M →

⎛
⎝
𝜇11 𝜇12 𝜇13
𝜇21 𝜇22 𝜇23
𝜇31 𝜇32 𝜇33

⎞
⎠ ,

𝜇11 = 1 +𝑂
(︀
𝛼−1
1

)︀
,

𝜇12 = 𝜇21 = 𝜇13 = 𝑂
(︀
𝛼−1
1

)︀
, 𝜇23 = 𝑂

(︀
𝛼−2
1

)︀
,

𝜇31 = 𝑂
(︀
𝛼−3
1

)︀
, 𝜇32 = 𝑂

(︀
𝛼−4
1

)︀
,

𝜇22 = 𝜀+,1/𝜀−,1 +𝑂
(︀
𝛼−1
1

)︀
,

𝜇33 = 𝜀+,3/𝜀−,3 +𝑂
(︀
𝛼−3
1

)︀
, 𝛼1 → ±∞.

При этом в некоторой криволинейной полосе,
содержащей контур 𝜎, элементы матрицы-
функции M регулярны и определитель её от-
личен от нуля, т.е. она может быть фактори-
зована по параметру 𝛼1 в виде произведения
относительно контура 𝜎 [11]

M (𝛼1, 𝛼2) = M− (𝛼1, 𝛼2)M+ (𝛼1, 𝛼2) . (2.8)

Факторизация матрицы M (2.8) составляет
основную сложность применяемого подхода,
для этого можно использовать методы, опи-
санные в [11, 15]. Следуя алгоритму метода
Винера–Хопфа, перенеся регулярные в Θ+

слагаемые в левую часть, а в области Θ− — в
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правую, используя обобщенную теорему Ли-
увилля [16], получим систему

M+S+−
{︁
(M−)

−1Q+,0

}︁+
+{M+Q−,0}+−

−
4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2)
{︁
(M−)

−1Q+,𝑗

}︁+
+

+

4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2) {M+Q−,𝑗}+ = 0, (2.9)

(M−)
−1 S−−{M+Q−0}−+

{︁
(M−)

−1Q+,0

}︁−
−

−
4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2) {M+Q−,𝑗}−+

+

4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2)
{︁
(M−)

−1Q+,𝑗

}︁−
= 0. (2.10)

Здесь факторизация в виде суммы вектор-
функций производилась покомпонентно.

Из полученной системы можно найти
вектор-функции S+ (𝛼1, 𝛼2) и S− (𝛼1, 𝛼2), вне-
ся которые в соотношения (2.6), получим
представление Фурье-образов напряжений
на поверхности упругого слоя. Соотношения
(1.2) в интегральной форме могут быть запи-
саны как

U (𝛼1, 𝛼2) = K (𝛼1, 𝛼2)G (𝛼1, 𝛼2) , (2.11)

где

U (𝛼1, 𝛼2) = 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2)u (𝑥1, 𝑥2) .

Используя (2.9), (2.11) (или (2.10), (2.11))
можно записать выражения для интеграль-
ных характеристик амплитуд перемещений
на поверхности подложки, в которые ли-
нейно входят восемь неизвестных функций
𝐶±,𝑗 (𝛼2), 𝑗 = 1, 4, определяемых из условий
стыковки пластин. В результате ряда преоб-
разований получим следующее представление
U (𝛼1, 𝛼2):

U (𝛼1, 𝛼2) = U0 (𝛼1, 𝛼2)+

+

4∑︁

𝑗=1

[︀
𝐶+,𝑗 (𝛼2)U+,𝑗 (𝛼1, 𝛼2)+

+ 𝐶−,𝑗 (𝛼2)U−,𝑗 (𝛼1, 𝛼2)
]︀
, (2.12)

U0 = P
(︂
Q+,0 +M−

[︂{︀
M+Q−,0

}︀−−

−
{︀
(M−)−1Q+,0

}︀−
]︂)︂
,

U+,𝑗 = P
(︁
Q+,j −M−

{︀
(M−)−1Q+,j

}︀−)︁
,

,

U−,𝑗 = PM−
{︀
M+Q−,𝑗

}︀−
, P = KM−1

1 .

Неизвестные коэффициенты 𝐶±,𝑗 (𝛼2), 𝑗 =
= 1,4, находятся из граничных условий (2.9),
при этом к соотношению (2.12) для инте-
гральных характеристик амплитуд перемеще-
ний U (𝛼1, 𝛼2) по параметру 𝛼1 применяется
обратное преобразование Фурье 𝑉 −1 (𝑥1), а
к условиям (2.9) — прямое преобразование
𝑉 (𝛼2) по переменной 𝑥2

ū (𝑥1, 𝛼2) =

= ū0 (𝑥1, 𝛼2) +
4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2) ū+,𝑗 (𝑥1, 𝛼2)+

+

4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2) ū−,𝑗 (𝑥1, 𝛼2), (2.13)

где

ū (𝑥1, 𝛼2) = 𝑉 −1 (𝑥1)U (𝛼1, 𝛼2) ,

ū0 (𝑥1, 𝛼2) = 𝑉 −1 (𝑥1)U0 (𝛼1, 𝛼2) ,

ū±,𝑗 (𝑥1, 𝛼2) = 𝑉 −1 (𝑥1)U±,𝑗 (𝛼1, 𝛼2) ,

𝑗 = 1, 4;

L1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0+0+

+ L2 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0−0 =

= F (𝛼2) , (2.14)

где

L𝑗 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) = 𝑉 (𝛼2)L𝑗 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) ,

𝑗 = 1, 2,

F = 𝑉 (𝛼2) f .
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В результате подстановки (2.13) в (2.14)
приходим к линейной системе для определе-
ния неизвестных 𝐶±,𝑗 (𝛼2), 𝑗 = 1,4,

4∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗 (𝛼2)×

×
[︁
L1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū+,𝑗 (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0+0+

+ L2 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū+,𝑗 (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0−0

]︁
+

+
4∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 (𝛼2)×

×
[︁
L1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū−,𝑗 (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0+0+

+ L2 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū−,𝑗 (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0−0

]︁
=

= F (𝛼2)− L1 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū0 (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0+0−
− L2 (𝜕𝑥1,−𝑖𝛼2) ū0 (𝑥1, 𝛼2)|𝑥1=0−0 .

Амплитуды смещений поверхности системы
покрытие/подложка находятся применением
к ū (𝑥1, 𝛼2) (2.13) обращения Фурье

u (𝑥1, 𝑥2) = 𝑉 −1 (𝑥2) ū (𝑥1, 𝛼2) , 𝑥1 ̸= 0.

3. Решение задачи для плоского
случая

Рассматривается задача о вертикальных
колебаниях пластин на поверхности упругого
слоя с защемленной нижней гранью в плос-
ком случае. В качестве внешнего воздействия
выбрана сосредоточенная нагрузка, действу-
ющая на правую пластину, с амплитудой
𝑡+ (𝑥1) = 𝐴𝛿

(︀
𝑥1 − 𝑥01

)︀
, 𝑥01 > 0 — координа-

та точки приложения нагрузки, 𝐴 > 0 – её
интенсивность; 𝑡− (𝑥1) = 0.

Уравнения колебания пластин (1.1) при-
нимают вид

𝑅± (𝜕𝑥1)𝑢± (𝑥1)− 𝜀±,5𝑔± (𝑥1) =

= 𝑏± (𝑥1) , (3.1)

±𝑥1 > 0,

где 𝑢± (𝑥1) и 𝑔± (𝑥1) — амплитуды перемеще-
ний и контактных напряжений на границе
покрытия и подложки;

𝑅± (𝜕𝑥1) = 𝜀±,3
𝜕4

𝜕𝑥41
− 𝜀±,4;

𝑏± (𝑥1) = −𝜀±,5𝑡± (𝑥1) .

В рассматриваемой задаче соотношения
для упругой подложки имеют вид

𝑢 (𝑥1) =

∞∫︁

−∞

𝑘 (𝑥1 − 𝜉1) 𝑔 (𝜉1) d𝜉1,

𝑘 (𝑥1) =
1

2𝜋

∫︁

𝜎

𝐾 (𝛼1) 𝑒
−𝑖𝛼1𝑥1d𝛼1,

где 𝑢 (𝑥1) и 𝑔 (𝑥1) – перемещения и напряже-
ния на поверхности упругого слоя соответ-
ственно; функция Грина 𝐾 (𝛼1) = K3,3 (𝛼1,0)
(1.2). В трансформантах Фурье последнее со-
отношение можно записать

𝑈 (𝛼1) = 𝐾 (𝛼1)𝐺 (𝛼1) , 𝛼1 ∈ 𝜎, (3.2)

где
𝑈 (𝛼1) = 𝑉 (𝛼1)𝑢 (𝑥1) ,

𝐺 (𝛼1) = 𝑉 (𝛼1) 𝑔 (𝑥1) .

Условия сопряжения подложки с пласти-
нами покрытия принимают вид

𝑢± (𝑥1) = 𝑢 (𝑥1) , 𝑔± (𝑥1) = 𝑔 (𝑥1) , (3.3)

±𝑥1 > 0.

Из (2.12) для интегральной характеристи-
ки перемещений можно получить выражение
Фурье-образа вертикальной компоненты пе-
ремещений

𝑈 = 𝐾𝑀−1
1

(︃
𝑄+,0 +

2∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗𝑄+,𝑗+

+𝑀−

[︂
{𝑀+𝑄−,0}− −

{︁
(𝑀−)

−1𝑄+,0

}︁−
+

+
2∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗 {𝑀+𝑄−,𝑗}−−

−
2∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗

{︁
(𝑀−)

−1𝑄+,𝑗

}︁−]︂
)︃
,

𝛼1 ∈ 𝜎,

где

𝑀𝑗 (𝛼1) =

= 𝑁−1 (−𝑖𝛼1) [𝑅± (−𝑖𝛼1)𝐾 (𝛼1)− 𝜀±,5] ,
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причем индекс «+» соответствует 𝑗 = 1, «–» —
𝑗 = 2;

𝑁 (−𝑖𝛼1) =

=
(︀
𝛼2
1 + 𝑙21

)︀ (︀
𝛼2
1 + 𝑙22

)︀
= 𝑉 (𝛼1)𝑁 (𝜕𝑥1) ;

𝑁 (𝜕𝑥1) =

(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝑙21

)︂(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝑙22

)︂
;

𝑙2 > 𝑙1 > 0;

𝑅± (−𝑖𝛼1) = 𝜀±,3𝛼
4
1 − 𝜀±,4;

𝑀 (𝛼1) =𝑀1 (𝛼1)𝑀
−1
2 (𝛼1) ;

𝑀± (𝛼1) — множители, получаемые в резуль-
тате факторизации относительно контура 𝜎
функции 𝑀 (𝛼1) в виде произведения,

𝑀 (𝛼1) =𝑀− (𝛼1)𝑀+ (𝛼1) ;

𝑄±,0 (𝛼1) и𝑄±,𝑗 (𝛼1), 𝑗 = 1, 2 — Фурье-образы
составляющих общих решений дифференци-
альных уравнений 𝑁 (𝜕𝑥1) 𝑞± (𝑥1) = 𝑏± (𝑥1),
±𝑥1 > 0, убывающих в областях их определе-
ния;

𝑏+ (𝑥1) = −𝜀+,5𝐴𝛿
(︀
𝑥1 − 𝑥01

)︀
; 𝑏− (𝑥1) = 0;

𝐶±𝑗 , 𝑗 = 1, 2 — произвольные постоянные.
Нетрудно убедиться, что

𝑞− (𝑥1) = 𝐶−,1𝑒
𝑙1𝑥1 + 𝐶−,2𝑒

𝑙2𝑥1 , 𝑥1 < 0,

𝑞+ (𝑥1) = 𝑞+,0 (𝑥1) + 𝐶+,1𝑒
−𝑙1𝑥1 + 𝐶+,2𝑒

−𝑙2𝑥1 ,

𝑥1 > 0.

Откуда
𝑄−,0 (𝛼1) = 0,

𝑄+,0 (𝛼1) = 𝑉 (𝛼1) 𝑞+,0 (𝑥1) ,

𝑄±,𝑗 (𝛼1) = 𝑉 (𝛼1)
[︁
𝑒∓𝑙𝑗𝑥1

]︁
=

±𝑖
𝛼1 ± 𝑖𝑙𝑗

.

Можем записать выражение для внеш-
них нагрузок 𝑏+ (𝑥1), воспользовавшись инте-
гральным представлением 𝛿-функции

𝑏+ (𝑥1) = −𝜀+,5𝐴

2𝜋

+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝛼1(𝑥0
1−𝑥1)d𝛼1 =

= 𝑉 −1 (𝑥1)𝐵+ (𝛼1) , 𝑥1 > 0.

При этом частное решение 𝑞+,0 (𝑥1) ОДУ
𝑁 (𝜕𝑥1) 𝑞+ (𝑥1) = 𝑏+ (𝑥1) запишется

𝑞+,0(𝑥1) =
𝜀+,5𝐴

4(𝑙21 − 𝑙22)

[︂
(1 + sign(𝑥1 − 𝑥01))×

×
(︃
𝑒−𝑙1(𝑥1−𝑥0

1)

𝑙1
− 𝑒−𝑙2(𝑥1−𝑥0

1)

𝑙2

)︃
+

+
(︀
1− sign(𝑥1 − 𝑥01)

)︀
×

×
(︃
𝑒𝑙1(𝑥1−𝑥0

1)

𝑙1
− 𝑒𝑙2(𝑥1−𝑥0

1)

𝑙2

)︃]︂
, 𝑥1 > 0,

a его трансформанта Фурье 𝑄+,0 (𝛼1) имеет
вид

𝑄+,0 (𝛼1) =

=
𝜀+,5𝐴(︀

𝛼2
1 + 𝑙21

)︀ (︀
𝛼2
1 + 𝑙22

)︀
2𝑙1𝑙2

(︀
𝑙22 − 𝑙21

)︀×

×
[︂
𝑖𝛼1

(︁
𝑙1𝑒

−𝑥0
1𝑙2
(︀
𝛼2
1 + 𝑙21

)︀
− 𝑙2𝑒

−𝑥0
1𝑙1
(︀
𝛼2
1 + 𝑙22

)︀)︁
+

+ 𝑙1𝑙2

(︁
𝑒−𝑥0

1𝑙1
(︀
𝑙22 + 𝛼2

1

)︀
− 𝑒−𝑥0

1𝑙2
(︀
𝑙21 + 𝛼2

1

)︀)︁]︂
−

− 𝜀+,5𝐴𝑒
i𝑥0

1𝛼1

(︀
𝛼2
1 + 𝑙21

)︀ (︀
𝛼2
1 + 𝑙22

)︀ .

Последнее выражение может быть представ-
лено в виде суммы простых дробей

𝑄+,0 (𝛼1) =
𝑎1𝑒

𝑖𝑥0
1𝛼1 + 𝑎2

𝛼1 − 𝑖𝑙1
+
𝑎3𝑒

𝑖𝑥0
1𝛼1 + 𝑎4

𝛼1 − 𝑖𝑙2
+

+
𝑎5𝑒

𝑖𝑥0
1𝛼1 + 𝑎6

𝛼1 + 𝑖𝑙1
+
𝑎7𝑒

𝑖𝑥0
1𝛼1 + 𝑎8

𝛼1 + 𝑖𝑙2
, (3.4)

𝑎𝑘 = const, 𝑘 = 1, 8.

Факторизуем 𝑀 (𝛼1) относительно контура
𝜎, отклоняющегося в комплексную плоскость
при обходе вещественных полюсов [11,12], в
виде произведения 𝑀 (𝛼1) =𝑀−𝑀+. Произ-
ведем приближенную факторизацию, аппрок-
симировав 𝑀 (𝛼1) функцией 𝑀̄ (𝛼1). Четные
функции 𝐾 (𝛼1), 𝑀1 (𝛼1) и 𝑀2 (𝛼1) имеют ко-
нечное число однократных вещественных по-
люсов и нулей. Воспользуемся для них обо-
значениями: 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁𝑝 — положительные
полюсы 𝐾 (𝛼1) (вещественные полюсы 𝑀1 и
𝑀2 совпадают с полюсами𝐾); 𝑧0,𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁0

𝑧 —
вещественные положительные нули 𝐾; 𝑧𝑘,𝑗 ,
𝑗 = 1, 𝑁𝑘

𝑧 — вещественные положительные
нули 𝑀𝑘. Введем функции:

𝐾0 (𝛼1) = Π−1
0 (𝛼1)𝐾,
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𝑀𝑘,0 (𝛼1) = Π−1
𝑘 (𝛼1)𝑀𝑘, 𝑘 = 1, 2.

Здесь

Π0 (𝛼1) =

(︀
𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁𝑝
𝑁0

𝑧∏︀
𝑗=1

(︁
𝛼2
1 − 𝑧20,𝑗

)︁

(︀
𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁0
𝑧

𝑁𝑝∏︀
𝑗=1

(︁
𝛼2
1 − 𝑝2𝑗

)︁ ;

Π𝑘 (𝛼1) =

(︀
𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁𝑝
𝑁𝑘

𝑧∏︀
𝑗=1

(︁
𝛼2
1 − 𝑧2𝑘,𝑗

)︁

(︀
𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁𝑘
𝑧

𝑁𝑝∏︀
𝑗=1

(︁
𝛼2
1 − 𝑝2𝑗

)︁ ;

𝑙3 > 𝑙2.

Четные функции 𝐾0 (𝛼1) и 𝑀𝑘,0 (𝛼1) (𝑘 = 1,2)
не имеют нулей и полюсов на контуре 𝜎 и ве-
щественной оси и на бесконечности ведут себя
как 𝑂

(︀
𝛼−1
1

)︀
. Аппроксимировав функции

√︀
𝛼2
1 + 𝑙24
𝜅0

𝐾0 (𝛼1) ,

√︀
𝛼2
1 + 𝑙24
𝜅𝑘

𝑀𝑘,0 (𝛼1)

полиномами Бернштейна одинаковой степени
𝑁𝐴 [11], получим

𝐾0 (𝛼1) ≈ 𝐾̄0 (𝛼1) =

=
𝜅0√︀
𝛼2
1 + 𝑙24

Π−
𝐴0 (𝛼1)Π

+
𝐴0 (𝛼1)(︀

𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁𝐴
,

𝑀𝑘,0 (𝛼1) ≈ 𝑀̄𝑘,0 (𝛼1) =

=
𝜅𝑘√︀
𝛼2
1 + 𝑙24

Π−
𝐴,𝑘 (𝛼1)Π

+
𝐴,𝑘 (𝛼1)

(︀
𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁𝐴
,

𝑘 = 1, 2,

Π±
𝐴,𝑚 ≡ Π±

𝐴,𝑚 (𝛼1) =

𝑁𝐴∏︁

𝑗=1

(︀
𝛼1 ± 𝑧𝐴𝑚,𝑗

)︀
,

𝑚 = 0, 2.

Здесь 𝑙4 > 𝑙3;

𝜅0 = lim
𝛼1→∞

𝛼1𝐾 (𝛼1) ; 𝜅𝑘 = lim
𝛼1→∞

𝛼1𝑀𝑘 (𝛼1) ,

𝑧𝐴𝑚,𝑗 , 𝑚 = 0, 2 — нули аппроксимирующих
полиномов. Таким образом,

𝐾 (𝛼1) ≈ 𝐾̄ (𝛼1) = Π0 (𝛼1) 𝐾̄0 (𝛼1) ,

𝑀𝑘 (𝛼1) ≈ 𝑀̄𝑘 (𝛼1) = Π𝑘 (𝛼1) 𝑀̄𝑘,0 (𝛼1) .

А аппроксимирующая 𝑀 (𝛼1) функция при-
мет вид

𝑀 (𝛼1) ≈ 𝑀̄ (𝛼1) =

=
𝜅1
𝜅2

(︀
𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁2
𝑧Π+

1 Π
−
1 Π

+
𝐴,1Π

−
𝐴,1(︀

𝛼2
1 + 𝑙23

)︀𝑁1
𝑧Π+

2 Π
−
2 Π

+
𝐴,2Π

−
𝐴,2

,

𝛼1 ∈ 𝜎,

Π±
𝑘 ≡ Π±

𝑘 (𝛼1) =

𝑁𝑘
𝑧∏︁

𝑗=1

(︀
𝛼2
1 − 𝑧2𝑘,𝑗

)︀
, 𝑘 = 1, 2.

Факторизация в виде произведения функции
𝑀̄ (𝛼1) относительно контура 𝜎, который об-
ходит снизу вещественные положительные
особенности и сверху –отрицательные, пред-
ставляется следующим образом:

𝑀± (𝛼1) ≈ 𝑀̄± (𝛼1) =

=

√︂
𝜅1
𝜅2

(𝛼1 ± 𝑖𝑙3)
𝑁2

𝑧Π±
1 Π

±
𝐴,1

(𝛼1 ± i𝑙3)
𝑁1

𝑧Π±
2 Π

±
𝐴,2

.

Выражения для
{︀
𝑀̄+𝑄−,0

}︀−,
{︀
𝑀̄+𝑄−,𝑗

}︀−,{︀
𝑀̄−1

− 𝑄+,0

}︀−,
{︀
𝑀̄−1

− 𝑄+,𝑗

}︀− получаются в ре-
зультате факторизации функций, стоящих в
фигурных скобках, в виде сумм относительно
контура 𝜎 [11]. Функции, факторизуемые в
виде суммы, принимают вид

𝑀̄+𝑄−,0 = 0,

𝑀̄+𝑄−,𝑗 =

= −𝑖
√︂
𝜅1
𝜅2

(𝛼1 + i𝑙3)
𝑁2

𝑧Π+
1 Π

+
𝐴,1

(𝛼1 − 𝑖𝑙𝑗) (𝛼1 + 𝑖𝑙3)
𝑁

𝑀̃1
𝑧 Π+

2 Π
+
𝐴,2

,

𝑀̄−1
− 𝑄+,𝑗 =

= 𝑖

√︂
𝜅1
𝜅2

(𝛼1 − i𝑙3)
𝑁1

𝑧Π−
2 Π

−
𝐴,2

(𝛼1 + 𝑖𝑙𝑗) (𝛼1 − 𝑖𝑙3)
𝑁2

𝑧Π−
1 Π

−
𝐴,1

,

𝑗 = 1, 2,

𝑀̄−1
− 𝑄+,0 =

√︂
𝜅1
𝜅2

(𝛼1 − i𝑙3)
𝑁1

𝑧Π−
2 Π

−
𝐴,2

(𝛼1 − i𝑙3)
𝑁2

𝑧Π−
1 Π

−
𝐴,1

𝑄+,0.
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где 𝑄+,0 представлено в виде (3.4). Таким
образом, {︀

𝑀̄+𝑄−,0

}︀−
= 0,

{︀
𝑀̄+𝑄−,𝑗

}︀−
=

res
𝛼1=𝑖𝑙𝑗

𝑀̄+𝑄−,𝑗

𝛼1 − 𝑖𝑙𝑗
,

{︀
𝑀̄−1

− 𝑄+,0

}︀−
=
∑︁

𝜉∈Ξ

res
𝛼1=𝜉

𝑀̄−1
− 𝑄+,0

𝛼1 − 𝜉
,

{︀
𝑀̄−1

− 𝑄+,𝑗

}︀−
=
∑︁

𝜉∈Ξ

res
𝛼1=𝜉

𝑀̄−1
− 𝑄+,𝑗

𝛼1 − 𝜉
,

где

Ξ =
{︀
𝑖𝑙1; 𝑖𝑙2; 𝑖𝑙3;

𝑧1,𝑗 : 𝑗 = 1, 𝑁1
𝑧 ; 𝑧

𝐴
1,𝑗 : 𝑗 = 1, 𝑁𝐴

}︀
.

В результате для приближенных значений
интегральных характеристик смещений при
вертикальных колебаниях пластин приходим
к выражению

𝑈 ≈ 𝑈̄ =

= 𝐾̄𝑀̄−1
1

(︃
𝑄+,0 +

2∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗𝑄+,𝑗+

+ 𝑀̄−

[︃
{︀
𝑀̄+𝑄−,0

}︀− −
{︀
𝑀̄−1

− 𝑄+,0

}︀−
+

+

2∑︁

𝑗=1

𝐶−,𝑗

{︀
𝑀̄+𝑄−,𝑗

}︀−−

−
2∑︁

𝑗=1

𝐶+,𝑗

{︀
𝑀̄−1

− 𝑄+,𝑗

}︀−
]︃)︃

.

Здесь 𝐾 (𝛼1) и 𝑀1 (𝛼1) также заменены ап-
проксимациями 𝐾̄ (𝛼1) и 𝑀̄1 (𝛼1), что обес-
печивает возможность аналитического обра-
щения преобразования Фурье, откуда могут
быть найдены приближенные значения сме-
щений, в которые входят неизвестные посто-
янные 𝐶±,𝑗 (𝑗 = 1, 2)

𝑢 (𝑥1) ≈ 𝑉 −1 (𝑥1) 𝑈̄ (𝛼1) , 𝑥1 ̸= 0.

Чтобы получить окончательное решение, по-
следнее соотношение, содержащее коэффи-
циенты 𝐶±𝑗 (𝑗 = 1,2), следует подставить в
граничные условия на стыке пластин вида
(1.4).

Заключение

В результате численной реализации разра-
ботанных алгоритмов для ряда задач прове-
дены расчеты и проанализированы получен-
ные результаты при варьировании физико-
механических характеристик пластин и упру-
гой подложки. На рис. 1 приведены резуль-
таты решения плоской задачи вышеизложен-
ным методом.

Приведенные графики получены для сле-
дующих модельных безразмерных (здесь и
далее помечены чертой) параметров подлож-
ки: 𝜌 = 1, 𝜇̄ = 0,67, 𝜈 = 0,125, 𝐻̄ = 5. Для пла-
стин 𝜌+ = 𝜌− = 1, 𝜇̄+ = 1, 𝜈+ = 𝜈− = 0,125,
ℎ̄+ = ℎ̄− Безразмерная частота определяется
формулой

𝜔̄2 =
𝜌+𝜔

2ℎ2+
𝜇+

, 𝑥̄0 = 5.

На стыке пластин заданы условия непрерыв-
ности поперечных сил и смещений, изгибаю-
щие моменты равны нулю. На верхнем графи-
ке правая пластина более жесткая, на ниж-
нем — менее жесткая, на среднем — жесткость
пластин одинакова.

Полученные результаты позволили вы-
явить характер распространения гармониче-
ского сигнала в рассматриваемой структуре
для однотипных и разнотипных пластин при
различных свойствах подложки и условиях
контакта. Непосредственно на разломе опре-
делены конфигурации прохождения сигнала,
которые могут служить для идентификации
типа разлома.

Развитие механико-математических мето-
дов идентификации разломов как сейсмоге-
нерирующих зон в системе блоковой делимо-
сти земной коры на примере рассматривае-
мых моделей позволяет для криволинейных
участков границ литосферных плит строить
кусочно-линейные аппроксимации, используя
для каждого прямолинейного участка описан-
ные подходы.
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