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Abstract. The low Earth orbit propagation accuracy critically depends on the knowledge of
atmosphere density variations determining the atmosphere drag to the low Earth satellites. In its
turn, the atmosphere drag depends on the intensity of solar radiation and is the most important
factor of determining the orbiting lifetime of a satellite in the low Earth orbit or the geostationary
transfer orbit (having a very low perigee). However, the prediction of the atmosphere density
variations is a weak point of the low satellite motion parameters propagation. The processes of
such a kind are characterized by instability of the registered signal level, by presence of appreciable
stochastic component, and often by absence of a priori knowledge on their analytic structure.
Application of classic methods in such cases usually does not give satisfactory results. In this
paper, a family of methods for enhancing the propagation of a wide class of processes having
non-stable parameters is proposed. The methods are of a phenomenological type (not requiring
any a priori information) including the block approximation method, D-methods of revealing
latent periodicities, the generalized weighed root-mean-square method. These methods allow
revealing the real structure of processes investigated by their measurements only. Moreover, they
give a possibility for concretizing obscure and approximate assumption on the process’s structure,
as well as enhancing the quality of prediction of processes having roughly determined or “floating”
values of their parameters and to guess the trend of their variations. As an example of application
of the proposed methods the solar flux projection is made with their help.
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Введение

Точность прогнозирования движения
низкоорбитальных космических объектов
(НОКО) сильно зависит от знания вариаций
плотности атмосферы, определяющих тор-
можение космических объектов (КО) в ат-
мосфере. Атмосферное торможение, завися-
щее от интенсивности солнечной радиации,
является важнейшим фактором при опреде-
лении времени орбитального существования
неуправляемых НОКО и КО на переходных к
геосинхронным орбитах (с низким перигеем).
Однако прогнозирование вариаций плотно-
сти атмосферы является самым узким ме-

стом в прогнозировании параметров движе-
ния НОКО [1].

Процессы типа изменения индекса солнеч-
ного радиоизлучения, оптических и радиоло-
кационных сигнатур наблюдения искусствен-
ных спутников Земли (ИСЗ) характеризуют-
ся отчетливо выраженной неустойчивостью
уровня регистрируемого сигнала, наличием
заметной случайной, в том числе, шумовой со-
ставляющей и часто отсутствием априорных
сведений об их аналитическом представле-
нии, точнее об аналитическом представлении
их детерминированного тренда. Все это суще-
ственно затрудняет анализ их структуры и их
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прогнозирование. Применение классических
методов анализа и аппроксимации таких про-
цессов на мерном интервале обычно не дают
удовлетворительных результатов [2, 3].

Рассмотрим «пакет» следующих специаль-
ных методов для повышения эффективности
решения подобных задач.

1. D-метод выявления скрытых
периодичностей в исследуемом

процессе

Он достаточно подробно описан и изучен
в [2, 4–6]. Поэтому здесь ограничимся лишь
напоминанием вида главной рабочей функ-
ции метода

𝐷𝑛
𝑋(𝜏) =

1

𝑡

𝑡∫︁

0

⃒⃒
⃒𝑋(𝑛)(𝑡 + 𝜏) −𝑋(𝑛)(𝑡)

⃒⃒
⃒ d𝑡,

𝑡 = 𝑡− 𝜏,

где [0, 𝑡] — мерный интервал задания процес-
са (интервал обработки), 𝑋(𝑡) — исследуемый
процесс, 𝑋(𝑛)(𝑡) — 𝑛-я производная функции
𝑋(𝑡), 𝜏 — вспомогательная независимая пере-
менная размерности 𝑡, принимающая неотри-
цательные действительные значения. Функ-
ция 𝐷𝑛

𝑋(𝜏) (𝐷-образ процесса 𝑋) имеет харак-
терные острые минимумы в точках, кратных
периоду высшей периодики процесса. Форма
и кратность минимумов позволяют оценить
значения периодов с очень высокой точно-
стью. После выявления и фильтрации высшей
периодической составляющей остаток процес-
са снова подвергается 𝐷-преобразованию с
целью выявления следующей по высоте пери-
одики и т. д.

2. Обобщенный взвешенный метод
наименьших квадратов (м.н.к.)

Применение обычного среднеквадратиче-
ского критерия даст плохое приближение ад-
дитивных составляющих процесса (например,
периодических компонент), если ошибка в
оценке их параметров велика́ и/или вели́к
интервал обработки. Введение обычных ве-
сов не решает проблемы, так как параметры
аддитивных составляющих процесса могут
существенно различаться и тем самым требо-
вать различных весовых функций для каж-
дой. Условимся для простоты считать при-
ближение оптимальным, если каждая состав-
ляющая наиболее точно приближена в конце
интервала обработки. Тогда естественно ожи-
дать наиболее точного предсказания процесса

в примыкающей справа области экстраполя-
ции.

Можно предложить простое обобщение
взвешенного среднеквадратического крите-
рия, в котором такие функции регулирова-
ния процесса аппроксимации выполняются
независимыми наборами весов

𝐹 (𝑎) =

𝑘∑︁

𝑘=0

(𝑋𝑘 −
𝑖∑︁

𝑖=0

𝑝𝑖𝑘𝑎𝑖𝜑𝑖(𝑡𝑘))2𝑝𝑘.

Здесь 𝑝𝑘 — произвольные весовые коэффи-
циенты (как и в классическом среднеквадра-
тическом критерии), например, связываемые
с точностью измерений, а 𝑝𝑖𝑘 — веса совер-
шенно другого, поясненного выше физическо-
го толкования. Их можно выбирать следую-
щим образом: 𝑝𝑖𝑘 = 0, если 0 6 𝑡𝑘 6 𝑡 − 𝑐𝑇𝑖,
𝑝𝑖𝑘 = 1 — для остальных 𝑡𝑘, где 𝑡 — конец
интервала обработки, начало которого сов-
падает с нулем, {𝜙𝑖(𝑡)} — функциональный
базис аппроксимации процесса. Более широ-
кое обобщение взвешенного среднеквадрати-
ческого критерия дает формула

𝐹 (𝑎) =
𝑘∑︁

𝑘=0

(𝑋𝑘 − Ψ)2
1
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𝑖=0

𝑝𝑖𝑘𝑎𝑖𝜑𝑖(𝑡𝑘)

1

𝑖 + 1

𝑖∑︁

𝑖=0

𝑝𝑖𝑘

.

При этом при желании понятие ортогональ-
ности функционального базиса легко обобща-
ется [4] с сохранением всех положительных
свойств классической ортогонализации.

Вектор 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑖, . . . , 𝑎𝑖̄) будем
считать оптимальной оценкой 𝑎̂ коэффициен-
тов аппроксимирующего выражения

𝑋̃(𝑡) =

𝑖∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝜑𝑖(𝑡),

если этот вектор минимизирует функционал
𝐹 (𝑎).

3. Метод последовательной коррекции
коэффициентов обобщенного

полинома
Это простая итерационная процедура, да-

ющая положительные результаты в случаях,
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когда процесс содержит аддитивные состав-
ляющие с неустойчивыми параметрами, на-
пример, амплитудами, периодами и фазами.
Он подробно изложен в [2, 3].

4. Метод блочной аппроксимации

Этот метод показал свою эффективность
для случая приближения действительной
функции действительного аргумента супер-
позицией действительных функций действи-
тельного аргумента. Метод позволяет фено-
менологически вскрывать довольно сложные
структуры процессов.

Пусть функцию 𝑋(𝑡), заданную свои-
ми значениями на отрезке [𝛼, 𝛽], требуется
аппроксимировать в какой-либо метрике 𝜌
функцией известного вида Φ(𝑡, 𝜔), где 𝑡 — ска-
лярный аргумент (обычно время, но не обя-
зательно), а 𝜔 — неизвестный вектор пара-
метров, то есть нужно отыскать min

𝜔
𝜌(𝑋,Φ),

например,

min
𝜔

𝛽∫︁

𝛼

(𝑋 − Φ)2𝑑𝑡.

При достаточно сложном виде 𝜌 и Φ, а также
при большой размерности вектора 𝜔 задача
трудно разрешима, а часто вообще не подда-
ется решению с применением классических,
традиционных подходов. В настоящем раз-
деле для решения этой задачи предлагается
следующая формальная (кстати, вполне кон-
структивная) процедура.

Предположим, что Φ допускает представ-
ление

Φ(𝑡, 𝜔) = 𝐻(𝑡, 𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑘),

где 𝜀𝑘 — вообще говоря, функции 𝑡 и 𝜔, при-
чем 𝐻 «проще» Φ в том смысле, что аппрок-
симировать 𝑋 функцией 𝐻, считая условно и
временно все 𝜀𝑘 не функциями, а независимы-
ми (скалярными) неизвестными параметрами
(𝜀 — их вектор), не представляет труда.

Далее производим конечное разбиение
Θ = {𝜃} отрезка [𝛼, 𝛽] на подотрезки (𝜃 — про-
извольный элемент разбиения). На каждом
𝜃 решаем задачу наилучшего приближения
процесса 𝑋 функцией 𝐻. Полученные в ре-
зультате этого на всех 𝜃 оценки 𝜀𝜃 векторов 𝜀𝜃

определяют на всем отрезке [𝛼, 𝛽] семейство
ступенчатых функций 𝜀Θ𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘.

Если 𝜀𝑘(𝑡, 𝜔) по-прежнему сложны, то по-
ступаем с ними аналогично тому, как было

сделано с Φ(𝑡, 𝜔), то есть представляем каж-
дую из них в виде 𝜀𝑘(𝑡, 𝜔) = 𝐸𝑘(𝑡, 𝜈1, 𝜈2, . . .,
𝜈𝑟𝑘), где 𝜈𝑟𝑘 — вообще говоря, функции 𝑡и
𝜔 , но 𝐸𝑘 «проще» 𝜀𝑘 в том смысле, что ис-
пользовать первую в качестве приближающей
функции, условно и временно считая все 𝜈𝑟𝑘
не функциями, а независимыми параметра-
ми, не представляет труда. Далее, по анало-
гии с предыдущим шагом, производим более
крупное разбиение Θ′ = {𝜃′} отрезка [𝛼, 𝛽]
на подотрезки (𝜃′ — произвольный элемент
разбиения, |𝜃′| ≫ |𝜃|). На каждом 𝜃′ решаем
задачу наилучшего приближения функций
𝜀Θ𝑘 (𝑡) функциями 𝐸𝑘(𝑡, 𝜈1, 𝜈2, . . . , 𝜈𝑟𝑘). В ре-
зультате получим для каждого 𝑘по семейству
ступенчатых функций 𝜈Θ

′
𝑟𝑘

(𝑡), 𝑟𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟𝑘,
определенных аналогично 𝜀Θ𝑘 (𝑡) на всем от-
резке [𝛼, 𝛽]. Такой процесс последовательных
разбиений и приближений длится до тех пор,
пока на некоторой стадии не будут получены
функции, которыми просто получить прибли-
жение соответствующих ступенчатых функ-
ций на всем отрезке [𝛼, 𝛽].

Общий смысл описанной формальной про-
цедуры последовательного упрощения формы
Φ(𝑡, 𝜔) состоит в следующем. Производится
разбиение интервала обработки на подынтер-
валы и одновременно в аналитической форму-
ле приближающей функции Φ(𝑡, 𝜔) произво-
дится замена некоторых формульных блоков
(отсюда название «метод блочной аппрокси-
мации») условными символами, с тем чтобы
получить более простое выражение 𝐻(𝑡, 𝜀),
временно трактуя введенные символы как
неизвестные параметры (скаляры).

Далее, на каждом подынтервале прибли-
жают 𝑋 упрощенной функцией 𝐻(𝑡, 𝜀) и полу-
чают оценки введенных искусственных пара-
метров, которые образуют семейство ступен-
чатых функций на всем исходном интервале
[𝛼, 𝛽]. Если замененные временными констан-
тами функциональные блоки все еще сложны,
то с ними поступают так же, как и с Φ(𝑡, 𝜔), и,
произведя более крупное разбиение интерва-
ла обработки [𝛼, 𝛽], приближают соответству-
ющие ступенчатые функции построенными
упрощенными выражениями блоков и т.д.

У метода блочной аппроксимации есть
еще очень важное достоинство, которое мож-
но непосредственно использовать для вскры-
тия сложной и заранее неизвестной анали-
тической структуры исследуемого процесса.
Если в такой структуре есть «белые пятна»,
ее сразу можно представить с условными сим-
волами вместо неясных блоков. И тогда на со-
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ответствующем шаге вид ступенчатой функ-
ции сам подскажет аналитический вид блока,
временно замененного константой (при ап-
проксимации на каждом элементе разбиения
мерного интервала).

Прогнозирование солнечной активности с
применением предложенного пакета матема-
тических инструментов. Ограничимся наибо-
лее часто используемым индексом — плотно-
стью потока солнечного радиоизлучения на
волне длины 𝜆 = 10,7 см (индекс 𝐹10,7).

Примем модель изменения индекса 𝐹10,7

в следующем виде

𝑋(𝑡) =
𝑖∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖 +

𝑟∑︁

𝑟=1

(︂
𝐴𝑟(𝑡) sin

2𝜋

𝑇𝑟(𝑡)
𝑡+

+ 𝐵𝑟(𝑡) cos
2𝜋

𝑇𝑟(𝑡)
𝑡

)︂
. (4.1)

Нет никаких априорных данных об аналити-
ческой структуре функций 𝐴𝑟(𝑡), 𝐵𝑟(𝑡), 𝑇𝑟(𝑡)
и значениях параметров 𝑖̄, 𝑟. Таким образом,
крайняя сложность задачи аппроксимации
процесса изменения индекса 𝐹10,7 очевидна.
Причем проблема еще усложняется наличием
случайных составляющих в процессе и оши-
бок измерений.

Прежде чем непосредственно приступить
к решению этой задачи, нужно справиться
с двумя проблемами: грубой, предваритель-
ной оценки упомянутых параметров и выбора
критерия аппроксимации. Первая проблема
решается с помощью семейства 𝐷-методов. В
результате анализа измерений интенсивности
солнечного радиоизлучения (индекс 𝐹10,7) на
сравнительно небольших интервалах времени
(50–40 сут.) с помощью 𝐷-методов различных
порядков выявлялись периодические компо-
ненты с периодами, равными приблизительно
7, 14, 28, 50, 75, 120, 185, 240, 360 сут. При
этом на различных отрезках времени состав
гармоник различался, особенно в части дол-
гопериодических компонент. Определяемые
значения периодов также не были устойчи-
вы, и здесь приведены их средние значения,
отклонения от которых достигали 10–15 %.
Наиболее стабильно выявлялись три перио-
дические компоненты. Их периоды (в сутках)
на различных интервалах имели следующие
оценки:

𝑇1 : 5,9; 6,43; 6,91; 7,21;
𝑇2: 14,1; 15,18; 16,3;
𝑇3: 26,795; 26,84; 27,93; 28,31.
Ввиду неустойчивости периодов и ампли-

туд «гармоник» процесса изменения интен-

сивности солнечного радиоизлучения для его
прогнозирования, кроме обобщенного взве-
шенного м.н.к., естественно использовать ме-
тод блочной аппроксимации. По группе реа-
лизаций точность прогноза индекса 𝐹10,7 ха-
рактеризовалась средней ошибкой, составля-
ющей 7–9 % от средней (на интервале обработ-
ки) амплитуды наиболее мощной гармоники
(третьей) при продолжительности прогноза
60 сут.

В качестве примера приведем результат
прогнозирования солнечной активности с по-
мощью предложенного пакета методов с па-
раметрами аппроксимирующего выражения
(4.1) на первой стадии 𝑖̄ = 1, 𝑟 = 1. При
этом на первом этапе применения метода
блочной аппроксимации неизвестные функци-
ональные блоки 𝐴𝑟(𝑡), 𝐵𝑟(𝑡), 𝑇𝑟(𝑡) были заме-
нены скалярными параметрами (в пределах
каждого элемента разбиения). В состав при-
ближающего выражения первой стадии была
введена лишь третья гармоника как наибо-
лее мощная. Включение других выявленных
гармоник в аппроксимирующий полином не
давало заметного эффекта (улучшения точ-
ности прогноза) в данном эпизоде солнечной
активности (рис. 1). Однако в других слу-
чаях иногда имело смысл включать еще 2–3
гармоники, так как там они вели себя более
устойчиво.

Исходные данные, взятые из [7], показаны
на рис. 1 точками, а прогноз — непрерывной
кривой. Интервал обработки (слева от вер-
тикальной черты) составляет 140 сут. Длина
интервала разбиения |𝜃| была выбрана равной
периоду гармоники, хотя это и не оказалось
столь уж существенным: приблизительно те
же результаты получались при варьировании
этой величины в пределах 80–200 % от ука-
занного значения.

В этом примере средняя ошибка прогноза
на 65 сут. (интервал справа от вертикаль-
ной черты) составила 7 % от средней (на ин-
тервале обработки) амплитуды (третьей) гар-
моники. На рис. 1 хорошо видно изменение
амплитуды гармоники прогнозирующего вы-
ражения, которое убедительно вписывается
в контрольные данные индекса 𝐹10,7.

На рис. 2 приведены примеры прогнози-
рования величины 𝐹10,7 теперь уже с исполь-
зованием обобщенного взвешенного м.н.к. В
данном случае при расчетах в качестве исход-
ных данных брались значения индекса 𝐹10,7 с
августа 1960 по апрель 1962 г. Длительность
мерного варианта в каждом варианте состав-
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Рис. 1. Пример аппроксимации и прогнозирования индекса 𝐹10,7

Рис. 2. Прогнозирование индекса 𝐹10,7 с применением обобщенного взвешенного м. н. к. (мюс –
модифицированные юлианские сутки)
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ляла 430 сут. Среднее значение индекса на
интервалах прогноза было от 90 до 120.

Это был один из типичных примеров
прогнозирования индекса 𝐹10,7. Полученная
здесь точность была характерна и для других
проведенных расчетов.

Заключение
Из опыта подобных вычислений мож-

но сделать вывод о том, что, хотя про-
цесс изменения индекса 𝐹10,7 ведет себя
крайне неустойчиво, использование обобщен-
ного взвешенного м.н.к. и метода блочной
аппроксимации благодаря свойственной им
гибкости и адаптации к характеру процесса,
как правило, давало лучшие результаты, чем
традиционные методы аппроксимации.
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