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Abstract. The method of determination of preliminary orbit by the angle topocentric coordinates

and their velocities of observed body in two instants of time is considered. The main equation of
the method is based on the integral of areas and integral of the energy of the two-body problem.
For its solving the continuation method with optimal parametrization is proposed. This method
does not require the polynomial form of solved equation. The problem is reduced to solving the
Cauchy problem for two ordinary differential equations (ODE) with initial conditions what does
not depends on data of original equation. The arc calculated along the solution curve is the optimal
continuation parameter for this solution. The such parametrization is the best for the continuation
method. In this way, all possible solutions are obtained. As example, the determination of the
orbit of asteroid (1685) Toro is presented.
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Введение

История методов определения орбиты на
базе интегралов задачи двух тел сравнитель-
но коротка по отношению к классическим под-
ходам Лапласа и Гаусса. Начало исследовани-
ям в этой области положила работа Таффа
и Холла [1]. В ней задача определения орби-
ты ограничивается использованием угловых
координат и их производных в два момента
времени. Для этой цели подходят три инте-
грала вектора углового момента и интеграл
энергии. Их равенство для двух моментов
времени позволяет построить систему уравне-
ний относительно четырёх неизвестных. По-
лученная система сводится к алгебраическо-
му уравнению 24-ой степени относительно
одной неизвестной — топоцентрического рас-
стояния для любого из моментов времени, для
решения которого предлагалось использовать
метод Ньютона–Рафсона. Данный подход ил-
люстрируется примерами определения орбит
ИСЗ. По прошествии трёх десятилетий к дан-
ной проблеме обратилась группа итальянских

исследователей из университета г. Пиза: Грон-
ки и др. За последние семь лет они посвятили
этой задаче три статьи [2–4]. Критика работы
Таффа и Холла сводилась ими к недостаткам
метода Ньютона–Рафсона, который для поис-
ка решения требует начального приближения
и позволяет находить его только локально,
что затрудняет исследование остальных кор-
ней полинома. Авторы акцентировали вни-
мание на этой проблеме и предложили два
метода её решения [2]. Первый метод осно-
ван на решении полиномиального уравнения
48-ой степени, с использованием прямого и
обратного преобразования Фурье для вычис-
ления коэффициентов. Такой подход требует
использования четверной точности вычисле-
ний (32 знака). Другой метод использует пре-
образование координат с переходом к новым
переменным, но является более трудоёмким
и требует более чем четверную точность на-
блюдений. В следующей работе [3] исследо-
вателям, благодаря использованию вектора
Лапласа–Ленца, удалось понизить порядок
исследуемой системы до 20-го и получить воз-
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можность отказаться от четверной точности
вычислений. И наконец, в последней на сего-
дняшний день публикации [4], обращение к
переопределённой системе уравнений позво-
лило понизить порядок исследуемого полино-
ма до 9-ой степени. Во всех статьях методики
иллюстрировались примерами определения
орбит астероидов. Начиная с 2000 г. Виногра-
довой Т.А. в Институте прикладной астроно-
мии РАН метод использовался для определе-
ния предварительных орбит и идентифика-
ции астероидов [5,6]. Поиск корней полинома
производился перебором, на заданном интер-
вале, с уточнением найденного значения до
заданной точности. Разработка альтернатив-
ного подхода, сочетающего как простоту, так
и надёжность представленных выше методов
поиска решений задачи, является целью дан-
ной работы.

1. Определение орбиты по первым
интегралам задачи двух тел.
Базовые уравнения задачи

Рассмотрим два ряда оптических наблю-
дений на моменты времени 𝑡1 и 𝑡2. Основные
уравнения, связывающие их с орбитой наблю-
даемого тела, выглядят так:

r𝑖 = e𝑖𝜌𝑖 −R𝑖, ṙ𝑖 = �̇�𝑖𝜌𝑖 + e𝑖�̇�𝑖 − Ṙ𝑖, (1.1)

𝑖 = 1, 2,

где r𝑖 — радиус-вектор гелиоцентрического
положения объекта, e𝑖 — топоцентрический
вектор направления на объект, 𝜌𝑖 — топоцен-
трическое расстояние до объекта, R𝑖 — топо-
центрический вектор положения притягива-
ющего центра. Точка означает производную
по времени.

Рассмотрим интегралы задачи двух тел,
по первой работе Гронки [2].

1) Интеграл площадей:

c = r𝑖 × ṙ𝑖 = D𝑖�̇�𝑖 + E𝑖𝜌
2
𝑖 + F𝑖𝜌𝑖 + G𝑖,

𝑖 = 1, 2,

где
D𝑖 = (e𝑖 ×R𝑖),

E𝑖 = (e𝑖 × ė𝑖),F𝑖 =

= (ė𝑖 ×R𝑖) − (e𝑖 × Ṙ𝑖),G𝑖 = (R𝑖 × Ṙ𝑖).

2) Интеграл энергии:

ℎ = �̇�2𝑖 −
2𝑘2

𝑟𝑖
= �̇�2𝑖 + 𝑐1𝑖�̇�𝑖 + 𝑐2𝑖𝜌

2
𝑖 +

+ 𝑐3𝑖𝜌𝑖 + 𝑐4𝑖 −
2𝑘2√︁

𝜌2𝑖 − 2(e𝑖R𝑖)𝜌𝑖 + 𝑅2
𝑖

,

где 𝑘 — постоянная Гаусса (или её аналог)

𝑐1𝑖 = −2(e𝑖Ṙ𝑖), 𝑐2𝑖 = �̇�2𝑖 ,

𝑐3𝑖 = −2(ė𝑖Ṙ𝑖), 𝑐4𝑖 = �̇�2
𝑖 .

Приравняем их между эпохами:
1) Интеграл площадей для двух эпох:

D1�̇�1 −D2�̇�2 = J (𝜌1, 𝜌2) =

= E2𝜌
2
2 −E1𝜌

2
1 + F2𝜌2−

− F1𝜌1 + G2 −G1. (1.2)

Выразим �̇�1 и �̇�2 через {𝜌1, 𝜌2}:

�̇�1 (𝜌1, 𝜌2) =
(J×D2) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

�̇�2 (𝜌1, 𝜌2) =
(J×D1) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
.

(1.3)

2) Интеграл энергии для двух эпох:

�̇�21 − �̇�22 −
2𝑘2

𝑟1
+

2𝑘2

𝑟2
= 0. (1.4)

Из уравнений (1.2)–(1.4) можно получить
уравнение с одним неизвестным 𝜌1

𝑓(𝜌1) = 𝑓1𝑓2 + 2𝑘2 (𝑓3 − 𝑓4) , (1.5)

где

𝑓1 = 𝑎8𝜌
4
1 + 𝑎9𝜌

3
1 + 𝑎10𝜌

2
1+

+ 𝑎11𝜌1 + 𝑎12 +
(︀
𝑎13𝜌

2
1 + 𝑎14𝜌1 + 𝑎15

)︀
×

×
√︁

𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎5,

𝑓2 =
√︁

𝜌21 + 𝑎1𝜌1 + 𝑎2×

×
√︂

𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎5 +
√︁

𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎5,

𝑓3 =
√︁

𝜌21 + 𝑎1𝜌1 + 𝑎2,

𝑓4 =

√︂
𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎6 + 𝑎7

√︁
𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎5.
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Введём следующие обозначения:

𝐽1 = − F2 (D1 ×D2)

2E2 (D1 ×D2)
, 𝐽2 =

E1 (D1 ×D2)

E2 (D1 ×D2)
,

𝐽3 =
F1 (D1 ×D2)

E2 (D1 ×D2)
,

𝐽4 =
(F2 (D1 ×D2))

2

4 (E2 (D1 ×D2))
2−

− E2 (D1 ×D2) (G2 −G1) (D1 ×D2)

(E2 (D1 ×D2))
2 ,

𝐾1 =
(E2 ×D2) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾2 = −(E1 ×D2) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾3 =
(F2 ×D2) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾4 = −(F1 ×D2) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾5 =
((G2 −G1) ×D2) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾6 =
(E2 ×D1) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾7 = −(E1 ×D1) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾8 =
(F2 ×D1) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾9 = −(F1 ×D1) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
,

𝐾10 =
((G2 −G1) ×D1) (D1 ×D2)

|D1 ×D2|2
.

Тогда коэффициенты 𝑎1, . . . , 𝑎15 можно пред-
ставить следующим образом:

𝑎1 = −2 (e1R1) , 𝑎2 = 𝑅2
1, 𝑎3 = 𝐽2,

𝑎4 = 𝐽3, 𝑎5 = 𝐽4,

𝑎6 =
(F2 (D1 ×D2))

2

2 (E2 (D1 ×D2))
2 + 𝑎2−

− E2 (D1 ×D2) (G2 −G1) (D1 ×D2)

(E2 (D1 ×D2))
2 ,

𝑎7 =
F2 (D1 ×D2)

E2 (D1 ×D2)
− 2 (e2R2)E2 (D1 ×D2)

E2 (D1 ×D2)
,

𝑎8 = ((𝐾1 −𝐾6) 𝐽2 + 𝐾2 −𝐾7)×
× ((𝐾1 + 𝐾6) 𝐽2 + 𝐾2 + 𝐾7) ,

𝑎9 = 2𝐽2
(︀
𝐽3

(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
+ 𝐾1𝐾4 −𝐾6𝐾9

)︀
+

+ 2𝐽3 (𝐾1𝐾2 −𝐾6𝐾7) + 2 (𝐾2𝐾4 −𝐾7𝐾9) ,

𝑎10 = 2𝐽2
(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀ (︀
3𝐽2

1 + 𝐽4
)︀

+

+ 𝐽2𝐾1 (6𝐾3𝐽1 + 2𝐾5 + 𝑐11)−
− 𝐽2𝐾6 (6𝐾8𝐽1 + 2𝐾10 + 𝑐12) +

+ 𝐽2𝐾
2
3 − 𝐽2𝐾

2
8 − 𝐽2𝑐22 + 𝐾2

1𝐽
2
3+

+ 2𝐾1

(︀
𝐽2
1𝐾2 + 𝐽3𝐾4 + 𝐽4𝐾2

)︀
− 𝐽2

3𝐾
2
6−

− 2𝐾6

(︀
𝐽2
1𝐾7 + 𝐽3𝐾9 + 𝐽4𝐾7

)︀
+

+ 2𝐽1 (𝐾2𝐾3 −𝐾7𝐾8) + 𝐾2 (2𝐾5 + 𝑐11)−
−𝐾7 (2𝐾10 + 𝑐12) + 𝐾2

4 −𝐾2
9 + 𝑐21,

𝑎11 = 6𝐽2
1𝐽3

(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
− 2𝐽3𝐽4𝐾

2
6+

+ 6𝐽1𝐽3 (𝐾1𝐾3 −𝐾6𝐾8) +

+ 2𝐽3𝐽4𝐾
2
1 + 𝐽3𝐾1 (𝑐11 + 2𝐾5)−

− 𝐽3𝐾6 (2𝐾10 + 𝑐12) + 𝐽3𝐾
2
3 − 𝐽3𝐾

2
8−

− 𝐽3𝑐22 + 2𝐽2
1 (𝐾1𝐾4 −𝐾6𝐾9) + 𝑐31+

+ 2𝐽1 (𝐾3𝐾4 −𝐾8𝐾9) −𝐾9 (2𝐾10 + 𝑐12) +

+ 2𝐽4 (𝐾1𝐾4 −𝐾6𝐾9) + 𝐾4 (𝑐11 + 2𝐾5) ,

𝑎12 =
(︀
𝐽4
1 + 𝐽2

4

)︀ (︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
+ 𝐾2

5 −𝐾2
10+

+ 2𝐽3
1 (𝐾1𝐾3 −𝐾6𝐾8) −𝐾10𝑐12 + 𝐾5𝑐11+

+ 𝑐41 − 𝑐42 + 6𝐽2
1𝐽4

(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
+ 𝐽4𝐾

2
3+

+ 𝐽2
1𝐾1 (𝑐11 + 2𝐾5) − 𝐽2

1𝐾6 (2𝐾10 + 𝑐12) +

+ 𝐽2
1𝐾

2
3 − 𝐽2

1𝐾
2
8 − 𝐽2

1 𝑐22 − 𝐽4𝐾
2
8 − 𝐽4𝑐22+

+ 6𝐽1𝐽4 (𝐾1𝐾3 −𝐾6𝐾8) − 𝐽1𝑐32−
− 𝐽1𝐾8 (2𝐾10 + 𝑐12) + 𝐽4𝐾1 (𝑐11 + 2𝐾5)−
− 𝐽4𝐾6 (2𝐾10 + 𝑐12) + 𝐽1𝐾3 (𝑐11 + 2𝐾5) ,

𝑎13 = 4𝐽1𝐽2
(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
+ 4𝐽1𝐾1𝐾2−

− 4𝐽1𝐾6𝐾7 + 2𝐽2 (𝐾1𝐾3 −𝐾6𝐾8) +

+ 2 (𝐾2𝐾3 −𝐾7𝐾8) ,

𝑎14 = 4𝐽1
(︀
𝐽3

(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
+ 𝐾1𝐾4 −𝐾6𝐾9

)︀
+

+ 2𝐽3 (𝐾1𝐾3 −𝐾6𝐾8) + 2 (𝐾3𝐾4 −𝐾8𝐾9) ,
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𝑎15 = 4𝐽3
1

(︀
𝐾2

1 −𝐾2
6

)︀
− 𝑐32+

+ 2
(︀
3𝐽2

1 + 𝐽4
)︀

(𝐾1𝐾3 −𝐾6𝐾8) +

+ (2𝐽1𝐾1 + 𝐾3) (𝑐11 + 2𝐾5) +

+ 2𝐽1
(︀
2𝐽4𝐾

2
1 − 2𝐽4𝐾

2
6 + 𝐾2

3 −𝐾2
8 + 𝑐22

)︀
−

− (2𝐽1𝐾6 + 𝐾8) (2𝐾10 + 𝑐12) .

2. Метод продолжения решения по
параметру с наилучшей

параметризацией

В качестве метода решения уравнения
(1.5) рассмотрим продолжение решения по
параметру [7].

Идея метода заключается в следующем:
пусть 𝐻 (𝑥(𝜇)) = 0 — уравнение, которое мы
хотим решить, а 𝜇 — некий параметр. Пусть
для некоторого значения 𝜇 = 𝜇0 известно ре-
шение 𝑥(0), т.е. 𝐻(𝑥(0)(𝜇0)) = 0 и в этой точке
выполняется теорема о неявной функции. То-
гда рассмотрим глобальную гомотопию

𝐺 (𝑥, 𝜇) = 𝐻 (𝑥) − 𝜇𝐻 (𝑥0) = 0, (2.1)

где 𝜇 ∈ [0,1] и 𝑥0 — начальное приближение
(𝑥0 = 0).

Если 𝜇 = 0, тогда 𝐺 (𝑥,0) = 𝐻 (𝑥) = 0 —
исходное уравнение.

Если 𝜇 = 1, тогда 𝐺 (𝑥,1) = 𝐻 (𝑥)−𝐻 (𝑥0) =
= 0 и 𝑥 = 𝑥0, т.е. получаем известное реше-
ние.

Введём новый параметр 𝑠 ∈ [0, 𝐿], 𝐿 =
= const:

(d𝑠)2 = (d𝑥)2 + (d𝜇)2 ,

где 𝑠 — длина дуги кривой множества ре-
шений (2.1). Параметр 𝑠 — наилучший для
поиска решения [8].

Тогда уравнение (2.1) можно записать как

𝐺 (𝑥(𝑠), 𝜇(𝑠)) =

= 𝐻 (𝑥(𝑠)) − 𝜇(𝑠)𝐻 (𝑥0) = 0.

Рассмотрим задачу Коши в начальной точке
𝑥0:

𝜕𝐻

𝜕𝑥

d𝑥

d𝑠
−𝐻(𝑥0)

d𝜇

d𝑠
= 0.

Её можно привести к нормальной системе
из двух обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ)

d𝑥

d𝑠
= 𝐻(𝑥0)

[︂
𝜕𝐻

𝜕𝑥

]︂−1 d𝜇

d𝑠
,

d𝜇

𝑑𝑠
=

√︃
1 − (d𝑥)2

(d𝑠)2
.

(2.2)

Следует интегрировать систему (2.2) в на-
правлении роста параметра 𝑠, пока не будет
достигнуто 𝜇 = 0. Это будет первое реше-
ние. Интегрируя дальше, до заданного 𝐿, мы
найдём остальные решения (если они суще-
ствуют).

3. Метод продолжения решения для
метода интегралов

Применим эту методику для уравнения
(1.5) и примем 𝑥 = 𝜌1. Тогда мы получим
систему ОДУ (2.2) в виде

𝑑𝜌1
𝑑𝑠

= (𝑎12 + 𝑎15
√
𝑎5)

√︁
𝑎2 (𝑎7

√
𝑎5 + 𝑎6)−

− 2𝑘2
(︂√︁

𝑎7
√
𝑎5 + 𝑎6 −

√
𝑎2

)︂
,

𝑑𝜇

𝑑𝑠
=

1

4𝑌1𝑌2𝑌3

[︀
𝑌3

{︀
(𝑏1𝜌1 + 𝑏2)𝑌2+

+ (𝑏3𝜌1 + 𝑏4)𝑌1 + 𝑏5𝜌
7
1 + 𝑏6𝜌

6
1+

+ 𝑏7𝜌
5
1 + 𝑏8𝜌

4
1 + 𝑏9𝜌

3
1 + 𝑏10𝜌

2
1 + 𝑏11𝜌1 + 𝑏12

}︀
+

+ (𝑏13𝜌1 + 𝑏14)𝑌1 + 𝑏15𝜌
7
1 + 𝑏16𝜌

6
1 + 𝑏17𝜌

5
1+

+ 𝑏18𝜌
4
1 + 𝑏19𝜌

3
1 + 𝑏20𝜌

2
1 + 𝑏21𝜌1 + 𝑏22

]︀
,

где

𝑌1 = 𝑓3 =
√︁
𝜌21 + 𝑎1𝜌1 + 𝑎2,

𝑌2 = 𝑓4 =

(︂
𝑎3𝜌

2
1 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎6+

+ 𝑎7

√︁
𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎5

)︂1/2

, (3.1)

𝑌3 =
√︁

𝑎3𝜌21 + 𝑎4𝜌1 + 𝑎5.

Выражения для коэффициентов 𝑏1, . . .
. . . , 𝑏22 приведены в Приложении.

4. Пример. Определение орбиты
астероида (1685) Торо

В качестве иллюстрации методики рас-
смотрим пример определения орбиты астеро-
ида, сближающегося с Землёй, (АСЗ) (1685)
Торо, предложенный Виноградовой [6]. Здесь
рассмотрены две пары наблюдений, разделён-
ные интервалом в 30 лет, что соответствует
18 периодам обращения астероида.
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Таблица 1. Наблюдения (1685) Торо

𝑡 (UT) 𝛼 (2000) 𝛿(2000)
1967 05 13.34171 16 37 18.12 −32 54 29.4
1967 05 13.36324 16 37 15.72 −32 54 23.9
1997 03 15.35098 12 32 38.05 −26 32 19.8
1997 03 15.35727 12 32 37.25 −26 32 16.4

Таблица 2. Орбиты для первого решения на 16 февраля 2017 г.

𝑀0 (∘) 𝜔 (∘) Ω (∘) 𝑖 (∘) 𝑒 𝑝 𝑎 (а.е.)
по {r1, ṙ1} 92,009 121,763 273,698 9,478 0,4498 1,1032 1,3831
по {r2, ṙ2} 190,816 128,532 273,698 9,478 0,4498 1,1032 1,3830
по {r1, r2} 275,626 126,275 273,698 9,478 0,4247 1,1204 1,3670

орбита ИПА 270,689 127,160 274,272 9,381 0,4361 1,1073 1,3674

Таблица 3. Орбиты для второго решения на 16 февраля 2017 г.

𝑀0 (∘) 𝜔 (∘) Ω (∘) 𝑖 (∘) 𝑒 𝑝 𝑎 (а.е.)
по {r1, ṙ1} 102,268 153,907 279,095 10,346 0,5492 1,0281 1,4721
по {r2, ṙ2} 145,721 122,994 279,095 10,346 0,5492 1,0281 1,4720
по {r1, r2} 235,437 118,475 279,095 10,346 0,9817 0,0072 1,9235

Наблюдения 1967 г. произведены в обсер-
ватории Catalina Station, Tucson, а наблю-
дения 1997 г. в McDonald Observatory, Fort
Davis. Первые наблюдения в парах определя-
ют начальные данные в моменты 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2).
Вторые наблюдения используются только для
вычисления производных. Значение 𝜌1 для
первого наблюдения 0,90171 а.е. Решение си-
стемы (3.1) методом Булирша–Штёра [9] даёт
два корня:

1) 𝜌1 = 0,88031 а.е.;
2) 𝜌1 = 1,27267 а.е.
Рассмотрим для этих двух решений во-

прос выбора наиболее достоверного.
По данному значению 𝜌1 можно вычис-

лить орбиту тремя способами:
1) по {r1, ṙ1};
2) по {r2, ṙ2};
3) по {r1, r2}.
Первые два способа заключаются в вы-

числении элементов по векторам r и ṙ для
каждой эпохи, получаемым с помощью (1.1)
из значений 𝜌 и �̇� [10]. Третий способ основан
на определении элементов орбиты по двум
радиус-векторам {r1, r2} и интервалу време-
ни ∆𝑡21 между ними [11,12]. В качестве этало-
на сравнения приведены элементы возмущён-
ной орбиты астероида, полученной в ИПА
РАН по всем имеющимся наблюдениям.

Элементы орбиты для первого решения,
полученные тремя способами, хорошо согла-

суются между собой и орбитой ИПА (табл. 2).
В первую очередь это касается параметров,
определяющих форму орбиты: большой полу-
оси 𝑎, эксцентриситета е и как следствие па-
раметра орбиты 𝑝. Элементы, определяющие
плоскость орбиты: долгота узла Ω и наклон
орбиты 𝑖, определяются всегда с минималь-
ным разбросом, исходя из природы метода.
Гораздо хуже согласуются значения для аргу-
мента перигелия 𝜔 и уже совсем ненадёжны
значения для средней аномалии 𝑀0 на эпо-
ху 𝑡0. Необходимо отметить, что первые два
способа хорошо представляют наблюдения
только для своей дуги и плохо для другой.
Третий способ лишён этого недостатка, но
он требует указания числа полных оборотов
астероида вокруг Солнца между сериями на-
блюдения, что могут дать только первые два.
Для первого решения астероид Торо совер-
шает 18 полных оборотов между моментами
𝑡1 и 𝑡2.

Элементы орбиты, полученные для вто-
рого решения, представлены в табл. 3. Здесь
необходимо указать на сильное отличие эле-
ментов, полученных третьим способом, от
первых двух. Это связано с тем, что реше-
ния, полученные по векторам положения и
скорости, приводят к 16 полным оборотам
астероида между моментами 𝑡1 и 𝑡2. Однако,
для этого значения решение по третьему спо-
собу отсутствует. Наибольшее число оборотов,
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для которого решение по {r1, r2} существует,
составляет 14.

Таким образом, первое решение выгля-
дит более предпочтительным по сравнению
со вторым.

Заключение

Использование метода продолжения ре-
шения по параметру (МПРП) не требует вы-
числения начального приближения, т.к. оно
является стандартным для всех наборов на-
чальных данных. МПРП позволяет находить
все возможные решения. Применение МПРП
к задаче определения предварительной ор-
биты не требует избавления от радикалов в
уравнениях, что даёт возможность, при по-
иске решения, избежать роста числа фиктив-
ных корней и сделать требования к точности
вычислений менее строгими. При этом мож-
но последовательно находить все возможные
решения.

Приложение

𝑏1 = 8𝑘2, 𝑏2 = 4𝑘2𝑎1, 𝑏3 = −8𝑘2𝑎3,

𝑏4 = −4𝑘2𝑎4, 𝑏5 = 24𝑎3𝑎8,

𝑏6 = 2𝑎3 (11𝑎1𝑎8 + 10𝑎9) + 22𝑎4𝑎8,

𝑏7 = 18𝑎3 (𝑎1𝑎9 + 𝑎7𝑎13) +

+ 20𝑎2𝑎3𝑎8 + 16𝑎3𝑎10+

+ 2𝑎4 (10𝑎1𝑎8 + 9𝑎9) + 20𝑎6𝑎8,

𝑏8 = 2𝑎3𝑎7 (8𝑎1𝑎13 + 7𝑎14) + 16𝑎2𝑎3𝑎9+

+ 14𝑎1𝑎3𝑎10 + 12𝑎3𝑎11 + 16𝑎1𝑎4𝑎9+

+ 15𝑎4𝑎7𝑎13 + 18𝑎2𝑎4𝑎8 + 14𝑎4𝑎10+

+ 2𝑎6 (9𝑎1𝑎8 + 8𝑎9) ,

𝑏9 = 2𝑎3𝑎7 (6𝑎1𝑎14 + 7𝑎2𝑎13 + 5𝑎15) +

+ 12𝑎2𝑎3𝑎10 + 10𝑎1𝑎3𝑎11 + 8𝑎3𝑎12+

+ 𝑎4𝑎7 (13𝑎1𝑎13 + 11𝑎14) + 14𝑎2𝑎4𝑎9+

+ 12𝑎1𝑎4𝑎10 + 10𝑎4𝑎11 + 12𝑎5𝑎7𝑎13+

+ 2𝑎6 (8𝑎2𝑎8 + 7𝑎1𝑎9 + 6𝑎10) ,

𝑏10 = 2𝑎3𝑎7 (4𝑎1𝑎15 + 5𝑎2𝑎14) +

+ 8𝑎2𝑎3𝑎11 + 6𝑎1𝑎3𝑎12+

+ 𝑎4𝑎7 (9𝑎1𝑎14 + 11𝑎2𝑎13 + 7𝑎15) +

+ 10𝑎2𝑎4𝑎10 + 8𝑎1𝑎4𝑎11 + 6𝑎4𝑎12+

+ 2𝑎6 (6𝑎2𝑎9 + 5𝑎1𝑎10 + 4𝑎11) ,

𝑏11 = 2𝑎2𝑎3 (3𝑎7𝑎15 + 2𝑎12) +

+ 𝑎4𝑎7 (5𝑎1𝑎15 + 7𝑎2𝑎14) + 6𝑎2𝑎4𝑎11+

+ 2𝑎5𝑎7 (4𝑎2𝑎13 + 2𝑎15 + 3𝑎1𝑎14) +

+ 2𝑎6 (4𝑎2𝑎10 + 2𝑎12 + 3𝑎1𝑎11) + 4𝑎1𝑎4𝑎12,

𝑏12 = 𝑎2𝑎4 (3𝑎7𝑎15 + 2𝑎12) +

+ 2𝑎5𝑎7 (𝑎1𝑎15 + 2𝑎2𝑎14) +

+ 2𝑎6 (2𝑎2𝑎11 + 𝑎1𝑎12) ,

𝑏13 = −4𝑘2𝑎3𝑎7, 𝑏14 = −2𝑘2𝑎4𝑎7,
𝑏15 = 2𝑎3 (10𝑎3𝑎13 + 11𝑎7𝑎8) ,

𝑏16 = 2𝑎23 (9𝑎1𝑎13 + 8𝑎14) + 36𝑎3𝑎4𝑎13+

+ 2𝑎3𝑎7 (10𝑎1𝑎8 + 9𝑎9) + 21𝑎4𝑎7𝑎8,

𝑏17 = 2𝑎3 (𝑎3 (7𝑎1𝑎14 + 8𝑎2𝑎13 + 6𝑎15) +

+ 2𝑎4 (8𝑎1𝑎13 + 7𝑎14) + 8𝑎13 (𝑎5 + 𝑎6) +

+ 𝑎7 (8𝑎1𝑎9 + 9𝑎2𝑎8 + 7𝑎10)) + 16𝑎24𝑎13+

+ 𝑎4𝑎7 (19𝑎1𝑎8 + 17𝑎9) + 20𝑎5𝑎7𝑎8,

𝑏18 = 2𝑎3 (𝑎3 (5𝑎1𝑎15 + 6𝑎2𝑎14) +

+ 2𝑎4 (6𝑎1𝑎14 + 7𝑎2𝑎13 + 5𝑎15) +

+ 𝑎7 (6𝑎1𝑎10 + 7𝑎2𝑎9 + 5𝑎11) +

+ (𝑎5 + 𝑎6) (7𝑎1𝑎13 + 6𝑎14)) +

+ 2𝑎24 (7𝑎1𝑎13 + 6𝑎14) + 14𝑎4𝑎13 (𝑎5 + 𝑎6) +

+ 𝑎4𝑎7 (15𝑎1𝑎9 + 17𝑎2𝑎8 + 13𝑎10) +

+ 2𝑎5𝑎7 (9𝑎1𝑎8 + 8𝑎9) ,

𝑏19 = 8𝑎2𝑎
2
3𝑎15 + 2𝑎3𝑎4 (8𝑎1𝑎15 + 10𝑎2𝑎14) +

+ 2𝑎3𝑎7 (4𝑎1𝑎11 + 5𝑎2𝑎10 + 3𝑎12) +

+ 2𝑎3 (𝑎5 + 𝑎6) (6𝑎2𝑎13 + 5𝑎1𝑎14 + 4𝑎15) +

+ 2𝑎24 (5𝑎1𝑎14 + 6𝑎2𝑎13 + 4𝑎15) +

+ 𝑎4𝑎7 (11𝑎1𝑎10 + 13𝑎2𝑎9 + 9𝑎11) +

+ 2𝑎4 (𝑎5 + 𝑎6) (6𝑎1𝑎13 + 5𝑎14) +

+ 2𝑎5 (𝑎7 (8𝑎2𝑎8 + 7𝑎1𝑎9 + 6𝑎10) + 6𝑎6𝑎13) ,

𝑏20 = 12𝑎2𝑎3𝑎4𝑎15+2𝑎3𝑎7 (2𝑎1𝑎12 + 3𝑎2𝑎11) +

+ 2𝑎3 (𝑎5 + 𝑎6) (4𝑎2𝑎14 + 3𝑎1𝑎15) +

+ 𝑎4𝑎7 (7𝑎1𝑎11 + 9𝑎2𝑎10 + 5𝑎12) +

+ 2𝑎4 (𝑎5 + 𝑎6) (5𝑎2𝑎13 + 4𝑎1𝑎14 + 3𝑎15) +

+ 2𝑎24 (3𝑎1𝑎15 + 4𝑎2𝑎14) +

+ 2𝑎5𝑎6 (5𝑎1𝑎13 + 4𝑎14) +

+ 2𝑎5𝑎7 (6𝑎2𝑎9 + 5𝑎1𝑎10 + 4𝑎11) ,

𝑏21 = 2𝑎2𝑎3 (𝑎7𝑎12 + 2𝑎15 (𝑎5 + 𝑎6)) +

+ 4𝑎2𝑎
2
4𝑎15 + 𝑎4𝑎7 (3𝑎1𝑎12 + 5𝑎2𝑎11) +

+ 𝑎4 (𝑎5 + 𝑎6) (4𝑎1𝑎15 + 6𝑎2𝑎14) +

+ 2𝑎5𝑎7 (3𝑎1𝑎11 + 4𝑎2𝑎10 + 2𝑎12) +

+ 2𝑎5𝑎6 (3𝑎1𝑎14 + 4𝑎2𝑎13 + 2𝑎15) ,

𝑏22 = 2𝑎2𝑎5 (2 (𝑎7𝑎11 + 𝑎6𝑎14) + 𝑎4𝑎15) +

+ 𝑎2𝑎4 (2𝑎6𝑎15 + 𝑎7𝑎12) +

+ 2𝑎1𝑎5 (𝑎6𝑎15 + 𝑎7𝑎12) .
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