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Multiple breaks of lithospheric plates are simulated by extended cavities-cracks in isotropic unlimited

or semi-limited medium. To study these objects, named vibration-strength "viruses a mathematical
method has been developed, which makes it possible to reduce boundary-value problems for media with
flat-parallel cracks to systems of integral equations. The increase of the number of cracks does not cause
significant difficulties. The offered approach can be applied to the similar problems for elastic media
with inclusions and inhomogeneities of both types.

Новейшие экспериментальные данные,
полученные при изучении структуры лито-
сферных плит по всей толщине вплоть до
границы Мохоровичича, свидетельствуют о
наличии внутри коры протяженных плоско-
параллельных множественных разломов. Их
края могут быть либо свободными, либо
обрамленными огибающим разломом. Мас-
штабность выявленных механических объек-
тов позволяет моделировать их протяженны-
ми полостями-трещинами в изотропной плите
больших размеров или неограниченной. По-
следние условия определяют возможность мо-
делирования системы разломов двумя типами
объектов, расположенных этажно:
– все области, занятые полостями-трещина-
ми, являются неограниченными плоскостя-
ми;

– все области, занятые трещинами, представ-
ляют собой полуплоскости.
Первая модель отвечает случаю системы

разломов в зоне, удаленной от краев, вто-
рая — вблизи края разлома. Для описания
таких объектов, названных «вирусами» виб-
ропрочности [1, 2], и построения определяю-
щих уравнений с целью их дальнейшего ис-
следования был развит математический аппа-
рат быстрого сведения краевых задач к систе-
мам интегральных уравнений [5, 6]. Разрабо-
танная схема решения краевых задач динами-
ческой теории упругости для сред с неодно-
родностями позволяет рассматривать случаи
плоско-параллельных трещин с любым их ко-
личеством, как по этажности плоскостей их

расположения, так и по количеству в каж-
дой плоскости. При этом наращивание чис-
ла полостей-трещин при необходимости ис-
следования их в условиях возникновения но-
вых разломов не вызывает значительных за-
труднений.

Изучается задача об установившихся
с частотой ω колебаниях упругой среды,
содержащей систему внутренних плоских,
параллельно-ориентированных неоднородно-
стей. В качестве неоднородностей рассматри-
ваются трещины, берега которых нагружены
трехкомпонентными напряжениями. В этом
случае, отделяя временной множитель e−iωt,
для амплитуды смещений имеем следующее
уравнение Ламе:

(λ+ µ) graddivu + µ∆u + ρω2u = 0, (1)

где λ, µ — константы Ламе; ρ — плотность
среды.

1. Рассматривается упругое простран-
ство, содержащее L плоских горизонталь-
ных неоднородностей в прямоугольной де-
картовой системе координат (x, y, z), распо-
ложенных на высоте h1, . . . , hL соответствен-
но и ориентированных параллельно между
собой. При этом l-я трещина занимает об-
ласть Ωl с границами Sl, l = 1, L. Для про-
стоты полагаем, что все hl различны. Таким
образом, рассматривается L-уровневый «ви-
рус»вибропрочности класса 2, вида S, обозна-
чаемый V (2/h1;S1/ . . . /hL;SL).

2. Полагаем, что в прямоугольной де-
картовой системе координат (x, y, z), где
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плоскость x o y параллельна поверхности
полупространства, а ось o z направлена
вверх, трещины расположены в плоскостях,
параллельных x o y на высотах h1, . . . , hL
(h1 < h2 < . . . < hL) соответственно и зани-
мают односвязные области Ωl с границами Sl,
l = 1, L. Эта система неоднородностей пред-
ставляет собой L+ 1-уровневый «вирус» виб-
ропрочности класса 2, вида S, обозначаемый
V (2/h1;S1/ . . . /hL;SL/hL+1;∞/).

3. Декартова система координат введе-
на таким образом, что плоскость x o y парал-
лельна недеформированным границам упру-
гого слоя, ось o z направлена вверх. Сече-
ния, в которых располагаются трещины, ле-
жат в параллельных плоскостях, перпенди-
кулярных оси o z. Трещины расположены на
высотах h1, . . . , hL (h1 < h2 < . . . < hL) со-
ответственно и занимают односвязные обла-
сти Ωl с границами Sl, l = 1, L. При этом
плоскость z = h0 является нижней граничной
плоскостью рассматриваемого упругого слоя,
z = hL + 1 — верхней. Эти неоднородности
представляют собой L+ 2-уровневый «вирус»
вибропрочности класса 2, вида S, обозначае-
мый V (2/h0;∞/h1;S1/ . . . /hL;SL/hL+1;∞/).

В условиях установившегося процесса на
границы x3 = hl полостей действуют напря-
жения с амплитудами τl = (τl1, τl2, τl3). При
этом через u±

l =
(
u±l1, u

±
l2, u

±
l3

)
обозначим пере-

мещения в сечениях z → ±hl. Метод сведения
краевых задач динамической теории упруго-
сти для неограниченных областей, основан-
ный на факторизации [3], приводит к системе
интегральных уравнений (СИУ) в матричной
форме следующего вида [1]:

L±
l U

±
l − L±

l+1U
±
l+1 = D±

l Tl −D±
l+1Tl+1. (2)

Здесь введены обозначения: U±
l =

{
U±
lm

}
,

Tl = {Tlm}, m = 1, 3. Учитывая, что
Tl = T+

l = T−
l , получаем

U±
l,m (α1, α2) = Vu±m (x, y, hl) ,

Tl,m (α1, α2) = Vτm (x, y, hl) ,

где V — оператор двумерного преобразования
Фурье.

В случае учета внешних воздействий си-
стема (2) может быть представлена в виде

L±
l U

±
l − L±

l+1U
±
l+1 =

= D±
l Tl −D±

l+1Tl+1 + G±
l −G±

l+1.

Здесь векторы G±
l описывают причины,

которые вызывают деформацию среды.
В блочно-матричном виде система от-

носительно неизвестных скачков перемеще-
ний на берегах трещин U = {U1,U2,U3},
Um = {Ulm}, Ulm = U+

lm − U
−
lm для простран-

ства принимает вид

ALU = MLT + CL, (3)

где

T = {T1,T2,T3} , Tm = {Tlm} ,

CL =
[
(L+

L )−1G+
L − (L−

L )−1G−
L

]
.

Для случая полупространства (3) можно
записать

AL+1U = GL+1T + B,

B = {B1,B2, . . . ,BL+1} ,

Bk =
[
Ck − (L+

k )−1G+
L+1

]
,

BL+1 = −(L−
L+1)

−1G−
L+1.

Для слоя (3) будет иметь вид

AL+2U = GL+2T + S,

S = {S0,S1,S2, . . . ,SL+1} ,

Sk =
[
(L−

k )−1G−
0 + Ck − (L+

1 )−1G+
L+1

]
,

S0 = (L+
0 )−1G+

0 − (L+
0 )−1G+

L+1,

SL+1 = (L−
L+1)

−1G−
0 − (L−

L+1)
−1G−

L+1.

Вид матриц AL,ML,GL приведен в [5].
Решение полученных СИУ — чрезвычай-

но сложная задача даже для простейших «ви-
русов» вибропрочности, так как она связана с
проблемой обращения матричных операторов
высокого порядка, имеющих ядра с осцилли-
рующими символами. Особенностью получен-
ных СИУ является различное асимптотиче-
ское поведение символов их ядер. Так, часть
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операторов имеет растущий степенным обра-
зом на бесконечности символ. Это обуслов-
ливает необходимость применения к данным
СИУ методов регуляризации, позволяющих
свести интегральные уравнения с растущим
символам ядра к интегральным уравнениям с
логарифмической особенностью, для решения
которых могут быть использованы известные
методы [3,4].

Например, в случае полуограниченных
полостей приближенное решение полученной
системы уравнений Винера-Хопфа строится
путем приближенной факторизации матриц-
функций. В случае трещин, занимающих од-
носвязные области конечных размеров, для
решения регуляризованных СИУ может быть
применен метод фиктивного поглощения [4],
позволяющий строить решения для областей
произвольной конфигурации.

Несмотря на математические сложности
решения полученных СИУ, данный подход
является эффективным средством исследова-
ния динамики сред, содержащих совокупно-
сти трещин, в частности, предоставляя воз-
можность сформулировать условия локали-
зации волнового процесса для интерфейс-
ных волн, бегущих по границам трещин. При
этом задача сводится к построению соотно-
шений, налагаемых на геометрические харак-
теристики системы и приложенные силы. С
этой целью предлагается выделять из реше-
ний составляющие, отвечающие за локализа-
цию волнового процесса.

В случае простейшего «вируса», при
котором все области, занятые полостями-
трещинами, являются неограниченными
плоскостями, система (3) может быть пере-
писана в виде, разрешенном относительно
интегральных характеристик скачков: U1
U2
. . .
U3L

 =

 p11 p12 . . . p1,3L
p12 p22 . . . p2,3L
. . . . . . . . . . . .
p3L,1 p3L,2 . . . p3L,3L


 T1
T2
. . .
T3L

 .

Здесь Ulm, Tlm для удобства обозначены
через Uk, Tk, k = 1, 3L, G±

l ≡ 0. Тогда

Uk =

n∑
i=1

pkiTi +

3L−n∑
i=1

pikTi
u2 − ξ2

, k = 1, 3L,

где слагаемые, имеющие в качестве особенно-
сти полюс в нуле функции Релея, представле-

ны как
pikTi
u2 − ξ2

, а pijTi — слагаемые, не име-

ющие данной особенности. Тогда соотноше-
ния, при которых «вирус» локализует волно-
вой процесс, имеют вид

n∑
i=1

pik(α1, α2)Ti = 0 при α2
1 + α2

2 = ξ2,

где ξ — волновое число для поверхностных
волн.

Аналогичным образом осуществляется
построение условий локализации волнового
процесса «вирусом» в виде полуограниченных
полостей-трещин, расположенных этажно.

Приведенный подход к исследованию за-
дач для среды, содержащей систему трещин,
непосредственно распространяется на анало-
гичные задачи для сред с включениями, а так-
же с неоднородностями обоих типов.
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