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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ
СЛОИСТЫХ И ТРЕЩИНОВАТЫХ СКАЛЬНЫХ ПОРОД1

Ю.Г. Яновский2, А.Н. Власов3

NUMERICAL MODELING OF CONSTITUTIVE EQUATIONS FOR LAYERED AND CRACK
ROCK MASSIVE

Yanovsky Yu. G., Vlasov A. N.

An algorithm for computing mechanical properties and stress-strain state of rock massive has been
proposed. The algorithm is based on the method of asymptotic homogenization. We compare the
results of our analytical computation with experimental investigations. An unconventional approach
has been offered to determine mechanical characteristics of rock blocks, which are severed with systems
of cracks. The approach makes it possible to compute the total set of strain and strength properties of
the above media. The results of direct numerical modeling for the rock samples with cracks have been
correlated with assessments made by the authors by means of the analytical computing method, and
exhibited correctness of the algorithms proposed.

Введение

В инженерной деятельности, связанной с
работами в горных районах, необходима ин-
формация о деформационных и прочност-
ных характеристиках скальных массивов. Та-
кие данные, как правило, получают экспери-
ментальным путҷм в натурных испытаниях
(рис. 1).

С позиций механики деформируемого
твердого тела слоистые и трещиноватые
скальные породы относятся преимуществен-
но к анизотропным средам, поэтому опреде-
ление модулей сдвига и коэффициентов Пуас-
сона требует привлечения ряда дополнитель-
ных гипотез. При определении прочностных
критериев возникают сложности в интерпре-
тации результатов, так как, исследуя анизо-
тропный геоматериал, невозможно разделить
энергию упругой деформации на объҷмную и
девиаторную части.

Анизотропию подобных материалов обыч-
но учитывают введением модельной эквива-
лентной трансверсально-изотропной или ор-
тотропной среды. В этом случае упру-
гое напряжҷнно-деформированное состояние
определяется либо пятью (трансверсальная
изотропия), либо девятью (ортотропия) пара-
метрами деформационных свойств. Обычно в
инженерной практике для этих целей пользу-
ются техническими характеристиками — на-
бором соответствующих модулей Юнга, сдви-
га и коэффициентов Пуассона.

При этом речь идҷт об эффективных
(усреднҷнных) деформационных характери-
стиках, т.е. величинах, обобщҷнно характери-
зующих деформируемость некоторого вообра-
жаемого однородного анизотропного тела в
объҷме исследуемой породы, адекватного по
деформируемости реальному массиву. От то-
го, насколько корректно проводится усредне-
ние действительных характеристик скально-
го массива, существенно зависят получаемые
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Рис. 1. Полевые а) трҷхосные и б) сдвиговые испытания [1]

значения эффективных характеристик меха-
нических свойств.

В настоящее время существуют различ-
ные аналитические и численно-аналитические
методы оценки эффективных деформацион-
ных характеристик слоистых и трещиноватых
скальных пород. В данной работе за осно-
ву расчҷта деформационных и прочностных
характеристик принят метод асимптотиче-
ского усреднения дифференциальных уравне-
ний в частных производных с быстроосцилли-
рующими коэффициентами, предложенный
Н.С. Бахваловым [2,3]. Он основан на замене
точных уравнений теории упругости усред-
нҷнными. Полученные с его помощью эф-
фективные деформационные характеристики
обеспечивают выполнение адекватного описа-
ния процесса допредельного деформирования
реального скального массива. При этом он
даҷт возможность получить значения переме-
щений и напряжений для выбранной модели
среды с любой, заранее заданной точностью,
чего не позволяет сделать ни один из извест-
ных методов.

1. Деформационные характеристики

Схематично метод вычисления деформа-
ционных характеристик заключается в сле-
дующем. Решение системы уравнений теории
упругости в перемещениях

∂

∂xβ

(
ciβjγ (ξ1, ξ2, ξ3)

∂uj
∂xγ

)
= f (1.1)

ищется в виде ряда

u = u(0) (x, ξ) + εu(1) (x, ξ) + ε2u(2) (x, ξ) + . . .

по малому параметру ε = δ/L (рис. 2), где
xi — текущие координаты, которые назы-
ваются «медленными» или «глобальными»,
ξi = xi/ε — «быстрые» или «локальные» ко-
ординаты, относящиеся к типовому элементу
структуры. Подстановка этого ряда в систему
уравнений теории упругости (1.1) приводит
к цепочке рекуррентных соотношений, пред-
ставляющих собой системы дифференциаль-
ных уравнений, из которых последовательно
определяются его члены.

Первое из этих соотношений — вспомо-
гательное. С его учетом второе соотноше-
ние приводится к так называемой «задаче на
ячейке». Третье — после решения «задачи на
ячейке» преобразуется к усредненной системе

уравнений теории упругости ĉiβjγ
∂2u

(0)
j

∂xβ∂xγ
= f ,

из которого находится первый член ряда
u(0)(нулевое приближение), что даҷт усред-
нҷнную картину поля перемещений и позво-
ляет описать напряжҷнно-деформированное
состояние в среднем. Здесь ĉiβjγ элементы
эффективного тензора жҷсткости. Последу-
ющие соотношения дают возможность после-
довательно определять остальные члены ряда
u(i), i =1,2, . . . .

Для определения эффективных деформа-
ционных характеристик ĉiβjγ необходимо ре-
шить следующие «задачи на ячейке» относи-
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Рис. 2. Область с периодической структурой: δ — размер
типового элемента структуры (ячейки периодичности); L —

характерный размер области

тельно функций
∥∥∥njkl (ξ1, ξ2, ξ3)

∥∥∥
∂

∂ξβ

(
ciβjγ

∂njkl
∂ξγ

+ ciβkl

)
= 0,〈

∂njkl
∂ξγ

〉
= 0,

〈
njkl

〉
= 0.

(1.2)

Здесь суммирование ведҷтся по повторя-
ющимся индексам, 〈∗〉 обозначает среднее
по объҷму V типового элемента структуры:
〈∗〉 = 1

V

∫
V

(∗) dv, а ciβjγ — компоненты тензо-

ра жҷсткости типового элемента структуры,
как функции координат (i,j,k,l, β, γ = 1, 2, 3).

После того, как из решения задачи (1.2)
определены локальные функции nipk , вычис-
ляется тензор жҷсткости нулевого порядка,
компонентами которого являются

c̃ijkl = cijkl + cijmn
∂nmkl
∂ξn

. (1.3)

Затем, усредняя тензор жҷсткости нулево-
го порядка (1.3) по объҷму типового элемен-
та структуры, получаем эффективный тензор
жҷсткости

ĉijkl = 〈c̃ijkl〉 = 〈cijkl〉+

〈
cijmn

∂nmkl
∂ξn

〉
. (1.4)

В случае слоистого материала выражение
(1.4) принимает вид

ĉkilj = 〈ckilj〉+
〈
ckim1c

−1
m1n1

〉 〈
c−1n1p1

〉−1
×

×
〈
c−1p1q1cq1lj

〉
−
〈
ckim1c

−1
m1n1cn1lj

〉
, (1.5)

где ось x1 направлена поперек напластова-
ния, а c−1n1p1 обозначает соответствующие ком-
поненты тензора податливости, который яв-
ляется обратным к тензору жҷсткости.

Компоненты тензора жҷсткости изотроп-
ного тела выражаются через модуль Юнга E
и коэффициент Пуассона ν следующим обра-
зом:

cijkl =
E

2 (1 + ν)
×

×
[

2ν

(1− 2ν)
δijδkl + δikδjl + δilδjk

]
, (1.6)

где δij — символ Кронекера (δij = 1 при i = j;
δij = 0 при i 6= j).

Формулы (1.4) и (1.5) обеспечивают точ-
ность решения усредненной задачи порядка∥∥u− u(0)

∥∥ ∼ O (εm), m = 1 в случае одномер-
ной задачи и m = 1/2 в других случаях [3].

Использование метода асимптотическо-
го усреднения для определения эффектив-
ных деформационных характеристик скаль-
ного массива, рассечҷнного ортогональной си-
стемой однородных трещин, приводит к сле-
дующей зависимости в главных осях упругой
симметрии [4,5]


E1 = E2 = E3 =

lknE

lkn + E
,

G⊥ =
lksG

lks + 2G
,

ν21 = ν32 = ν31 = ν,

(1.7)

где E, G, ν — модуль Юнга, модуль сдвига и
коэффициент Пуассона ненарушенной скаль-
ной породы [6], соответственно; kn, ks — нор-
мальная и сдвиговая жҷсткость трещины, со-
ответственно (рис. 3); l — размер блока нена-
рушенной скальной породы.
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Рис. 3. Эксперименты по определению нормальной (слева) и сдвиговой (справа) жҷсткости
трещины

2. Тензоры концентрации напряжений
и деформаций

Общеизвестно, что разрушение обуслов-
лено локальными физическими процессами,
т.е. процессами, протекающими на микро-
уровне. Следовательно, для обоснования и
математического описания критериев проч-
ности структурно-неоднородных сред, кото-
рыми, в частности, являются скальные поро-
ды, необходимо охарактеризовать локальные
нерегулярности взаимного расположения фаз
и их взаимное влияние. В задачах механики
для этого требуется точное описание поведе-
ния полей напряжений и (или) деформаций.
При этом важнейшую роль играют концен-
трации напряжений (деформаций).

Пусть u
(0)
ij , ε(0)ij , σ(0)ij — перемещения, де-

формации и напряжения, полученные из ре-
шения усреднҷнной задачи. Напряжения с
учҷтом неоднородности распределения на ло-
кальном уровне могут быть представлены в
виде

σ
(1)
ij = c̃ijklε

(0)
ij = c̃ijkl

∂u
(0)
k

∂xl
=

= c̃ijklĉ
−1
klmnσ

(0)
mn. (2.1)

Тензор, элементы которого определяются как

ζijkl = c̃ijmnĉ
−1
mnkl, (2.2)

называется тензором концентрации напряже-
ний.

В соответствии с методом асимптотиче-
ского усреднения, уточнҷнные значения пере-
мещений (определяемых с удержанием пер-
вой поправки в асимптотическом разложе-
нии) вычисляются по зависимостям

u
(1)
i = u

(0)
i = εnijk

∂u
(0)
j

∂xk
,

i, j, k,= 1, 2, 3.

(2.3)

Пренебрегая малыми членами, содержа-
щими вторые производные усреднҷнных пе-
ремещений vp и малый параметр ε, полу-
чим уточнҷнные значения εij , определяемые
с учҷтом деформаций на локальном уровне
соотношениями

ε
(1)
ij =

[
∆ijkp +

1

2

(
∂nipk
∂ξj

+
∂njpk
∂ξi

)]
ε
(0)
kp , (2.4)

где ∆ijkp = 1
2 (δikδjp + δipδjk) — единичный

тензор четвҷртого ранга. Здесь использованы
условия симметрии nipk = njkp и ε

(0)
kp = ε

(0)
pk .

Второе слагаемое в (2.4) отвечает за учҷт де-
формаций на локальном уровне. Выражение
в квадратных скобках (2.4) называется тензо-
ром концентрации деформаций. Подставляя
(1.3) в (2.1) и учитывая (2.4), получаем со-
отношения, связывающие напряжения и де-
формации с учҷтом процессов деформирова-
ния на локальном уровне

σ
(1)
ij = cijklε

(1)
ij , (2.5)
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что доказывает корректность определенных
таким образом тензоров концентрации напря-
жений и деформаций.

3. Прочностные характеристики

Прочностной критерий геоматериа-
лов может быть выражен в тензорно-
полиномиальной форме [7]

F = F0 + Fijσij + Fijklσijσkl+

+ Fijklmnσijσklσmn + . . . = 0, (3.1)

где Fij , Fijkl, Fijklmn. . . — компоненты тен-
зоров прочностных свойств соответствующих
рангов, σij — компоненты тензора напряже-
ний. Если критерий (3.1) известен для каждо-
го s-го компонента скального массива (нена-
рушенная скальная порода, слой, трещина),
то подставляя (2.1) в это выражение и прини-
мая во внимание (2.2), получаем

F̃ (s) = F
(s)
0 + F̃

(s)
ij σ

(0)
ij + F̃

(s)
ijklσ

(0)
ij σ

(0)
kl +

+ F̃
(s)
ijklmnσ

(0)
ij σ

(0)
kl σ

(0)
kl + . . . = 0, (3.2)

где
F̃

(s)
0 = F

(s)
0 ; F̃

(s)
ij = F

(s)
kl ζklij ;

F̃
(s)
ijkl = F (s)

mnprζmnijζprkl . . . .

Предположим, что поле напряжений σ
(0)
ij

на типовом элементе структуры однородно.
Тогда «истинные» напряжения σ

(1)
ij будут

определяться в соответствии с (2.1). Примем,
что типовой элемент структуры находится в
предельном состоянии, если в нҷм существу-
ет область, в которой выполняется условие,
задаваемое уравнением (3.2).

Соотношения (3.1) и (3.2) в общем слу-
чае позволяют оценить анизотропию проч-
ностных свойств массивов скальных пород,
зависимость от прочностных и деформацион-
ных параметров, как ненарушенной скальной
породы, так и трещин, их объҷмную долю,
взаимное расположение и форму.

4. Численное моделирование по
оценке механических свойств

Для определения эффективных прочност-
ных свойств модельного массива скальных по-
род, рассечҷнных ортогональной системой од-
нородных трещин, численные эксперименты

проводились в двух вариантах: над образца-
ми с системой трещин, расположенной под
углами (0,90circ) и (45circ, 135circ). Образ-
цы были составлены из блоков ненарушен-
ной скальной породы. В качестве материа-
ла, моделирующего ненарушенные блоки, бы-
ла выбрана порода со следующими механиче-
скими характеристиками: предел прочности
на одноосное сжатие σc = 79 МПа, на рас-
тяжение σt = 3, 1 MПа, модуль деформации
E = 25 ГПа, сцепление c = 25 МПа, угол
внутреннего трения ϕ = 41circ. Такие механи-
ческие характеристики может иметь, напри-
мер, мрамор.

Относительная ширина раскрытия тре-
щин принималась равной α = 0, 01, а от-
носительная площадь скальных контактов
ξ = 0, 0002. Значения нормальной kn, сдви-
говой ks жҷсткости трещин определялись
по зависимостям Ej = ξE, Ej = αkn,
ks = 0, 4kn [8] и составили kn = 500 МПа,
ks = 200 МПа. Рассматривались следующие
прочностные характеристики трещин: сцепле-
ние c = 0, 05 МПа, угол внутреннего трения
ϕ = 35circ.

Для описания эффективных прочност-
ных свойств скальной породы, рассечҷнной
ортогональной системой трещин, использо-
валось тензорно-полиномиальное представле-
ние прочностного критерия [7,9, 10]

1√
S

(σ21 + cσ22 + bσ23 + dτ212 + pτ223 + rτ213+

+ sσ1σ2 + tσ2σ3 + fσ1σ3) 6 [σ0] , (4.1)

где

S = σ21+σ22+σ23+τ212+τ
2
23+τ

2
13+σ1σ2+σ2σ3+σ1σ3,

[σ0] =
σb1
kb

; c =
σb1
σb2

; b =
σb1
σb3

;

d =
σb1
τb12

; p =
σb1
τb23

; r =
σb1
τb13

;

s =
4σb1

σ
(45)
b12

− c− d− 1; t =
4σb1

σ
(45)
b23

− c− b− p;

f =
4σb1

σ
(45)
b13

− b− r − 1.

Здесь через σbj обозначена величина опасно-
го напряжения, отвечающего предельному со-
стоянию (пределу прочности) на одноосное
сжатие в направлении оси, соответствующей
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Рис. 4. Расчҷтные схемы составных образцов скальных пород с наклоном
сетей трещин: а) (0circ,90circ); б) (45circ,135circ)
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Рис. 5. Предельная поверхность

второму нижнему индексу j; через τ — ана-
логичная величина для чистого сдвига, при
котором изменяется прямой угол между ося-
ми, обозначенными в нижнем индексе. Верх-
ний индекс у σ означает предел прочности в
диагональном направлении (под углом 45circ
к главным осям упругой симметрии), лежа-
щим в плоскости, соответствующей нижним
индексам. Индексы 1, 2, 3 соответствуют глав-
ным осям упругой симметрии скального мас-
сива; kb — коэффициент запаса, одинаковый
для всех направлений (для простоты примем
его равным единице kb = 1,0).

Если ненарушенная скальная порода изо-
тропная, а механические характеристики тре-
щин имеют одинаковые свойства, из сим-
метрии, определяемой ортогональной систе-
мой трещин, следует, что эффективные ха-
рактеристики прочностных свойств тензорно-
полиномиального критерия (4.1) должны удо-
влетворять условиям: c = b; d = p = r;
s = t = f .

Численный анализ проведен для зада-
чи в трҷхмерной постановке. В первом ва-
рианте расчҷтов задавались кинематические
граничные условия (рис. 4a) как равномер-
но распределҷнная нагрузка в перемещени-
ях, приложенная к верхней грани образца. Та-
кие граничные условия обеспечивали одноос-
ное напряжҷнно-деформированное состояние
в эквивалентном образцу однородном теле.
Нагрузка прикладывалась ступенями от нуля
вплоть до предельного значения, соответству-
ющего моменту разрушения.

Во втором варианте расчҷтов задава-
лись кинематические граничные условия
(рис. 4б), которые соответствовали трҷхос-
ному напряжҷнно-деформированному состо-
янию в эквивалентном образцу однородном
теле. Вначале задавалось равномерное все-
стороннее обжатие образца (реализуемое по-
средством задания равномерно распределҷн-
ной нагрузки в перемещениях по всем гра-
ням), которое соответствовало напряжҷнному
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Механические характеристики трещиноватой породы, полученные в численных
экспериментах

Угол наклона
трещин

к горизонту

Предельное
вертикальное
напряжение
σ1, МПа

Модуль
деформации
E, МПа

Модуль сдвига
G, МПа

Коэффициент
Пуассона ν

(0circ,90circ) 22,4 490,0 123,5 0,25
(45circ,135circ) 1,0 352,0 196,0 0,44

состоянию в однородном эквивалентном те-
ле при σ1 = σ2 = σ3 = 0, 12 МПа. Затем,
как и в первом варианте, к верхней грани об-
разца ступенями прикладывалась равномер-
но распределҷнная нагрузка в перемещениях
вплоть до разрушения.

Результаты численного анализа показали,
что при данных условиях загружения разру-
шение имеет хрупкий характер, при этом до
момента разрушения деформирование мож-
но считать линейным. Разрушение образцов
в первом варианте расчҷтов для систем тре-
щин с углом наклона (0circ,90circ) было за-
фиксировано при значении вертикальной на-
грузки 22,4 МПа, а во втором — для си-
стем трещин с углом наклона (0circ,90circ)
и (45circ,135circ) — при значении вертикаль-
ной нагрузки 1,0 МПа (таблица). Существен-
ное различие в значениях предела прочности
в разных направлениях по отношению к ори-
ентации ортогональной системы трещин гово-
рит об анизотропии механических свойств об-
разцов трещиноватой скальной породы.

Из первого варианта расчҷта (таблица)
находим c = b = 1,0. Условие чистого
сдвига даҷт, что предельные значения ка-
сательных напряжений, через которые на-
ходятся параметры прочностных характери-
стик d, p, r в (4.1), в рассматриваемом слу-
чае будут вполне определяться прочностью на
сдвиг по трещинам и, следовательно, имеем
d = p = r = 448, 0.

Используя результаты второго вари-
анта расчҷта, согласно которым образец
разрушился при значениях напряжений
σ1 = 1, 0 МПа, σ2 = σ3 = 0, 12 МПа (усред-
нҷнные напряжения в эквивалентном теле),
и учитывая, что s = t = f , находим зна-
чения этих параметров в системе коорди-
нат, связанной с осями упругой симметрии:
s = t = f = −138, 4.

Таким образом, определив полный на-
бор эффективных параметров прочностных
свойств, получим уравнение предельной по-
верхности

1

S
(σ21 + σ22 + σ23 + 448, 0τ212+

+ 448, 0τ223 + 448, 0τ213 − 138, 4σ1σ2−
− 138, 4σ2σ3 − 138, 4σ1σ3) = 22, 4. (4.2)

Графическое представление этой поверх-
ности в условиях плоской деформации
(εz = γxz = γyz = 0) в виде зависимости
τxy(σx, σy) приведено на рис. 5.

Эффективные деформационные характе-
ристики модельного массива скальных пород,
рассечҷнных ортогональной системой одно-
родных трещин, в осях упругой симметрии
определялись соотношениями (1.7). В резуль-
тате были получены следующие значения:
Ex = Ey = Ez = 490 МПа, G⊥ = 123, 5 МПа,
ν = 0, 25 (таблица).

Значения модулей деформации, сдвига
и коэффициента Пуассона для случая, ко-
гда система трещин расположена под углом
(45circ,135circ) и E1 = E2 = E3, определялись
зависимостями [11]

1

E45
=

sin4 45◦

E1
+

+
1

4

(
1

G⊥
− 2ν

E1

)
sin2 90◦ +

cos4 45◦

E1
,

1

G45
= 4

(
2 (1 + ν)

E1
− 1

G⊥

)
×

× sin2 45◦ cos2 45◦ +
1

G⊥
, (4.3)

ν45
E45

=

(
2 (1 + ν)

E1
− 1

G⊥

)
×

× sin2 45◦ cos2 45◦ − ν

E1
.
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Из (4.3) были получены значения:
E45 = 352 МПа, G45 = 196 МПа, ν45 = 0, 443
(таблица).

Заключение

Предложенный в данной работе ориги-
нальный подход к определению механических
характеристик скальных массивов, рассечҷн-
ных системами трещин, позволяет эффектив-
но оценивать полный набор как деформаци-
онных, так и прочностных свойств таких сред.
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