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Abstract. For increase of productivity of computing systems (CS) frequently resort to use systolic
computing structures (SCS). For the successful sanction of a problem of interface SCS among
themselves and other blocks CS it is necessary to know properties (technical characteristics) used
SCS.

On conditions of operation SCS of the validity of formulated properties high reliability should
be provided. It can be reached on the basis of careful research SCS.

SCS will consist of computing elements (CE) connected among themselves. Everyone CE carries
out one strictly certain function.

In offered article the formal description of functioning and their local interaction is offered. Due
to this the opportunity of the description of functioning SCS with the help of a method of a
mathematical induction has appeared. The given opportunity is carried out in an establishment
of properties SCS of reverse motion of a method of Gauss.
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Введение

Эффективным способом повышения про-
изводительности вычислительных систем
(ВС) является применение систолических мас-
сивов (СМ). СМ (systolic array) имеют инже-
нерную и математическую составляющие. По
итогам обзора публикаций в периодической
печати [1–11] можно сделать вывод, что боль-
шая их часть посвящена инженерной состав-
ляющей.

Основное содержание этих публикаций —
разработка новых СМ, модификация извест-
ных либо предложения по их применению
для решения тех или иных практических за-
дач. К сожалению в этих работах уделяется
недостаточное внимание свойствам систоли-
ческих массивов, отражающим временно́й ас-
пект функционирования СМ.

Эти свойства, в частности, оказывают вли-
яние на формирование структуры входно-
го потока данных, и тем самым определяют
структуру выходного потока данных.

В свою очередь, при объединении СМ в
единую ВС возникают проблемы их сопряже-
ния, вызванные необходимостью учет струк-
туры этих потоков при составлении расписа-
ний движения потоков данных в ВС.

Следует добавить, что по условиям экс-
плуатации СМ должна быть обеспечена высо-
кая надежность истинности формулируемых
свойств. Этого можно достичь на основе тща-
тельного исследования СМ.

В систолических массивах применяются
вычислительные элементы (ВЭ), каждый из
которых выполняет одну строго определен-
ную функцию, обусловленную методом вы-
числений, реализуемым некоторым конкрет-
ным СМ. Указанные свойства (технические

Бабенко Виктор Николаевич, канд. физ.-мат. наук, старший научный сотрудник НИЦ Краснодарского
высшего военного училища имени генерала армии С. М. Штеменко; e-mail: rnibvd@mail.ru.

Ивановский Олег Яркович, начальник отдела НИЦ Краснодарского высшего военного училища им.
генерала армии С.М. Штеменко; e-mail: ivanovsky_oj@bk.ru.

Тимонов Дмитрий Александрович, начальник лаборатории НИЦ Краснодарского высшего военного
училища им. генерала армии С. М. Штеменко; e-mail: timonov_da@list.ru.

ISSN 1729-5459. ЭКОЛОГИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК НАУЧНЫХ ЦЕНТРОВ ЧЭС. 2018. Том 15. №1. C. 8–14



Бабенко В. Н., Ивановский О.Я., Тимонов Д. А.

характеристики) систолического массива су-
щественным образом связаны со свойствами
вычислительных элементов, входящих в его
состав. При проведении обзора публикаций
по заявленному направлению авторам не уда-
лось обнаружить работы, формально строго
описывающие указанные связи. Например,
в работах [1, 2, 8] временной аспект не рас-
сматривается, в работе [3] не отражена связь
свойств ВЭ со свойствами СМ. В [10] исследу-
ется перспектива применения технологии на-
нотрубок (CNT — carbon nanotube technology)
и систолического массива в умножении мат-
риц A на B с использованием схемы VLSI
(СБИС) по технологии CNТ. В [4] предложе-
ны различные систолические алгоритмы син-
теза одномерных систолических массивов с
двумерными звеньями, подходящими для ре-
ализации произведения прямоугольных мат-
риц. Показано, что с использованием этих
алгоритмов можно получить оптимальные
систолические массивы для перемножения
матриц любых размеров. В [7] представле-
на конструкция параллельной архитектуры
Field Programmable Gate Array (FPGA) на
основе систолического массива для алгорит-
ма поиска базового локального выравнива-
ния (BLAST — алгоритм выравнивания эв-
ристической биологической последовательно-
сти, используемый специалистами по биоин-
форматике), при этом было достигнуто зна-
чительное ускорение по сравнению с ранее
описанными архитектурами. В [11] рассмат-
риваются перспективы перехода от кремний-
магниевых технологий к нанотехнологиям в
производстве компьютеров.

В данной статье предложено формальное
описание функционирования ВЭ и их локаль-
ного взаимодействия. Благодаря этому по-
явилась возможность описания свойств СМ с
помощью метода математической индукции.
Описаны свойства СМ, реализующего обрат-
ный ход метода Гаусса.

1. Описание систолической структуры
1.1. Определение возможностей

распараллеливания и конвейеризации
вычислений обратного хода метода

Гаусса
Пусть дана система линейных алгебраи-

ческих уравнений

Ax = y, (1.1)

где A — невырожденная верхняя треугольная
матрица порядка 𝑛. Напомним, что обратный

ход метода Гаусса состоит в вычислении ре-
шения x системы (1.1) по формулам

𝑥𝑛 = 𝑦𝑛/𝑎𝑛,𝑛, 𝑖 = 𝑛− 1, 1,−1,

𝑥𝑖 =

⎛
⎝𝑦𝑖 −

𝑛∑︁

𝑗=𝑖+1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑗

⎞
⎠
⧸︃
𝑎𝑖,𝑖. (1.2)

Выражение для 𝑖 принято читать так: 𝑖
меняется от 𝑛− 1 до 1 с шагом −1.

Введем обозначения

𝑦0𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 𝑛− 1, 1,−1.

Отвечая требованию наглядности технологии
вычислений на вычислительной структуре,
формулам (1.2) можно придать иной вид, вы-
писав при этом очередность вычислений по
пунктам

𝑖 = 𝑛, 2,−1,

𝑚) 𝑥𝑖 = 𝑦𝑛−𝑖
𝑖

⧸︀
𝑎𝑖,𝑖, (2𝑘 − 1);

𝑙 = 𝑖− 1, 1,−1, (1.3)

𝑚+ 1) 𝑦𝑛−𝑖+1
𝑙 = 𝑦𝑛−𝑖

𝑙 − 𝑎𝑙,𝑖𝑥𝑖, (2𝑘),

𝑥1 = 𝑦𝑛−1
1

⧸︀
𝑎1,1,

здесь 𝑚 = 2(𝑛− 𝑖) + 1.
Анализируя предписанные вычисления,

можно заключить, что для каждого 𝑖 ин-
декс 𝑙 пробегает значения от 𝑖 до 1, при этом
элементарные операции, согласно формулам
(1.3), могут выполняться одновременно для
всех указанных значений 𝑙. Кроме этого, ре-
куррентные формулы для вычисления 𝑦𝑛−𝑖+1

𝑙
обуславливают возможность конвейеризации
процесса вычислений указанных величин.

Из представленных формул также вид-
но, что для реализации обратного метода
Гаусса требуются следующие вычислитель-
ные устройства: делители 𝐷 (пункт 𝑚), умно-
жители 𝑀 (вычисление произведения 𝑎𝑙,𝑖𝑥𝑖
в пункте 𝑚+ 1), сумматоры 𝑆 (вычисление
𝑦𝑛−𝑖+1
𝑙 в пункте 𝑚+ 1).

Будем предполагать, что в вычислитель-
ной системе (ВС) под 𝑥𝑖 отводится объем ин-
формации равный одному слову.

1.2. Конфигурация ВС
Согласно сказанному, для выполнения

каждой из указанных операций отведем ВЭ:
делители 𝐷𝑖,𝑖 (𝑖 = 𝑛, 1,−1), умножители 𝑀𝑙,𝑖

и сумматоры 𝑆𝑙,𝑖 (𝑙 = 𝑖− 1, 1,−1).
Для обозначения входов и выходов ВЭ бу-

дем применять обозначения: 𝑂𝐷𝑖,𝑖 — выход
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элемента 𝐷𝑖,𝑖, 𝐼1𝐷𝑖,𝑖— первый вход элемен-
та 𝐷𝑖,𝑖, 𝐼2𝑆𝑙,𝑖

— второй вход элемента 𝑆𝑙,𝑖 и
т.д. Для описания непосредственных связей
(непосредственных соединений) вычислитель-
ных элементов будем использовать символ
<=. Например, выражение 𝐼ВЭ1 <= 𝑂ВЭ2
означает, что выход ВЭ2 соединен с входом
ВЭ1.

Вычислительные элементы 𝐷𝑖,𝑖, 𝑀𝑙,𝑖 и 𝑆𝑙,𝑖
свяжем следующим образом: выход элемента
𝐷𝑖,𝑖 (𝑖 = 𝑛, 2,−1) соединим с первым вхо-
дом элемента 𝑀𝑙,𝑖 (𝐼1𝑀𝑙,𝑖

<= 𝑂𝐷𝑖,𝑖), выход
элемента 𝑀𝑙,𝑖 (𝑙 = 𝑖− 1, 1,−1) — со вторым
входом элемента 𝑆𝑙,𝑖 (𝐼2𝑆𝑙,𝑖

<= 𝑂1𝑀𝑙,𝑖
), выход

элемента 𝑆𝑙,𝑖 (𝑙 = 𝑖 − 1) — с первым входом
элемента 𝐷𝑖−1,𝑖−1(𝐼1𝐷𝑙−1,𝑖−1

<= 𝑂𝑆𝑙,𝑖
), выход

элемента 𝑆𝑙,𝑖 (𝑙 < 𝑖−1) — с первым входом эле-
мента 𝑆𝑙,𝑖+1(𝐼1𝑆𝑙,𝑖+1

<= 𝑂𝑆𝑙,𝑖
). Отметим, что

ВЭ 𝑀𝑙,𝑖 кроме указанного выхода, который
будем называть первым, имеет второй. Этот
выход соединен с первым входом элемента
𝑀𝑙−1,𝑖(𝐼1𝑀𝑙−1,𝑖

<= 𝑂2𝑀𝑙,𝑖
), причем последнее

верно для всех 𝑙 = 𝑖− 1, 2,−1.
Входы 𝐼2𝐷𝑖,𝑖 , 𝐼1𝐷𝑛,𝑛 , 𝐼2𝑀𝑙,𝑖

, 𝐼1𝑆𝑙,𝑛
являют-

ся входами, а 𝑂𝐷𝑖,𝑖— выходами СМ.

1.3. Временной аспект
После поступления в момент времени 𝑡

сигнала(ов) (числа(ел)) на вход ВЭ, пред-
ставляющего собой логическую схему, по ис-
течении времени ∆𝑡 на выходе ВЭ появит-
ся сигнал (число(а)), отвечающий функцио-
нальному назначению ВЭ. Последнее спра-
ведливо при условии, что в период времени
[𝑡, 𝑡 + ∆𝑡] на входе ВЭ будет поддерживать-
ся входной сигнал. Величину ∆𝑡 называют
временем задержки сигнала на ВЭ (временем
срабатывания ВЭ). Поддержание сигнала на
входе ВЭ обеспечивается присоединением к
входным «штырькам» его входа выходных
«штырьков» регистров, выполненных на D-
триггерах.Будем предполагать, что формиру-
емая ВС не имеет специальных средств управ-
ления процессом вычислений и продвижени-
ем данных по ней. Этим целям совместно с
указанными регистрами служат подаваемые
на них наряду с обрабатываемыми данны-
ми тактовые импульсы. Другими словами,
рассматриваемая ВС является систолической
(СВС).

Введем в рассмотрение некоторые времен-
ные характеристики. Как указывалось выше,
регистры выполнены на D-триггерах, кото-
рые в свою очередь представляют собой логи-
ческие схемы и также осуществляют задерж-

ку сигнала. Пусть ∆𝑡𝑡𝑟 — время срабатывания
D-триггера, ∆𝑡𝑖𝑚 — продолжительность так-
тового импульса, ∆𝑡𝑝𝑑 — продолжительность
поддержания сигнала (очередной порции дан-
ных) на входах ВЭ. Продолжительность так-
та ∆𝑡𝑝 (такт) — отрезок времени, равный пе-
риоду поступления тактовых импульсов.

Высказывание 1.1. Будем предпола-
гать, что начала поступления тактового им-
пульса и очередной порции данных на ВЭ
совпадают, причем выполняются условия сра-
батывания триггера

∆𝑡𝑡𝑟 6 ∆𝑡𝑖𝑚. (1.4)

Введем обозначения ∆𝑡+, ∆𝑡*, ∆𝑡div — вре-
мя срабатывания сумматора, умножителя и
делителя соответственно.

Время срабатывания триггера удовлетво-
ряет неравенству

∆𝑡𝑡𝑟 ≪ min {∆𝑡+,∆𝑡*,∆𝑡div} ,
поэтому в дальнейшем для упрощения из-
ложения будем считать ВЭ и регистр, под-
держивающий на его входе сигнал (порцию
данных), единым целым и называть ВЭ, а
под входом ВЭ будем понимать вход указан-
ного регистра. Продолжительность такта ∆𝑡𝑝
будем считать равной ∆𝑡𝑝𝑑.

Лемма 1.1. Пусть истинно высказы-
вание 2.1 и пусть 𝑡 — время поступ-
ления очередной порции данных на ВЭ
(𝐷, 𝑀 или 𝑆). Тогда в момент време-
ни 𝑡 + ∆𝑡𝑡𝑟 + max {∆𝑡+,∆𝑡*,∆𝑡div}, где
∆𝑡𝑡𝑟 +max {∆𝑡+,∆𝑡*,∆𝑡div} < ∆𝑡𝑝, на выходе
ВЭ получим соответствующий его функцио-
нальному назначению результат.

Следует сказать, что значения величин
∆𝑡+,∆𝑡*,∆𝑡div находятся в следующих соот-
ношениях:

∆𝑡* ≈ 2∆𝑡+(используется
умножитель Брауна [12]),

∆𝑡+ + ∆𝑡* ≪ ∆𝑡div [13].
(1.5)

Высказывание 1.2. Если удалить реги-
стры между ВЭ 𝑀𝑙,𝑖 и 𝑆𝑙,𝑖, в результате по-
лучим ВЭ 𝑆𝑀𝑙,𝑖, в котором 𝐼3𝑆𝑀𝑙,𝑖

= 𝐼1𝑀𝑙,𝑖
,

𝐼2𝑆𝑀𝑙,𝑖
= 𝐼2𝑀𝑙,𝑖

, 𝐼1𝑆𝑀𝑙,𝑖
= 𝐼1𝑆𝑙,𝑖

, 𝑂1𝑆𝑀𝑙,𝑖
=

= 𝑂𝑆𝑙,𝑖
, 𝑂2𝑆𝑀𝑙,𝑖

= 𝑂2𝑀𝑙,𝑖
.

Из леммы 1.1 вытекает следующая лемма.

Лемма 1.2. Пусть истинно высказывание
1.1 и пусть 𝑡 — время поступления очередной
порции данных на ВЭ (𝐷 или 𝑆𝑀). Пусть ис-
тинны соотношения (1.5), высказывание 1.2, а
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также выполнено условие ∆𝑡𝑡𝑟 + ∆𝑡div < ∆𝑡𝑝,
тогда в момент времени 𝑡+∆𝑡𝑡𝑟 +∆𝑡div на вы-
ходе ВЭ получим соответствующий его функ-
циональному назначению результат.

Доказательство. Пусть ∆𝑡+* — время
срабатывания сумматора-умножителя SM.
Тогда, обращаясь к лемме 1.1 и пользуясь
при этом соотношениями (1.5), можно запи-
сать цепочку неравенств

∆𝑡𝑡𝑟 + max {∆𝑡+,∆𝑡*,∆𝑡div} 6
6 ∆𝑡𝑡𝑟 + max {∆𝑡+*,∆𝑡div} =

= ∆𝑡𝑡𝑟 + ∆𝑡div.

�
Далее для обозначения ВЭ будем приме-

нять символы 𝐶𝑙,𝑖, где

𝐶𝑙,𝑖 =

{︂
𝐷𝑖,𝑖, если 𝑙 = 𝑖,

𝑆𝑀𝑙,𝑖, если 𝑙 ̸= 𝑖.

1.4. Маршрутизация и расписание движения
данных.

С учетом сказанного лемму 1.2 можно
сформулировать в виде:

Лемма 1.3. Если на входе некоторого
ВЭ в период времени ∆𝑡𝑝(в течение такта,
имеющего номер 𝑚) поддерживается порция
данных 𝑎 (этот факт будем обозначать так
𝐼ВЭ(𝑚) = 𝑎), то после срабатывания ВЭ (ВЭ
переходит в установившийся режим) на его
выходе появляется вычисленный результат 𝑏
(обозначение 𝑂ВЭ(𝑚) = 𝑏).

Высказывание 1.3. Пусть 𝐼ВЭ1 <= 𝑂ВЭ2.
Если 𝑂ВЭ2(𝑚) = 𝑎, то 𝐼ВЭ1(𝑚+ 1) = 𝑎.

Последнее высказывание является удоб-
ной для нас идеализацией, основанной на
неравенстве ∆𝑡𝑡𝑟 ≪ min {∆𝑡+,∆𝑡*,∆𝑡div}.

Определение 1.1. Если на выходе ВЭ
на 𝑚-том такте появляется результат 𝑏
(𝑂ВЭ(𝑚) = 𝑏), будем называть его тактом,
порождающим результат 𝑏 при отображении
ВЭ (обозначение 𝑚 = indВЭ(𝑏)).

СМ согласно [14] представляет собой кон-
вейерный вычислитель с регулярным графом.

Лемма 1.4. Пусть конвейерный вычис-
литель с регулярным графом состоит из 𝑛
вычислительных элементов и ∆𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 —
время срабатывания 𝑖-го элемента. Тогда для
функционирования этого конвейера необхо-
димо выполнение неравенства

∆𝑡𝑝 > max {∆𝑡1, . . . ,∆𝑡𝑛}𝑖,

где ∆𝑡𝑝 — продолжительность такта.
Обращаясь к описанному выше систоли-

ческому массиву для реализации обратного
хода метода Гаусса, согласно лемме 1.4 мож-
но заключить, что продолжительность так-
та ∆𝑡𝑝 должна удовлетворять неравенству
∆𝑡𝑝 > ∆𝑡𝑡𝑟 + ∆𝑡div.

Докажем основные свойства ВС, конфи-
гурация которой была изложена выше.

Пусть требуется решить системы линей-
ных уравнений

A1x1 = y1, . . . , A𝑚x𝑚 = y𝑚, . . . .

Теорема 1.1. Пусть ∀ 𝑘 = 1, 2, . . . , вели-
чина 𝑚 принимает значение 2𝑘 − 1, затем 2𝑘,
причем

𝑖 = 𝑛, 𝑛− 𝑘 + 1,−1,

𝑡 = 𝑛, 𝑖, 𝑠 = 𝑡, 𝑙,

где 𝑙 =

{︂
𝑟, 𝑟 > 1,

1, 𝑟 < 1,

𝑟 = 𝑡− [𝑚− 2(𝑛− 𝑡)] + 1,

𝑡 6 2𝑛−𝑚,
(1.6)

при условии 𝑘 6 𝑛, и

𝑖 = 𝑛, 1,−1, 𝑙 = 𝑖, 1,−1

при условии 𝑘 > 𝑛, (𝑚 — номер такта), и

𝐼1𝐶𝑠,𝑛(2𝑘 − 1) = 𝑦2𝑘−1−(𝑛−𝑠),0
𝑠 ,

где

𝑦2𝑘−1−(𝑛−𝑠),0
𝑠 = 𝑦2𝑘−1−(𝑛−𝑠)

𝑠 ,

𝐼2𝐶𝑠,𝑡(2𝑘 − 1) = 𝑎
2(𝑘−(𝑛−𝑡))−1−(𝑡−𝑠)
𝑠,𝑡

(𝑚 = 2𝑘 − 1),

(1.7)

𝐼1𝐶𝑠,𝑛(2𝑘) = 𝑦2𝑘−(𝑛−𝑠),0
𝑠 ,

где
𝑦2𝑘−(𝑛−𝑠),0
𝑠 = 𝑦2𝑘−(𝑛−𝑠)

𝑠 , (1.8)

𝐼2𝐶𝑠,𝑡(2𝑘) = 𝑎
2(𝑘−(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠)
𝑠,𝑡 (𝑚 = 2𝑘).

Тогда
1) 𝑂𝐶𝑖,𝑖(2𝑘 − 1) = 𝑥

2(𝑘−(𝑛−𝑖))−1
𝑖 (𝑚 =

= 2𝑘 − 1),

𝑂𝐶𝑖,𝑖(2𝑘) = 𝑥
2(𝑘−(𝑛−𝑖))
𝑖 (𝑚 = 2𝑘);

2) производительность ВС равна 𝑛 слов
за такт;
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3) продолжительность решения системы
уравнений ВС равна 2𝑛− 1 тактам.

Доказательство. Доказательство прове-
дем по индукции. Пусть 𝑘 = 1, тогда со-
гласно условию теоремы 𝐼1𝐶𝑛,𝑛(1) = 𝑦1,0𝑛 ,
𝐼2𝐶𝑛,𝑛(1) = 𝑎1𝑛,𝑛, и по лемме 1.3

𝑂𝐶𝑛,𝑛(1) = 𝑥1𝑛.

В момент поступления второго тактового им-
пульса по условию теоремы: 𝐼1𝐶𝑛,𝑛(2) = 𝑦2,0𝑛 ,
𝐼2𝐶𝑛,𝑛(2) = 𝑎2𝑛,𝑛. Поэтому согласно лемме
1.3 𝑂𝐶𝑛,𝑛(2) = 𝑥2𝑛. С другой стороны, в
этот же момент согласно условию теоремы
выполняются равенства 𝐼1𝐶𝑛−1,𝑛(2) = 𝑦1,0𝑛−1,
𝐼2𝐶𝑛−1,𝑛(2) = 𝑎1𝑛−1,𝑛, а также в соответствии с
высказыванием 1.3 — равенство 𝐼3𝐶𝑛−1,𝑛(2) =

= 𝑂𝐶𝑛,𝑛(1). Поэтому 𝐼3𝐶𝑛−1,𝑛(2) = 𝑥1𝑛 и
𝑂1𝐶𝑛−1,𝑛(2) = 𝑦1,1𝑛−1, 𝑂2𝐶𝑛−1,𝑛(2) = 𝑥1𝑛 (послед-
ние два равенства также следуют из леммы
1.3).

Пусть теперь 𝑘 — произвольное число, удо-
влетворяющее неравенству 2 6 𝑘 6 𝑛, и пусть
состояние системы на 2(𝑘− 1)− ом такте опи-
сывается соотношениями

𝑂1𝐶𝑠,𝑡(2(𝑘 − 1)) =

= 𝑦2((𝑘−1)−(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠),𝑛−𝑡+1
𝑠 , (1.9)

𝑂𝐶𝑡,𝑡(2(𝑘 − 1)) = 𝑥
2((𝑘−1)−(𝑛−𝑡))
𝑡 , (1.10)

𝑂2𝐶𝑠,𝑡(2(𝑘 − 1)) =

= 𝑥
2((𝑘−1)−(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠)
𝑡 , (1.11)

где
𝑖 = 𝑛, 𝑛− (𝑘 − 1) + 1,−1,

𝑡 = 𝑛, 𝑖, 𝑠 = 𝑡, 𝑙,

где 𝑙 =

{︂
𝑟, 𝑟 > 1,

1, 𝑟 < 1,

𝑟 = 𝑡− [𝑚− 2(𝑛− 𝑡)] + 1,

𝑚 = 2(𝑘 − 1).
(1.12)

На следующем такте (𝑚 принимает зна-
чение 2𝑘 − 1), согласно высказыванию 1.3, из
(1.9) следует

𝐼1𝐶𝑠,𝑡−1(2𝑘 − 1) =

= 𝑦2((𝑘−1)−(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠),𝑛−𝑡+1
𝑠 . (1.13)

Отметим, что при 𝑡 = 𝑖 и 𝑠 = 𝑡 − 1 из
последнего соотношения получаем

𝐼1𝐶𝑖−1,𝑖−1(2𝑘 − 1) =

= 𝑦
2((𝑘−1)−(𝑛−𝑖))−(𝑖−(𝑖−1)),𝑛−𝑖+1
𝑖−1 .

Другими словами, в соотношениях (1.12) ин-
декс 𝑖 на этом такте принимает значение на
единицу меньшее, что соответствует услови-
ям доказываемой теоремы.

Соответственно из (1.10) и (1.11) следует

𝐼2𝐶𝑠−1,𝑡(2𝑘−1) = 𝑥
2((𝑘−1)−(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠)
𝑡 . (1.14)

При этом в каждом столбце ВС индекс 𝑙 при-
нимет значение на единицу меньшее для всех
𝑡, удовлетворяющих неравенству 𝑡 6 2𝑛−𝑚
(см. (1.6)).

Отметим, что на этом же такте согласно
условию теоремы справедливы соотношения
(1.7). Таким образом, для всех ВЭ описаны
все входные данные 2𝑘 − 1-го такта.

Из леммы 1.3 из соотношений (1.7), (1.13)
и (1.14) вытекает состояние ВС на 2𝑘 − 1-ом
такте

𝑂1𝐶𝑠,𝑡(2𝑘 − 1) =

= 𝑦2𝑘−1−2(𝑛−𝑡)−(𝑡−𝑠),𝑛−𝑡+1
𝑠 , (1.15)

𝑂𝐶𝑡,𝑡(2𝑘 − 1) = 𝑥
2𝑘−1−2(𝑛−𝑡)
𝑡 , (1.16)

𝑂2𝐶𝑠,𝑡(2𝑘 − 1) = 𝑥
2𝑘−1−2(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠)
𝑡 .

Теперь можно перейти к описанию функцио-
нирования ВС на такте с номером 2𝑘.

В соответствии с высказыванием 1.3 из
(1.15) и (1.16) следует

𝐼1𝐶𝑠−1,𝑡(2𝑘) = 𝑦2𝑘−1−2(𝑛−𝑡)−(𝑡−𝑠),𝑛−𝑡+1
𝑠 ,

𝐼3𝐶𝑠,𝑡(2𝑘) = 𝑥
2𝑘−1−2(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠)
𝑡 .

С другой стороны, на этом же такте по усло-
вию теоремы справедливы соотношения (1.8).
Таким образом, для всех ВЭ описаны все вход-
ные данные такта с номером2𝑘.

Из соотношений (1.8), (1.16) и (1.14), сле-
дуя лемме 1.3, можно получить состояние ВС
на такте с номером 2𝑘:

𝑂1𝐶𝑠,𝑡(2𝑘) = 𝑦2𝑘−2(𝑛−𝑡)−(𝑡−𝑠),𝑛−𝑡+1
𝑠 ,

𝑂𝐶𝑡,𝑡(2𝑘) = 𝑥
2𝑘−2(𝑛−𝑡)
𝑡 , (1.17)

𝑂2𝐶𝑠,𝑡(2𝑘) = 𝑥
2𝑘−2(𝑛−𝑡))−(𝑡−𝑠)
𝑡 .
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Отметим, что и на этом такте в каждом столб-
це СВС индекс 𝑙 принимает значение на еди-
ницу меньшее, для всех 𝑡, удовлетворяющих
неравенству 𝑡 6 2𝑛−𝑚 ((см. 1.6)).

Обращаясь к (1.16) и (1.17), можно утвер-
ждать, что истинность формул первого пунк-
та теоремы доказана.

Переходя к доказательству второго пунк-
та, отметим, что при 𝑘 = 𝑛 величины 𝑖, 𝑙
принимают значение, равное единице (СВС
становится заполненой), и для 𝑘 > 𝑛 она пре-
бывает этом состоянии. Поэтому при таких
𝑘 количество данных, выдаваемых на выход
СВС, равно 𝑛 слов.

Переходя к доказательству третьего пунк-
та, можно заключить следующее. Если 𝑝 яв-
ляется порождающим тактом для 𝑥𝑞𝑛 при
отображении 𝐶𝑛,𝑛, т.е. 𝑝 = ind𝐶𝑛,𝑛(𝑥𝑞𝑛)
(𝑂𝐶𝑛,𝑛(𝑝) = 𝑥𝑞𝑛), то, следуя индукции, полу-
чим:

ind
𝐶𝑛−1,𝑛−1

(𝑥𝑞𝑛−1) = 𝑝+ 2, . . . ,

ind
𝐶1,1

(𝑥𝑞1) = 𝑝+ 2(𝑛− 1).

Отсюда следует, что продолжительность ре-
шения системы уравнений СВС определяется
выражением 𝑝+2(𝑛−1)−𝑝+1, после упроще-
ния которого получаем утверждение третьего
пункта теоремы. �

Заключение

В представленной статье предложено фор-
мальное описание функционирования ВЭ и их
локального взаимодействия. Благодаря этому
с помощью метода математической индукции
доказаны свойства СВС, реализующей обрат-
ный ход метода Гаусса. Предложенный под-
ход применим для описания свойств и других
систолических массивов.

Таким образом, становится возможным:
1) строгое формальное описание функцио-

нирования СМ, отвечающая требованиям вы-
сокой надежности формулируемых свойств;

2) сравнение свойств СМ, выполняющих
одну и ту же функцию, с целью выбора наи-
лучшего при проектировании ВС.
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