
М е х а н и к а
УДК 539.3
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Abstract. Block structure theory allowed us to develop a theory of hidden defects and for the
first time to identify a new type of earthquakes that can be predicted. However, the possibilities
of block structure and block elements theoryare not exhausted.

Allowing to solve a wide range of boundary problems for systems of partial differential equations
with high accuracy, these methods manage to build analytical representations of solutions of
boundary problems and identify important properties of solutions, which is not always possible to
do by numerical methods. For example, numerical method can help to obtain the solution of the
boundary problem on the approximation on the basis of two deformable lithospheric plates and to
detect the growth of stress concentration in the zone of convergence. However, it is impossible to
obtain information about the singular stress concentration in this zone, as well as the dependence
of the coefficient on the singularity of the input parameters of the boundary value problem. This
issue can be resolved using the block element method by formation of appropriate block structures.
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Введение

Теория блочных структур и блочного эле-
мента [1–6] развивалась авторами проекта в
течение нескольких лет и нашла ряд важных
применений, позволив разработать теорию
скрытых дефектов и впервые выявить новый
тип землетрясений, которые можно прогно-
зировать.

Однако этим возможности теории блоч-
ных структур и блочного элемента не исчер-
пываются.

Позволяя решать широкий класс гранич-
ных задач для систем дифференциальных

уравнений в частных производных с высокой
точностью, эти методы дают возможность
строить аналитические представления реше-
ний граничных задач и выявлять важные
свойства решений, что не всегда удается сде-
лать численными методами. Например, с по-
мощью пакета программ COMSOL можно по-
лучить решение граничной задачи о сближе-
нии на деформируемом основании двух лито-
сферных плит и обнаружить рост концентра-
ции напряжений в зоне сближения. Однако
получить информацию о сингулярной концен-
трации напряжений в этой зоне не удается,
как и зависимость коэффициента при сингу-
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лярности от входных параметров граничной
задачи. По этой причине долгое время не
было обнаружено стартовое землетрясений,
пока не был применен метод блочного эле-
мента [5].

Метод блочного элемента применим для
сред любой реологии. Этот метод доста-
точно успешно использован для исследова-
ния покрытий со скрытыми дефектами, в
сейсмологии, для исследования напряженно-
деформированного состояния подземных со-
оружений при наличии множественности што-
лен, описания некоторых аномальных явле-
ний, для моделирования материалов с изме-
няющимися свойствами [3, 4]. Построение и
исследование блочных элементов, их матема-
тическое описание потребовало привлечения
математики высокого уровня — топологии,
факторизации матриц-функций нескольких
комплексных переменных, внешней алгебры
и внешнего анализа — математического разде-
ла, введенного авторами и продиктованного
проводимыми исследованиями [5].

Блочные элементы являются многообра-
зиями с краем, топология описывается декар-
товыми произведениями топологических мно-
жеств носителей блоков и вектор-функций ре-
шений граничных задач на носителях. Имен-
но необходимость использования математики
высокого уровня является препятствием для
широкого применения этого метода за рубе-
жом, имеются лишь отдельные попытки.

В недавних работах авторов установлено,
что блочные элементы имеют два состояния —
упакованного и распакованного, что пояснено
в работе [6]. Упакованные блочные элементы
обладают ценным свойством простого вычис-
ления их преобразования и обращений Фурье
в декартовой системе координат, тем самым
открылась возможность для разносторонне-
го их использования в граничных задачах
для дифференциальных уравнений. Именно
это свойство позволило поставить задачу ис-
следования и решения дифференциальных
уравнений с переменными коэффициентами
в аналитическом виде, что, за исключением
очень частных случаев, ранее не было воз-
можно. Аналитическое представление реше-
ния, в виде интеграла, позволяет достаточ-
но просто анализировать такие его свойства,
как, например, прохождение, отражение, по-
глощение сигнала зоной переменности коэф-
фициентов дифференциального уравнений,

свидетельствующей о неоднородность мате-
риала.

1. Основы подхода

Ниже кратко приводится изложение под-
хода на простейшем примере для уравнения
Гельмгольца. Рассмотрим во всем простран-
стве следующие уравнения

𝐿0𝑢(x) − 𝑓(x) = 0,

𝐿 = 𝜕𝑥𝑥 + 𝜕𝑦𝑦 + 𝜕𝑧𝑧 + 𝑘2, x ∈ 𝑅3, 𝑘 > 0,

𝐿𝑛𝑤(x) − 𝑓(x) = 0,

𝐿𝑛 = 𝐴1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑥𝑥 +𝐴2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑦𝑦+

+𝐴3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑧𝑧 + 𝑟2.

Здесь первое уравнение с постоянными ко-
эффициентами, а второе — с переменными,
которое предстоит решить.

Допустим, удалось разбить область 𝑅3 на
𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑃 фрагментов Ω𝑝, в которых
коэффициенты 𝐴𝑠𝑝, 𝑠 = 1, 2, 3; x ∈ Ω𝑝, можно
считать постоянными. Обозначим

𝐿𝑛𝑠 = 𝐴1𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑥𝑥 +𝐴2𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑦𝑦+

+𝐴3𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑧𝑧 + 𝑟2.

Ради простоты, положим 𝐿𝑛𝑠 ≠ 𝐿 ни при
каких параметрах. Построим в каждой из об-
ластей Ω𝑝 упакованные блочные элементы [6]
оператора 𝐿, обозначим их 𝐵𝑝. Считаем, что
они формируются в результате сопряжения
с соседними с помощью гомеоморфизмов од-
ного и того же блочного элемента 𝐵0, зани-
мающего непересекающиеся области. Он по-
рожден граничной задачей в некоторой эта-
лонной области, например, в кубе, носитель
которого достаточно мал и в совокупности
вписывается в область таким образом, что
весьма полно ее заполняет. Например, если
области — прямоугольный параллелепипед,
то носитель 𝐵0 занимает куб такого малого
размера, что им можно заполнить каждый из
параллелепипедов с номером 𝑝. В результате
получается совокупность одинаковых блоч-
ных элементов 𝐵0, занимающих все области
Ω𝑝. Переномеруем все их в соответствии с
номером занимаемых областей. В результате
получаем систему блочных элементов 𝐵0𝑝𝑚,
точно или приближенно покрывающих все
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𝑅3. Их может быть и бесконечное множество.
Рассмотрим теперь уравнение вида

𝐿𝑛𝑤𝑝𝑚(x) = 𝐵0𝑝𝑚, 𝑤𝑝𝑚(x) =
∑︁

𝑐𝑔

𝑅𝑐𝑔𝐵0𝑐𝑔.

Решение этой системы дифференциальных
уравнений приводит к легко определяе-
мым операторам 𝑅𝑐𝑔. В результате совокуп-
ность функций 𝐵0𝑝𝑚 порождает кусочно-
непрерывную собственную функцию операто-
ра 𝐿𝑛

∑︀
𝑐𝑔
𝑅𝑐𝑔 с единичным собственным зна-

чением.
Ее наличие уже просто позволяет полу-

чать решение уравнения с переменными ко-
эффициентами 𝐿𝑛𝑤(x) − 𝑓(x) = 0 во всей
рассматриваемой области.

Изложенный подход может быть перене-
сен без особого усложнения на любые гранич-
ные задачи для систем дифференциальных
уравнений в частных производных с перемен-
ными коэффициентами.

2. Пример

В качестве примера построения блочного
элемента рассмотрим следующую двумерную
краевую задачу в ограниченной области Ω с
гладкой границей 𝜕Ω для дифференциально-
го уравнения вида [1]

[𝐴11(𝑥1, 𝑥2)𝜕
2𝑥1 +𝐴22(𝑥1, 𝑥2)𝜕

2𝑥2+

+𝐴(𝑥1, 𝑥2)]𝜑(𝑥1, 𝑥2) = 0 (2.1)

с некоторыми граничными условиями, напри-
мер, Дирихле или Неймана.

Здесь коэффициенты 𝐴𝑘𝑘(𝑥1, 𝑥2), 𝐴(𝑥1,
𝑥2) являются положительными гладкими
функциям.

Введем в области Ω прямоугольную сетку,
настолько плотную, чтобы в интересующей
зоне этой области коэффициенты 𝐴𝑘𝑘(𝑥1, 𝑥2),
𝐴(𝑥1, 𝑥2) можно считать постоянными, будем
обозначать их 𝐴𝑘𝑘, 𝐴, а область выбранного
прямоугольника сетки — Ω0 с границей 𝜕Ω0.
Пусть в исходной системе координат она опи-
сывается соотношениями: |𝑥1| 6 𝑎, |𝑥2| 6 𝑏.

В области Ω0 решим дифференциальным
методом факторизации краевую задачу (2.1),
применяя алгоритм, изложенный в [4]. В про-
цессе его применения осуществляется каса-
тельное расслоение ориентированной грани-
цы 𝜕Ω0 и вводятся правые локальные коорди-
наты с внешними нормалями 𝑥𝑘2 и касательны-
ми 𝑥𝑘1. Локальные координаты располагаются

на сторонах прямоугольника, следуют про-
тив часовой стрелки, с начальным индексом
𝑘 = 1 на верхней стороне.

Введем операторы преобразования Фурье

F(𝛼𝑘
1)𝜑 =

∞∫︁

−∞

𝜑(𝑥𝑘1) exp 𝑖𝛼𝑘
1𝑥

𝑘
1𝑑𝑥

𝑘
1,

F−1(𝑥𝑘1)Φ =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

Φ(𝛼𝑘
1) exp(−𝑖𝛼𝑘

1𝑥
𝑘
1)𝑑𝛼𝑘

1 ,

F(𝛼𝑘
1 , 𝛼

𝑘
2)𝜑 =

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝜑(𝑥𝑘1, 𝑥
𝑘
2)×

× exp 𝑖(𝛼𝑘
1𝑥

𝑘
1 + 𝛼𝑘

2𝑥
𝑘
2)𝑑𝑥𝑘1𝑑𝑥

𝑘
2,

F−1(𝑥𝑘1, 𝑥
𝑘
2)Φ =

1

4𝜋2

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

Φ(𝛼𝑘
1 , 𝛼

𝑘
2)×

× exp
[︁
−𝑖(𝛼𝑘

1𝑥
𝑘
1 + 𝛼𝑘

2𝑥
𝑘
2)
]︁

d𝛼𝑘
1 d𝛼𝑘

2 ,

𝑘 = 1, 2, 3, 4.

Применяя процедуру построения автомор-
физма многообразий в методе факторизации,
вычисляя формы-вычеты Лере, получим в
локальных системах координат псевдодиффе-
ренциальные уравнения блочного элемента в
виде

F−1(𝑥11)

{︃ 𝑎∫︁

−𝑎

[︂
−𝐴22

(︀
𝜑′12 − 𝑖𝛼1

2−𝜑1
)︀
×

× exp 𝑖𝛼1
1𝜂

1
1𝑑𝜂

1
1 −𝐴22

(︀
𝜑′32 + 𝑖𝛼1

2−𝜑3
)︀
×

× exp
[︀
−𝑖
(︀
2𝛼1

2−𝑏+ 𝛼1
1𝑥

3
1

)︀]︀
d𝑥31

]︂
−

−
𝑏∫︁

−𝑏

[︂
𝐴11

(︀
𝜑′22 + 𝑖𝛼1

1𝜑2
)︀
×

× exp
[︀
−𝑖
(︀
𝛼1
2−𝑏− 𝛼1

2−𝑥
2
1 + 𝛼1

1𝑎
)︀]︀

d𝑥21−
−𝐴11

(︀
𝜑′42 − 𝑖𝛼1

1𝜑4
)︀
×

×exp
[︀
−𝑖
(︀
𝛼1
2−𝑏+ 𝛼1

2−𝑥
4
1 − 𝛼1

1𝑎
)︀]︀

d𝑥41

]︂}︃
= 0;

𝑥11 ∈ [−𝑎, 𝑎],
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F−1(𝑥21)

{︃ 𝑏∫︁

−𝑏

[︁
−𝐴11

(︀
𝜑′22 − 𝑖𝛼2

2−𝜑2
)︀
×

× exp 𝑖𝛼2
1𝜂

2
1𝑑𝜂

2
1 −𝐴11

(︀
+𝜑′42 + 𝑖𝛼2

2−𝜑4
)︀
×

× exp 𝑖
(︀
−2𝛼2

2−𝑎− 𝛼2
1𝑥

4
1

)︀
d𝑥41

]︁
+

+

𝑎∫︁

−𝑎

[︂
𝐴22

(︀
−𝜑′12 + 𝑖𝛼2

1𝜑1
)︀
×

× exp 𝑖
[︀
−
(︀
𝛼2
2−𝑎− 𝛼2

1𝑏+ 𝛼2
2−𝑥

1
1

)︀]︀
d𝑥11+

+𝐴22

(︀
−𝜑′32 − 𝑖𝛼2

1𝜑3
)︀
×

×exp 𝑖
[︀
−
(︀
𝛼2
2−𝑎+ 𝛼2

1𝑏− 𝛼2
2−𝑥

3
1

)︀]︀
d𝑥31

]︂}︃
= 0;

𝑥21 ∈ [−𝑏, 𝑏],

F−1(𝑥31)

{︃ 𝑎∫︁

−𝑎

[︁
−𝐴22

(︀
𝜑′32 − 𝑖𝛼3

2−𝜑3
)︀
×

× exp 𝑖𝛼3
1𝜂

3
1 d𝜂31 −𝐴22

(︀
𝜑′12 + 𝑖𝛼3

2−𝜑1
)︀
×

× exp 𝑖
[︀
−
(︀
2𝛼3

2−𝑏+ 𝛼3
1𝑥

1
1

)︀]︀
d𝑥11

]︂
+

+

𝑏∫︁

−𝑏

[︁
−𝐴11

(︀
𝜑′22 − 𝑖𝛼3

1𝜑2
)︀
×

× exp 𝑖
[︀
−
(︀
𝛼3
2−𝑏− 𝛼3

1𝑎+ 𝛼3
2−𝑥

2
1

)︀]︀
d𝑥21−

−𝐴11

(︀
𝜑′42 + 𝑖𝛼3

1𝜑4
)︀
×

×exp 𝑖
[︀
−
(︀
𝛼3
2−𝑏+ 𝛼3

1𝑎− 𝛼3
2−𝑥

4
1

)︀]︀
d𝑥41

]︂}︃
= 0;

𝑥31 ∈ [−𝑎, 𝑎],

F−1(𝑥41)

{︃ 𝑏∫︁

−𝑏

[︁
−𝐴11

(︀
𝜑′42 − 𝑖𝛼4

2−𝜑3
)︀
×

× exp 𝑖𝛼4
1𝜂

4
1 d𝜂41 −𝐴11

(︀
𝜑′22 + 𝑖𝛼4

2−𝜑2
)︀
×

× exp 𝑖
[︀
−
(︀
2𝛼4

2−𝑎+ 𝛼4
1𝑥

2
1

)︀]︀
d𝑥21

]︂
+

+

𝑎∫︁

−𝑎

[︁
−𝐴22

(︀
𝜑′12 + 𝑖𝛼4

1𝜑1
)︀
×

× exp 𝑖
[︀
−
(︀
𝛼4
2−𝑎+ 𝛼4

1𝑏− 𝛼4
2−𝑥

1
1

)︀]︀
d𝑥11+

+𝐴22

(︀
𝜑′32 − 𝑖𝛼4

3𝜑3
)︀
×

× exp 𝑖
[︀
−
(︀
𝛼4
2−𝑎− 𝛼4

1𝑏+ 𝛼4
2−𝑥

3
1

)︀]︀
d𝑥31

]︂}︃
= 0,

𝑥41 ∈ [−𝑏, 𝑏].

Решив указанные уравнения, получим упа-
кованные блочные элементы в прямоуголь-
ных клиновидных областях, расположенных
симметрично относительно вертикальной оси.
Они описываются соотношениями

𝑢𝜆 (𝑥2, 𝑥3) = F−1
2 (𝑥2, 𝑥3)

𝜔𝜆 (𝛼2, 𝛼3)

(𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝑝2𝜆)
,

𝜔𝜆 = (1 − 𝛼2

𝛼2𝜆−
)𝑒𝑖(𝛼2𝑏1)×

×
⟨
𝐹1𝜆(𝛼3) − 𝐹1𝜆(𝛼3𝜆+)

𝛼3

𝛼 3𝜆+

⟩
+

+

(︂
𝛼3

𝛼3𝜆+
− 1

)︂⟨
𝐹2𝜆(𝛼2) − 𝐹2𝜆(𝛼2𝜆−)×

× 𝑒−𝑖(𝛼2𝜆−𝑏1)𝑒𝑖(𝛼2𝑏1) 𝛼2

𝛼2𝜆−

⟩
,

𝑢𝑟 (𝑥2, 𝑥3) = F−1
2 (𝑥2, 𝑥3)

𝜔𝑟 (𝛼2, 𝛼3)

(𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝑝2𝑟)
,

𝜔𝑟 =

[︂
𝛼2

𝛼2𝑟+
− 1

]︂
𝑒𝑖(𝛼2𝑏2)×

× ⟨𝐹1𝑟(𝛼3) − 𝐹1𝑟(𝛼3𝑟+)⟩+

+

[︂
𝛼3

𝛼3𝑟+
− 1

]︂⟨
𝐹2𝑟(𝛼2) − 𝐹2𝑟(𝛼2𝑟+)×

× 𝑒𝑖(𝛼2𝑏2)𝑒𝑖(𝛼2𝑟+𝑏2) 𝛼2

𝛼2+

⟩
.

Для сопряжения блочных элементов приме-
ним к ним, как к топологическим объектам,
гомеоморфизмы [7] и получим новую блоч-
ную структуру.

Вывод

Метод блочного элемента позволяет, пу-
тем применения гомеоморфизмов формиро-
вать новые типы блочных структур.
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