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Abstract. The study of factors affecting the strength properties of changing underground
structures is performed, but for various reasons this study is small. The set of parallel underground
structures considered as a block structure consisting of the upper linearly elastic layer and the
formation modeled by Kirchhoff plate is being examined. The stratum containing the extracted
minerals lies on the layers, which environment mechanical characteristics are soil-like and allow
you to model it asWinkler’s bed. It is assumed that the thickness of the reservoir is much smaller
than the thickness of the upper layer, which takes place in the real conditions of extraction of
many minerals. In contrast to the approaches made in the works of various authors, in this paper,
despite the presence of multiplicity of galleries, a method is created to describe the behavior of
parameters of each tunnel. This is achieved by reducing the problem to the vector Riemann
boundary value problem, for which a factorization method is being developed.
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Введение

1. Разработка направлена на исследова-
ние тех факторов, влияющих на прочност-
ные свойства изменяющихся подземных со-
оружений, которые по разным причинам ма-
ло изучены. Рассматривается совокупность
параллельных подземных сооружений [1–3]
как блочная структура, состоящая из верх-
него линейно упругого слоя толщиной 𝐻1 и
пласта толщины ℎ, моделируемого пластиной
Кирхгофа. Пласт, содержащий добываемые
полезные ископаемые, лежит на слое, механи-
ческие характеристики среды которого грун-
топодобные и позволяют моделировать его
постелью Винклера. Предполагается, что тол-
щина ℎ пласта много меньше 𝐻1 что имеет
место в реальных условиях добычи многих

полезных ископаемых. Расположим систему
координат 𝑜𝑥1𝑥2𝑥3 таким образом, что плос-
кость 𝑜𝑥1𝑥2 совпадает со срединной плоско-
стью пластины, а ось 𝑜𝑥3 направлена строго
вверх. Считаем, что вдоль оси 𝑜𝑥1, перпен-
дикулярно оси 𝑜𝑥2, расположено 𝑁 протя-
женных, параллельных между собой штолен,
которые считаются бесконечными. Штольни
находятся в рудном пласте и ширина каждой
из них равна 𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 , где
(𝑏2𝑛, 𝑏2𝑛+1) — координаты на оси 𝑜𝑥2 штоль-
ни с номером 2𝑛. Пласт сверху накрыт верх-
ним деформируемым слоем и лежит на ос-
новании Винклера, для которого связь меж-
ду напряжениями 𝑡(𝑥1, 𝑥2) и перемещениями
𝑢32(𝑥1, 𝑥2) верхней границы основания задает-
ся соотношением 𝑢32(𝑥1, 𝑥2) = 𝜀−1

6 𝜐𝑡(𝑥1, 𝑥2),
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𝜀−1
6 𝜐 > 0. Здесь 𝜐 — коэффициент постели

Винклера. Области между штольнями с ко-
ординатами {𝑏2𝑛−1, 𝑏2𝑛} шириной, 𝑏2𝑛− 𝑏2𝑛−1,
𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 , 𝑏1 = −∞, 𝑏2𝑁 = ∞ являют-
ся опорами, имеющими номера 2𝑛 − 1. До-
пускается, что упругий слой со свободной от
напряжений верхней границей, плотностью
материала 𝜌 вертикально воздействует свер-
ху на пласт напряжением 𝑞0 = 𝜌𝑔𝐻1, где 𝑔 —
ускорение свободного падения, вызывая пре-
небрежимо малые касательные напряжения
в сравнении с нормальными.

1. Основные уравнения
2. Уравнение пластин Кирхгофа, описыва-

ющих поведение пласта, в том числе опорных
зон, которые должны быть достаточно протя-
женными для удержания высокого давления
верхнего слоя, имеют вид

R𝑏(𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)𝑢3𝑏 + 𝜀53𝑏(𝑡3𝑏 − 𝑔3𝑏) ≡

≡
(︂
𝜕4

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕2

𝜕𝑥21

𝜕2

𝜕𝑥22
+

𝜕4

𝜕𝑥42

)︂
𝑢3𝑏+

+ 𝜀53𝑏(𝑡3𝑏 − 𝑔3𝑏) = 0,

R𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)𝑈3𝑏 ≡
≡ 𝑅𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)𝑈3𝑏 ≡ (𝛼2

1 + 𝛼2
2)

2𝑈3𝑏,

𝑈3𝑏 = F2𝑢3𝑏, 𝐺3𝑏 = F2𝑔3𝑏, 𝑇3𝑏 = F2𝑡3𝑏,

𝑏 = 𝜆, 𝑟,

𝑀𝑏 = −𝐷𝑏1

(︂
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥22

+ 𝜈𝑏
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥21

)︂
,

𝐷𝑏1 =
𝐷𝑏

Н2
1

, 𝐷𝑏2 =
𝐷𝑏

Н3
1

,

𝑄𝑏 = −𝐷𝑏2

(︂
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥32

+ (2 − 𝜈𝑏)
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︂
=

= 𝑓4𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝑢3𝑏 = 𝑓1𝑏(𝜕Ω𝑏),
𝜕𝑢3𝑏

Н1𝜕𝑥2
= 𝑓2𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝐷𝑏 =
𝐸𝑏ℎ

3
𝑏

12(1 − 𝜈2𝑏 )
, 𝜀53𝑏 =

(1 − 𝜈2𝑏 )12Н4
1

𝐸𝑏ℎ
3
𝑏

,

𝜀−1
6 =

(1 − 𝜈)Н1

𝜇
.

Здесь для опор, сформированных из фраг-
ментов пласта между штольнями, введено
условное обозначение индексом 𝑏, которому

в будущем будут приданы текущие номера.
Опоры занимают области Ω𝑏 с границами 𝜕Ω𝑏

при вертикальных статических воздействиях
напряжением 𝑔3𝑏 сверху и 𝑡3𝑏 снизу. Исполь-
зуются общепринятые обозначения механиче-
ских параметров в выбранной системе коор-
динат: 𝑀𝑏 и 𝑄𝑏 — изгибающий момент и пере-
резывающая сила в системе координат 𝑥1𝑜𝑥2;
ℎ𝑏 — толщины пластин, 𝐻1 — размерная тол-
щина верхнего слоя. Обозначения заимствова-
ны из [1–3]. F2 ≡ F2(𝛼1, 𝛼2) и F1 ≡ F1(𝛼1) —
двумерный и одномерный операторы преобра-
зования Фурье соответственно. Перемещение
нижней границы верхнего слоя происходит
за счет веса верхнего слоя и описывается со-
отношением [4]

𝑢31(𝑥1, 𝑥2) = K31𝑔 =

= 𝜀−1
6

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝑘31(𝑥1,−𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× [𝑔(𝜉1, 𝜉2) − 𝑔0] d𝜉1 d𝜉2,

𝑘31(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝐾31(𝛼1, 𝛼2)×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2) d𝛼1 d𝛼2,

𝐺(𝛼1, 𝛼2) =

=

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝑔(𝜉1, 𝜉2)𝑒
𝑖(𝛼1𝜉1+𝛼2𝜉2) d𝜉1 d𝜉2.

Здесь 𝑔(𝜉, 𝜂) — воздействия на нижнюю гра-
ницу верхнего слоя со стороны пласта, то
есть контактные напряжения, действующие
на верхний пласт со стороны опор. Функция
𝐾(𝛼1, 𝛼2), называемая символом ядра инте-
грального уравнения, представляет собой для
линейно-упругого слоя мероморфную функ-
цию двух комплексных переменных. Полюса
функции по одной из комплексных перемен-
ных 𝛼2 = 𝛼2(𝛼1) при фиксированной веще-
ственной второй являются дискретными ком-
плексными числами, не лежащими на веще-
ственной оси в статических задачах. Воздей-
ствие со стороны пласта на верхнюю грани-
цу нижнего слоя обозначается через 𝑡(𝜉1, 𝜉2),
вертикальное перемещение этой границы при
принятых предположениях — 𝑢32(𝑥1, 𝑥2).
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Векторные уравнения Римана в проблеме прочности совокупности штолен

2. Построение одномерной системы
интегральных уравнений

.
Приняв во внимание наличие 𝑁+1 опоры,

функциональное уравнение можно записать
в виде интегрального уравнения [1–3]

K𝑔 =

𝑏2𝑛∫︁

𝑏2𝑛−1

∞∫︁

−∞

𝑘(𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

×
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑔2𝑛−1(𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 =

=
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑡2𝑛−1(𝑥1, 𝑥2) +
𝑁−1∑︁

𝑛=2

𝜏2𝑛(𝑥1, 𝑥2),

𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 (2.1)

𝑘(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼1, 𝛼2)×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2) d𝛼1 d𝛼2,

𝐺(𝛼1, 𝛼2) =

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝑔(𝜉1, 𝜉2)×

× 𝑒𝑖𝑖(𝛼1𝜉1+𝛼2𝜉2) d𝜉1 d𝜉2,

𝑡2𝑛−1(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω2𝑛−1(𝑏2𝑛−1 6 𝑥2 6 𝑏2𝑛,

|𝑥1| 6 ∞, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁),

𝜏2𝑛(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω2𝑛(𝑏2𝑛 6 𝑥2 6 𝑏2𝑛+1,

|𝑥1| 6 ∞),

𝑡1(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω0(−∞ = 𝑏1 6 𝑥2 6 𝑏2,

|𝑥1| 6 ∞),

𝑡2𝑁−1(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω2𝑁 (𝑏2𝑁−1 6 𝑥2 6 ∞,

|𝑥1| 6 ∞),

𝜏0(𝑥1, 𝑥2) = 𝜏2𝑁 (𝑥1, 𝑥2) = 0,

Здесь 𝜑2𝑛(𝑥, 𝑦) — новые неизвестные.
Для его исследования и решения при-

меним метод факторизации, разработанный

в [4]. При этом приняты обозначения фак-
торизации функций по параметру 𝛼2 в виде
суммы и в виде произведения в форме

Ψ(𝛼1, 𝛼2) = {Ψ(𝛼1, 𝛼2)}+ + {Ψ(𝛼1, 𝛼2)}− ,

{Ψ(𝛼1, 𝛼2)}± = ± 1

2𝜋𝑖

∞∫︁

−∞

Ψ(𝛼1, 𝜂)

(𝜂 − 𝛼2)
d𝜂;

𝛼2 ∈ 𝐶±,

𝐾(𝛼1, 𝛼2) = 𝐾+(𝛼1, 𝛼2)𝐾−(𝛼1, 𝛼2),

𝐾±(𝛼1, 𝛼2) = exp

⎡
⎣± 1

2𝜋𝑖

∞∫︁

−∞

ln Ψ(𝛼1, 𝜂)

(𝜂 − 𝛼2)
d𝜂

⎤
⎦ ,

𝛼2 ∈ 𝐶±.

Применяя к системе уравнений преобразова-
ние Фурье по параметру 𝑥1, приходим, после
ряда обозначений, упрощающих вид преоб-
разованных по Фурье функций, к системе
одномерных интегральных уравнений вида

𝑁∑︁

0

𝑏2𝑛+1∫︁

𝑏2𝑛

𝑘(𝑥− 𝜉)𝜑2𝑛(𝜉) d𝜉 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓2𝑚(𝑥), 𝑏2𝑚 < 𝑥 < 𝑏2𝑚+1,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁,
∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝛼𝜉𝑘(𝜉) d𝜉 = 𝐾(𝛼);

𝑞2𝑛−1, 𝑏2𝑚−1 < 𝑥 < 𝑏2𝑚,

𝑏0 = −∞, 𝑏2𝑁+1 = ∞,

𝐹 (𝛼) =
𝑁∑︁

0

𝐹2𝑛(𝛼).

Уравнения составлены для 𝑁 штолен, от от-
висанием крыши 𝑞2𝑛−1 и 𝑁 + 1 опоры, имею-
щей контактные напряжения 𝜑2𝑛. Для упро-
щения принято обозначать к функционально-
му уравнению вида

𝑅(𝛼)

𝑁∑︁

1

𝑄2𝑛−1(𝛼) −
𝑁∑︁

0

Φ2𝑛(𝛼) = Ψ(𝛼).

Здесь приняты обозначения

𝑅(𝛼) =
1

𝐾(𝛼)
, Ψ(𝛼) = − 1

𝐾(𝛼)
𝐹 (𝛼),

𝑏0 = −∞, 𝑏2𝑁 = ∞,
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𝑏2𝑛∫︁

𝑏2𝑛−1

𝑒𝑖𝛼𝜉𝑞(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑄2𝑛−1(𝛼),

𝑏2𝑛+1∫︁

𝑏2𝑛

𝑒𝑖𝛼𝜉𝜑2𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = Φ2𝑛(𝛼).

3. Сведение системы интегральных
уравнений к векторной краевой

задаче Римана
Введем следующую систему обозначений

Φ0(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2 = 𝑒−𝑖𝛼𝑏2Φ−
0 (𝛼),

Φ0(𝛼) = 𝑒𝑖𝛼𝑏2Φ−
0 (𝛼),

Φ2𝑁 (𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2𝑁 = 𝑒−𝑖𝛼𝑏2𝑁 Φ+
2𝑁 (𝛼),

𝑄2𝑛−1(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2𝑛−1 = 𝑄+
2𝑛−1(𝛼),

𝑄2𝑛−1(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2𝑛 = 𝑄−
2𝑛−1(𝛼),

𝑄+
2𝑛−1(𝛼) = 𝑄−

2𝑛−1(𝛼)𝑒𝑖𝛼(𝑏2𝑛−𝑏2𝑛−1),

Φ2𝑛(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2𝑛 = Φ+
2𝑛(𝛼),

Φ2𝑛(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2𝑛+1 = Φ−
2𝑛(𝛼),

Φ+
2𝑛(𝛼) = Φ−

2𝑛(𝛼)𝑒𝑖𝛼(𝑏2𝑛+1−𝑏2𝑛),

Φ−
0 (𝛼) = 𝑋−

2𝑁 (𝛼), 𝑄±
2𝑛−1(𝛼) = 𝑋±

2𝑛−1(𝛼),

Φ±
2𝑛(𝛼) = 𝑋±

2𝑛(𝛼), 𝑛 = 2, . . . , 𝑁 − 1,

Φ+
2𝑁 (𝛼) = 𝑋+

2𝑁 (𝛼),

𝑋+
2𝑛−1(𝛼) = 𝑋−

2𝑛−1(𝛼)𝑒𝑖𝛼(𝑏2𝑛−𝑏2𝑛−1),

𝑛 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 1,

𝑋+
2𝑛(𝛼) = 𝑋−

2𝑛(𝛼)𝑒𝑖𝛼(𝑏2𝑛+1−𝑏2𝑛),

𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

Тогда приходим к следующей векторной си-
стеме краевой задачи Римана для 𝑁 анали-
тических функций

X+ = GX− + Ψ, 𝑚 = 2, . . . , 2𝑁 − 1,

𝐺𝑚𝑚 = 𝑒𝑖𝛼(𝑏𝑚−𝑏𝑚−1), 𝐺2𝑁2𝑁 = −𝑒𝑖𝛼(𝑏2𝑁−𝑏1),

𝐺2𝑁,𝑠(𝛼) =

{︃
𝑅(𝛼)𝑒−𝑖𝛼(𝑏2𝑁−𝑏𝑠+1), 𝑠 = 2𝑚− 1;

−𝑒−𝑖𝛼(𝑏2𝑁−𝑏𝑠+1), 𝑠 = 2𝑚,

𝑠 = 1, 2, . . . , 2𝑁, Ψ(𝛼) = {0, 0, . . . ,−Ψ(𝛼)} .

Пример. Случай одной штольни. Вектор-
ная задача Римана принимает вид

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
𝑋+

1 (𝛼)

𝑋+
2 (𝛼)

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
𝑒𝑖𝛼(𝑏2−𝑏1) 0

𝑅(𝛼) −𝑒−𝑖𝛼(𝑏2−𝑏1)

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦×

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
𝑋−

1 (𝛼)

𝑋−
2 (𝛼)

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦−

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

0

Ψ(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

Случай двух штолен, имеем

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑋+
1 (𝛼)

𝑋+
2 (𝛼)

𝑋+
3 (𝛼)

𝑋+
4 (𝛼)

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

=

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝜓11

𝜓22

𝜓33

𝜓41 𝜓42 𝜓43 𝜓44

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

×

×

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑋−
1 (𝛼)

𝑋−
2 (𝛼)

𝑋−
3 (𝛼)

𝑋−
4 (𝛼)

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

−

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

0

0

0

Ψ(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑏4

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

,

𝜓11 = 𝑒𝑖𝛼(𝑏2−𝑏1), 𝜓22 = 𝑒𝑖𝛼(𝑏3−𝑏2),

𝜓33 = 𝑒𝑖𝛼(𝑏4−𝑏3), 𝜓44 = −𝑒−𝑖𝛼(𝑏4−𝑏1),

𝜓41 = 𝑅(𝛼)𝑒−𝑖𝛼(𝑏4−𝑏2), 𝜓42 = −𝑒−𝑖𝛼(𝑏4−𝑏3),

𝜓43 = 𝑅(𝛼).

Для исследования функционального уравне-
ния Римана будет развит факторизационный
метод, позволяющий оптимально изучать по-
ведение характеристик решения. Это достига-
ется разработкой специального факторизаци-
онного подхода к анализу матрицы-функции
высокого порядка, являющейся коэффици-
ентом функционального уравнения Римана.
Этот подход позволяет некоторым алгорит-
мом последовательных приближений строить
параметры решения граничной задачи, опи-
сывающие как поведение контактных напря-
жений в зонах соединений перегородок с мно-
гослойными средами, так и поведение пере-
мещений в зонах полостей. Результаты этой
разработки будут представлены в следующих
публикациях авторов.
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Выводы

Таким образом, в работе доказано, что
граничная задача для слоистой среды с па-
раллельными множественными полостями мо-
жет быть сведена к векторной задаче Римана,
что позволяет использовать эффективный ма-
тематический аппарат теории уравнений Ри-
мана для решения поставленной граничной
задачи. Это позволяет осуществлять анализ
состояния шахтного строения, которое изме-
няется как от действия новых штолен, так и
от медленного движения коры Земли.
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