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Abstract. A hierarchical system of point models of water softening has been developed. The
hierarchy of models has a linear ordering, each next one is built on the basis of the previous one,
by including new equations reflecting the appearance of new substances, ions, and consequently
new phenomena. The number of roots of the system of equations increases.

Numerical methods for finding the roots of non-linear equations with the use of modified Newton
methods with a choice of a step, a regularization parameter, and an extension method for systems
of nonlinear equations are proposed.
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Введение

Востребованность безреагентных электро-
мембранных процессов и электродиализа зна-
чительно возросла в последнее время. Техно-
логия электродиализа с биполярными мем-
бранами используется и для безреагентного
регулирования рН технологических раство-
ров и природных вод. Для увеличения эф-
фективности этих малоизученных техноло-
гий требуется исследование явлений переноса
ионов путём построения математических мо-
делей, описывающих процесс регулировки рН
в каналах электродиализаторов с биполярны-
ми и полубиполярными мембранами с учётом
диссоциации молекул воды.

Для этих целей используются электродиа-
лизаторы с биполярными мембранами, фраг-
мент которого показан на рис. 1.

Фрагмент аппарата представляет собой
две камеры длины 𝐿 = 40, образованные
анионообменной и двумя биполярными мем-
бранами. На вход поступает раствор NaCl,

содержащий ионы солей. Через систему про-
текает электрический ток плотностью 𝑖. В
силу свойств ионообменных мембран из ле-
вой камеры будет вытекать кислота с остат-
ками соли (кислотная камер), а из правой —
щёлочь (щелочная камера).

Процесс предоставляет уникальные воз-
можности для непосредственного подкисле-
ния или подщелачивания технологических
растворов без добавления химических реаген-
тов и образования побочных продуктов или
отходов.

В предыдущих работах [1–4] построена
иерархия точечных моделей:

А) В коротких ячейках:
1. Модель процесса коррекции рН раство-

ров простых электролитов;
2. Модель процесса коррекции рН раство-

ров хлоридно-карбонатных и бикарбонатных
растворов;

3. Модель процесса коррекции рН раство-
ров хлоридно-карбонатных и бикарбонатных
растворов при наличии серной кислоты;
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Рис. 1. Электродиализной ячейки для исследования процесса коррекции рН разбавленного раствора
хлорида натрия: 1 — кислотная камера, 2 — щелочная камера; 3, 4 — буферные ячейки. Ток
протекает слева направо MА- анионобменная мембрана, MБ - биполярные мембраны. Рабочая

длина ячейки составляла 𝐿 = 40 см, межмембранное расстояние — 0,1 см

4. Модель процесса коррекции рН раство-
ров хлоридно-карбонатных и бикарбонатных
растворов при наличии ионов серной кисло-
ты и учётом выпадения в осадок карбоната
кальция и гироксида магния;

Б) В длинных аппаратах:
5. Модель процесса коррекции рН раство-

ров в длинных аппаратах для переработки
природных вод с биполярными мембранами.

В основе иерархии а первом уровне лежит
наиболее простая модель А.1 для коррекции
рН в растворе простой соли. Количество неиз-
вестных в системе уравнений — пять и при
переходе к следующему уровню иерархии к
основным уравнениям предыдущего уровня
добавляются все новые уравнения, отража-
ющие присутствие новых компонентов, ве-
ществ, ионов. Уравнения, описывающие яв-
ления переноса, отражают фундаментальные
законы ионных равновесий и законы сохра-
нения массы. Данная работа и [1–4] является
развитием работы [5] и отличается тем, что
одновременно рассматриваются две камеры,
отсутствует реагентное воздействие на состав
раствора, а числа переноса рассчитываются
по текущему вычисляемому составу раство-
ра.

В настоящей работе изложены идеи мето-
да численного решения систем уравнений и
алгоритм его реализации.

Введём обозначения: 𝑐𝑗 (𝑗 = 1, 4) — кон-
центрации ионов 𝑗-го сорта в растворе, 𝛾H2O —
поток воды в результате рекомбинации ионов
водорода и гидроксила, 𝑣0 — линейная ско-
рость течения раствора, 𝑆0 — площадь по-
перечного сечения камеры (3 см × 1 мм),
𝑆м — площадь мембраны, 𝑐(0)𝑗 — концентра-
ции иона 𝑗-го сорта на входе в исследуемые
камеры электродиализной ячейки, 𝑐(1)𝑗 и 𝑐(2)𝑗 —
концентрация иона 𝑗-го сорта на выходе из
кислотной и щелочной камер соответственно.
Числа переноса через биполярную или асим-
метричную биполярную мембрану 𝑇𝐴𝐾

𝑗 пола-
гались равными 1. Числа переноса продук-
тов диссоциации воды через анионообменную
мембрану принимались равными эксперимен-
тальным при соответствующих значениях рН
и плотности тока.

1. Математическая модель

При построении детерминированного ал-
горитма, обладающего свойством массовости,
т.е. применимостью не к отдельной задаче, а
к серии задач А.1–А.4 и Б.5, следует обратить
внимание на ряд свойств, присущих данной
иерархии однотипных моделей, каждая из ко-
торых обладает специфическими свойствами.

По мере повышения уровня в иерархии
растёт размерность системы уравнений и ко-
личество неизвестных в ней.
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Математическое и численное моделирование процесса регулирования pH разбавленных. . .

Рис. 2. Схематический рисунок введения параметра продолжения. Обе электродиализные ячейки
(щелочная и кислотная) по длине канала разбивались на 𝑁 = 10 подотрезков точками. В каждой

точке решалась система равновесных и балансовых уравнений (1.4)–(1.18)

В модели А.4 в процессе поиска решения
количество уравнений может меняться в за-
висимости от выполнения условий выпадения
в осадок компонентов.

В моделях одного уровня А.1–А.4 реше-
ния зависят от параметра 𝜉 = 𝑖, плотности то-
ка, с увеличением которого обусловленность
системы уравнений ухудшается

В модели Б.5 решения зависят не только
от параметра 𝐼, но и от координаты по длине
аппарата 𝜉 = 𝑙.

Идея продолжения использовалась авто-
рами и при моделировании переноса ионов
через многослойные мембранные системы. В
многослойных мембранных системах при мяг-
ких токовых режимах в качестве параметра
продолжения выбиралось безразмерное элек-
тродиффузионное сопротивление мембраны
𝜉 = 𝑟 [6, 7] (рис. 2). Система в многослойных
задачах имеет корень, близкий к границе 𝐺,
за пределами которой функция 𝑓(𝑥) либо не
определена, либо имеет решения, близкие к
𝑥*, но не отвечающие физическому смыслу
задачи. Для интенсивных режимов работы
электродиализных аппаратов, когда вместо
условия электронейтральности используется
уравнение Пуассона, в качестве параметра
продолжения выбирался 𝜉 = 𝜀 — безразмер-
ная величина диэлектрической проницаемо-
сти, малый параметр при старшей производ-
ной [8], что позволило решать задачи методом
параллельной стрельбы. С помощью продол-
жения по векторному параметру решалась
тестовая задача [9] оптимального управле-
ния, в которой имеются области вырождения
отображения 𝑓(𝑥): трёхмерная область отоб-
ражается в многообразие меньшей размерно-
сти. В задачах управления удобно взять в
качестве метода продолжения ограничения
на управляющие воздействия [9]. Использова-
ние методов продолжения позволило преодо-

леть возникающие при решении этих задач
специфические трудности.

Целью работы являлось исследование про-
цесса коррекции рН природной воды гидро-
карбонатного класса в электродиализаторе с
биполярными мембранами с длиной 40 см и
более(модель Б.5). Обоснование модели дано
в [2, 3].

Математическая модель представляет со-
бой совокупность алгебраических уравнений,
отражающих химические равновесия в рас-
творе и материальный баланс для каждого
из ионов в щелочной и кислотной камерах,
которая решается в каждой точке разбиения
канала на отдельные участки.

Числа переноса противоионов через ани-
онообменную мембрану рассчитывались на
основании теоретического подхода, развитого
в [2,6,7]. Расчёт чисел переноса производился
аналогично [1]. На паре камер задавалось на-
пряжение 𝑢 и плотность протекающего тока
рассчитывается из формулы

𝑖 =
𝐹 2

𝑅𝑇

𝑢− 𝑅𝑇
𝐹 ln

(︁
𝑐𝐼𝐼𝐻
𝑐𝐼𝐻

)︁

(︁
1
𝑘1

+ 1
𝑘2

)︁
ℎ

, (1.1)

где 𝑐𝐼𝐻 , 𝑐𝐼𝐼𝐻 — концентрации ионов во-
дорода в первой и второй камере,
𝑘𝐼 =

∑︀
𝑘

𝑧2𝑘𝐷𝑘𝑐
𝐼
𝑘, 𝑘𝐼𝐼 =

∑︀
𝑘

𝑧2𝑘𝐷𝑘𝑐
𝐼𝐼
𝑘 — прово-

димости раствора в первой и второй камере,
ℎ — расстояние между мембранами. Посколь-
ку электрическая проводимость раствора
меняется по длине канала, то меняется и
плотность протекающего тока 𝑖. В числителе
стоит падение напряжения на парной камере
за минусом падения на анионообменной мем-
бране, в знаменателе — проводимость растров
в щелочной и кислотных камерах, соединён-
ных последовательно. Расчёты проводились
сначала в щелочной камере, находились чис-
ла переноса и затем вычисления проводились
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в кислотной камере. Для сокращения расчё-
тов производилось распараллеливание расчё-
тов. Созданы две программы, работающие
одновременно для обеих камер. В кислотной
камере проводился расчёт с числами пере-
носа, полученными на предыдущем шаге,
и затем уточнялся с расчётными числами
переноса в щелочной камере.

Смесь раствора слабой кислоты 𝐻2CO3,
сильной кислоты Н2SO4, и раствора соли
NaCl имеет 15 различных сортов молекул и
ионов 𝑐(1)0 — 𝑐H2CO3 ; 𝑐

(1)
1 — 𝑐HCO3 ; 𝑐

(1)
2 — 𝑐CO3-;

𝑐
(1)
3 — 𝑐OH; 𝑐(1)4 — 𝑐H; 𝑐(1)5 — 𝑐Na; 𝑐

(1)
6 — 𝑐Cl; 𝑐

(1)
7

— 𝑐SO4 ; 𝑐
(1)
8 — 𝑐HSO4 , а также потоков: 𝛾0 —

𝛾H2CO3 , 𝛾1 — 𝛾HCO3 , 𝛾2 — 𝛾CO3 , 𝛾3 — 𝛾OH, 𝛾4 —
𝛾H, 𝛾5 — 𝛾SO4 . Потоки ионов и молекул, об-
разующих истоки (стоки) при образовании
(или распаде) молекул на составляющие их
ионы, обозначены чрез 𝛾. Верхний индекс (1)

соответстует концентрации на выходе данно-
го исследуемого участка камеры, а на входе
этого участка индекс (0) — соответствует кон-
центрации ионов 𝑗-го сорта, полученной в
результате решения на участке, предшеству-
ющего данному. Концентрации и потоки, под-
лежащие определению, в программе вводятся
в виде вектора x = {𝑐(1)𝑗 , 𝛾𝑗} размерности
15. 𝑊 — объёмная скорость течения раство-
ра через каждую камеру, см3/с, 𝜈0 = 𝑊

𝑎ℎ𝑔 ,
где 𝑎 = 3 см, ℎ = 0,1 см, 𝑔 описывает по-
розность канала. Величина 𝑔 рассчитывается
как отношение объема камеры, не занятого
спейсером, к полному объему камеры. Для
указанного спейсера 𝑔 = 0,9, 𝑆0 — площадь
поперечного сечения камеры, см2, 𝑆м — пло-
щадь мембраны, см2, 𝑝 = 𝑆м

𝑆0𝜈0
— параметр,

учитывающий конструкционные и гидроди-
намические характеристики электродиализ-
ной ячейки, с/см, 𝐹 — постоянная Фарадея,
Кл/моль, 𝑐(0)𝑗 — концентрации 𝑗-го компонен-
та на входе в исследуемые камеры электро-
диализной ячейки, 𝑐(1)𝑗 и 𝑐(2)𝑗 — концентрации
𝑗-го компонента на выходе из кислотной и
щелочной камер соответственно. Числа пере-
носа через биполярную мембрану 𝑇𝐴𝐾

𝑗 пола-
гались равными 1. Числа переноса продуктов
диссоциации молекул воды через анионооб-
менные мембраны 𝑇𝐴

𝑗 принимались равными
экспериментальным, полученными в [2,3] при
соответствующих значениях рН и плотности
тока. В условиях достаточно низкой концен-
трации ионов в умягчённой воде переносом

коинов через анионообменную мембрану мож-
но пренебречь. В таком случае сумма чисел
переноса анионов через анионообменную мем-
брану равна единице

𝑇𝐴
Cl− + 𝑇𝐴

HCO3−
+ 𝑇𝐴

CO2−
3

+ 𝑇𝐴
OH−+

+ 𝑇𝐴
SO2−

4
+ 𝑇𝐴

HSO−
4
= 1, (1.2)

Расчёт чисел переноса осуществлялся в со-
гласии с разработанной ранее теорией [6, 7]

𝑇𝑗,пр =
𝑗𝑗,пр
3∑︀

𝑖=1
𝑗𝑖,пр

=
(1− 𝑧𝑗

𝑧𝐴
)𝐷𝑗𝑐

(1)
𝑗

3∑︀
𝑖=1

(1− 𝑧𝑗
𝑧𝐴

)𝐷𝑖𝑐
(1)
𝑖

, (1.3)

где 𝑧𝑖 — заряд иона 𝑗-го сорта, 𝑧𝐴 — заряд ко-
иона Na, 𝐷𝑗 — коэффициент диффузии иона
𝑗-го сорта в растворе, 𝑐𝑗 — концентрация иона
𝑗-го сорта в растворе.

Рассмотрим уравнения математической
модели. Условия равновесия заданы следую-
щими четырьмя уравнениями:

𝑐
(1)
4 𝑐

(1)
3 − 𝑘𝑤 = 0; (1.4)

𝑐
(1)
4 𝑐

(1)
1 − 𝑘1𝑐

(1)
0 = 0; (1.5)

𝑐
(1)
4 𝑐

(1)
2 − 𝑘2𝑐

(1)
1 = 0; (1.6)

𝑐
(1)
4 𝑐

(1)
8 − 𝑘3𝑐

(1)
7 = 0. (1.7)

Балансовые уравнения по каждому из ионов
представлены в виде

H2CO3 : 𝑐
(0)
0 + 𝛾0 − 𝑐

(1)
0 = 0; (1.8)

HCO3 : 𝑐
(0)
1 + 𝛾1 − 𝑐

(1)
1 ± 𝑇𝐴

1

𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.9)

CO3 : 𝑐
(0)
2 + 𝛾2 − 𝑐

(1)
2

𝑇𝐴
3

2

𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.10)

OH : 𝑐
(0)
3 + 𝛾3 − 𝑐

(1)
3 +

+
(︁
𝑇

Bi(k_sh)
OH ± 𝑇𝐴

3

)︁ 𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.11)

H : 𝑐
(0)
4 + 𝛾4 − 𝑐

(1)
4 +

+
(︁
𝑇

Bi(k_sh)
H ∓ 𝑇𝐴

4

)︁ 𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.12)

Na : 𝑐
(0)
5 − 𝑐

(1)
5 ∓ 𝑇𝐴

5

𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.13)

Сl : 𝑐(0)6 − 𝑐
(1)
6 ± 𝑇𝐴

6

𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.14)
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HSO4 : 𝑐
(0)
7 + 𝛾5 − 𝑐

(1)
7 ± 𝑇𝐴

7

𝑖

𝐹
𝑝 = 0; (1.15)

SO4 : 𝑐
(0)
8 − 𝛾6 − 𝑐

(1)
8 ± 𝑇𝐴

8

𝑖

𝐹
𝑝 = 0. (1.16)

Учитываются условия электронейтраль-
ности и условие сохранения массы углерода

𝑐
(1)
1 + 2𝑐

(1)
2 + 𝑐

(1)
3 + 𝑐

(1)
6 + 𝑐

(1)
7 +

+ 2𝑐
(1)
8 − 𝑐

(1)
4 − 𝑐

(1)
5 = 0; (1.17)

С : Σ𝐶(0) − 𝑐
(1)
0 − 𝑐

(1)
1 − 𝑐

(1)
2 +

+

(︂
±𝑇𝐴

1 ± 𝑇𝐴
3

2

)︂
𝑖

𝐹
𝑝 = 0. (1.18)

При использовании в уравнении знаков
± или ∓ сверху указывается знак для кис-
лотной, снизу — для щелочной камеры. В
каждой камере на выходе присутствуют 15
неизвестных для определения которых име-
ется 15 уравнений. Задача сводилась к без-
размерному виду и уравнения решались ре-
гуляризованным методом Ньютона. В любой
модели, принадлежащей иерархии, вычисли-
тельная задача сводится к нахождению корня
нелинейной системы уравнений.

2. Алгоритм решения

Задача нахождения корней уравнений мо-
жет быть записана в виде

f(x) = 0, f : 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛. (2.1)

Здесь x = (𝑐
(1)
𝑗 , 𝛾𝑗), f(x) — соотношения (1.4)–

(1.18). Особенностями этой систем уравнений,
применительно к иерархии моделей, являет-
ся наличие ложных отрицательных корней
и переменная размерность системы уравне-
ний. В уравнениях применяется показатель-
ная замена переменных, с целью отсечь все
отрицательные корни 𝑐𝑗 = 10𝑥𝑖 . Для реше-
ния системы уравнений используется метод
продолжения [10–12] для регуляризованного
метода Ньютона. На тестовых примерах [11]
для разработанных моделей показано, что
метод расширяет область сходимости с раз-
ных начальных приближений, заведомо не
удовлетворяющих достаточным условиям схо-
димости классического метода Ньютона. Ав-
торами показана глобальная сходимость ре-
гуляризованного метода Ньютона, а также

реализована идея продолжения по параметру
на примере, предложенном в [13].

Решение нелинейного векторного уравне-
ния размерности 𝑞 регуляризованным мето-
дом Ньютона производилось использованием
следующей схемы:

Aw𝑝 = B,

A = 𝛼 ‖f (x𝑝)‖2E+ f ′ (x𝑝)
𝑇 f ′ (x𝑝) ,

B = −f ′ (x𝑝)
𝑇 f (x𝑝) ,

Δx𝑝 = 𝛽𝑝w𝑝,

x𝑝+1 = x𝑝 +Δx𝑝,

(2.2)

где f ′(x𝑝) — матрица производных функции

f на 𝑝-м итерационном шаге;‖f‖2 =
𝑞∑︀

𝑖=1
𝜑2𝑖 —

сумма квадратов невязок; 𝛼 — параметр ре-
гуляризации; 𝛽𝑝 — итерационный параметр
шага метода Ньютона; 𝑇 — знак транспониро-
вания матрицы, E — единичная матрица. От
удачного назначения итерационных парамет-
ров 𝛼 = [0÷10], 𝛽𝑝 = [0,1÷1] зависит скорость
сходимости метода к корню 𝑥* [12].

Численный расчёт матрицы производ-
ных f ′

f ′ =

[︃
𝜕𝜑(𝑖)

𝜕𝑥𝑘

]︃

𝑖=1...𝑞
𝑘=1...𝑞

, (2.3)

осуществлялся с помощью аппроксимации
производных разделёнными разностями вто-
рого порядка точности

𝜕𝜑(𝑖)

𝜕𝑥𝑘
≈
(︀
𝜑(𝑖)(. . . 𝑥𝑘 +Δ, . . .)−

− 𝜑(𝑖)(. . . 𝑥𝑘 −Δ, . . .)
)︀
(2Δ)−1, (2.4)

на 2𝑞-точечном шаблоне, что требует 2𝑞 до-
полнительного интегрирования системы (2.1)
на каждом 𝑝-м итерационном шаге.

Итерации проводились до выполнения
условия

‖x𝑝+1 − x𝑝‖+ ‖f𝑝+1‖ < 𝜀, (2.5)

где 𝜀 — заданная точность решения системы
нелинейных алгебраических уравнений.

Метод применялся к математическим те-
стовым примерам [11] при этом имело место
глобальная сходимость и преодоление барье-
ров целевой функции аналогично описанному
в [13], обладающего глобальной сходимостью.
Табл. 1 иллюстрирует зависимость числа ите-
раций от параметра регуляризации примени-
тельно к модели А.1 [2].
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Таблица 1. Количество итераций в зависимости от величины коэффициента регуляризации

𝛽 = 1,0 𝛼 = 0 𝛼 = 10−17 𝛼 = 10−16 𝛼 = 10−15 𝛼 = 10−14 𝛼 = 10−13 𝛼 = 10−12

16 12 10 11 11 10 10

𝛽 = 1,0 𝛼 = 10−11 𝛼 = 10−10 𝛼 = 10−9 𝛼 = 10−8 𝛼 = 10−7 𝛼 = 10−6 𝛼 = 10−5

8 10 17 101 923 9135 91215

Рис. 3. Зависимость относительной нормы погрешности ‖f(x𝑗)‖/‖f(x0)‖ при решении системы
уравнений (1.4)–(1.18) при 𝛽 = 0,5; 𝛼 = 10−9

Параметр регуляризации даже при малых
значениях 𝛼 6 10−5 оказывает большое влия-
ние на количество итераций. С увеличением
параметра регуляризации количество итера-
ций возрастает. С другой стороны, при уве-
личении параметра регуляризации начинают
проявляться релаксационные свойства алго-
ритма (рис. 3).

Для создания общего алгоритма к моде-
ли Б.5 использовались идея продолжения по
параметрам [7,9, 12].

Сущность метода продолжения состоит
в том, что в левую часть уравнения (2.1)
вводится параметр 𝜉, такой что при 𝜉 = 1
мы имеем исходную задачу (2.1) с корнем
𝑥* = 𝑥*(1), а при 𝜉 = 0 — задачу, решение
которой 𝑥*(0) = 𝑥0 можно получить с любой
наперёд заданной точностью.

Пусть задано отображение

Φ : 𝐺× [0,1] ∈ 𝑅𝑞+1 → 𝑅𝑞.

Рассмотрим уравнение

Φ(x, 𝜉) = 0, (2.6)

где 𝐺 — область определения Φ(x, 𝜉),
𝜉 ∈ [0, 1]. Функция Φ(x,1) совпадает с ис-
ходной 𝑓(𝑥)

Φ(x,1) ≡ f(x), (2.7)

Чтобы получить решение x = x(1), рас-
сматривается разбиение отрезка [0,1] точками

0 = 𝜉0 < 𝜉1 < . . . < 𝜉𝑁 = 1, (2.8)

и решение каждого из уравнений

Φ(x, 𝜉𝑖) = 0; 𝑖 = 0, 𝑁. (2.9)

осуществляется регуляризованным методом
Ньютона (2.1)–(2.5) с числом шагов 𝑝 = 0,𝑀 .
Для каждого 𝜉𝑖+1 в качестве начального при-
ближения выбирается приближённый корень
x𝑀 (𝜉𝑖) 𝑖-го уравнения Φ(x*(𝜉𝑖)) = 0.

Теорема 2. [7] Пусть в некоторой за-
мкнутой ограниченной области 𝐷0 × [0,1] ⊂
⊂ 𝐺 × [0,1] конечномерного линейного про-
странства 𝑅𝑞 × 𝑅 задано векторное урав-
нение (2.6), которое имеет решение x*(𝜉)
для любого 𝜉 ∈ [0,1]. Отображение x*(𝜉)
осуществляется во внутренность 𝐷0, т.е.
x*(𝜉) : [0,1] → int(𝐷0). Потребуем, чтобы
в 𝐷0 отображение Φ удовлетворяло следу-
ющим условиям при всех 𝜉 ∈ [0,1]:

а) Φ(x, 𝜉) ∈ 𝐶(2)(𝐺);
б) ‖Φxx(x, 𝜉)‖ 6 𝑁1;
в) det(Φ𝑥(x, 𝜉)) ̸= 0;
г)
⃦⃦
Φx(x, 𝜉)

−1
⃦⃦
6𝑀1.

Тогда существует такое разбиение (2.8),
что последовательности итераций Ньютона
[𝑥𝑝]𝑖 для движения вдоль кривой 𝑥*(𝜉)

46



Математическое и численное моделирование процесса регулирования pH разбавленных. . .

Рис. 4. Зависимость рН раствора на выходе из
щелочной (выше 8) и кислотной (ниже 8) камер
электродиализатора с биполярными мембранами

от длины канала 𝜉 = 𝑙 при различных
плотностях тока; Точки — экспериментальные

значения [1], кривые — расчёт по модели

Рис. 5. Зависимость рН от плотности тока 𝜉 = 𝑖
в щелочной (1) и кислотной (2) камерах ЭДС с
длиной 40 см при линейной скорости 2,5 см/с.

Точки — экспериментальные данные [1],
кривые — данные, рассчитанные по модели Б.5

[x0]1
∼= x* (𝜉0) ;

Φ𝑥([x𝑝]𝑖, 𝜉𝑖)[Δx𝑝]𝑖 = −Φ([x𝑝]𝑖, 𝜉𝑖),

𝑝 = 0,𝑀 − 1; 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

[x0]𝑖+1 = [x𝑀 ]𝑖 ,

𝑝 = 0,𝑀 − 1; 𝑖 = 1, 𝑁 − 1;

[x𝑝+1]𝑖 = [x𝑝]𝑖 + [Δx𝑝]𝑖,

𝑝 = 0,𝑀 − 1; 𝑖 = 1, 𝑁 − 1;

Φ𝑥([x𝑝]𝑁 , 𝜉𝑁 )[Δx𝑝]𝑁 =

= −Φ([x𝑝]𝑁 , 𝜉𝑁 ),

𝑝 = 0, 1, 2, . . . ;

[x𝑝+1]𝑁 = [x𝑝]𝑁 + [Δx𝑝]𝑁 ,

𝑝 = 0, 1, 2, . . . .

(2.10)

всё время остаётся в 𝐷0 и

lim
𝑝→∞

[x𝑝]N = x*(𝜉) |𝜉=1 = x*,

где x* — искомый корень уравнения (2.6).
Здесь при любом фиксированном 𝜉 ∈ [0,1]
имеем отображения, задаваемые формулами

Φ𝑥 : 𝐺 ⊂ 𝑅𝑞 → 𝑅𝑞; Φ𝑥𝑥 : 𝑅𝑞 → 𝐿(𝑅𝑞, 𝑅𝑞);

Φ𝑥(x, 𝜉)h ∈ 𝑅𝑞;

Φ𝑥𝑥(𝜁, 𝜉)h ⊂ 𝐿(𝑅𝑞, 𝑅𝑞), h ∈ 𝑅𝑞;

𝜁 = {𝜁1, . . . , 𝜁𝑞}; 𝜁𝑖 ∈ 𝑅𝑞;

[Φ𝑥𝑥(𝜁, 𝜉)h]h ∈ 𝑅𝑞;

Φ𝑥(x, 𝜉) =

{︂
𝜕Φ𝑖

𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝜉)

}︂

𝑖,𝑗=1,𝑞

;

Φ𝑥𝑥(𝜁, 𝜉) =
{︀
W1(𝜁1, 𝜉), . . . ,W𝑞(𝜁𝑞, 𝜉)

}︀
;

W𝑘(𝜁𝑘, 𝜉) =

{︂
𝜕2Φ𝑖

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗
(𝜁𝑘, 𝜉)

}︂

𝑖,𝑗=1,𝑞

.

Доказательство дано в [7]. На практике
оценками типа (а)–(г) воспользоваться за-
труднительно, так как величины 𝑁1,𝑀1 неиз-
вестны. Однако доказанная теорема указыва-
ет на возможность устранения существенно-
го недостатка метода Ньютона, состоящего
в необходимости выбора хорошего начально-
го приближения. Вместе с тем, теорема ука-
зывает на некоторые конкретные пути пре-
одоления недостатка. Методы продолжения
существенно расширяют возможности клас-
сического метода Ньютона, значительно сни-
жая чувствительность к выбору начального
приближения. Исследование регулирования
рН в электродиализной ячейки проводится
авторами [1–4] (рис. 4, 5).
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Выводы

Разработана иерархическая система то-
чечных моделей умягчения воды. Предло-
жены численные методы отыскания кор-
ней нелинейных уравнений с использова-
нием регуляризованного метода Ньютона–
Канторовича с выбором итерационного шага,
коэффициента регуляризации и метода про-
должения для сложных систем нелинейных
уравнений, для систем с переменной размер-
ностью и осложнённых наличием ложных от-
рицательных корней.

Метод Ньютона усовершенствован в трёх
отношениях: в уравнениях применяется пока-
зательная замена переменных с целью отсечь
все отрицательные корни; выбраны оптималь-
ные параметры итерационного шага и регу-
ляризации путём проведения тестирующих
примеров; использован метод продолжения
по параметрам.
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