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Abstract. We need to consider the model of the medium as close as possible to the natural
one, to apply a mathematical apparatus that adequately and reliably describes the processes and
phenomena occurring in the studied medium of a complex structure in the process of creating
modern systems for monitoring the geophysical medium, regulating the quality of the environment.
Such a possibility is provided by methods having a topological basis, in particular, a differential
factorization method. However, with strict adherence to the algorithm, the numerical evaluation
of the parameters under study requires considerable time. Therefore, it is necessary to identify
those moments where it is possible to proceed to an approximate solution without compromising
the accuracy of the result obtained. A method is proposed for constructing approximate solutions
of systems of integral equations arising in the investigation of boundary problems of the mechanics
of a solid deformed body and the mechanics of continuous media by a differential factorization
method for media of complex structure. The justification of the proposed conclusions for the
problems posed both in Cartesian and curvilinear coordinate systems is fulfilled. As an example,
the application of approximate methods in problems of assessing the quality of the aquatic
environment or the atmosphere is considered. The results can be used for express forecast of the
ecological state of the environment, in systems of integrated geoecological monitoring.

Keywords: medium, complex internal structure, factorization approach, pseudodifferential equa-
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Современные методы регулирования каче-
ства среды, геоэкологического мониторинга,
рационального природопользования предпо-
лагают широкое использование средств ма-
тематического и имитационного моделирова-
ния.

В работах [1–4] были предложены новые
эффективные численно-аналитические мето-
ды исследования процессов, моделируемых
смешанными граничными задачами. Они ба-
зируются на теории блочных структур и фак-
торизационном подходе. Решение задач мето-
дом блочного элемента или дифференциаль-
ным методом факторизации позволяет све-

сти исследуемую граничную задачу к систе-
мам интегральных уравнений [5]. Проведен-
ные расчеты как для модельных задач, так и
для реальных условий показали [6,7], что при
строгом следовании алгоритму дифференци-
ального метода факторизации для блочных
структур численная оценка исследуемых па-
раметров требует значительных временных
затрат. Однако экспресс-прогноз или необхо-
димость принятия управленческих решений
при нештатных ситуациях предполагает, что
оценка осуществляется оперативно, а именно,
в течение нескольких минут после внесения
исходных данных. Поэтому в алгоритме диф-
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ференциального метода факторизации необ-
ходимо выявить этапы, где можно перейти к
приближенному решению без ущерба точно-
сти полученного результата.

1. Процессы в земной коре могут описы-
ваться динамическими связанными задача-
ми, в которых учитывается взаимодействие
механических, тепловых, электромагнитных
полей в деформируемых средах — моделя-
ми изотропной и анизотропной теории термо-
электроупругости, частными случаями кото-
рых являются модели для термоупругих ани-
зотропных и изотропных сред, модели для
электроупругих и пироэлектрических тел без
пьезоэффекта. В системах экспресс-прогноза
используются уравнения теории упругости
для изотропного тела или основные уравне-
ния для анизотропных сред, дополненные на-
чальными и граничными условиями.

Для решения поставленной задачи приме-
няется теория блочных структур и диффе-
ренциальный метод факторизации или метод
блочного элемента [2, 4, 8].

При построении приближенных решений
систем интегральных уравнений, возникаю-
щих при исследовании граничных задач меха-
ники деформируемого твердого тела и меха-
ники сплошных сред, учитываются свойства
псевдодифференциальных уравнений, полу-
чаемых в ходе реализации алгоритма диффе-
ренциального метода факторизации, и свой-
ства ядер интегральных уравнений, в частно-
сти, их асимптотические свойства.

Воспользуемся результатами работы [1] и
выпишем системы псевдодифференциальных
уравнений для блочной структуры механики
деформируемого твердого тела, которые по-
лучаются при применении теории блочных
структур и дифференциального метода фак-
торизации в декартовой системе координат:
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Остальные обозначения определены в рабо-
те [1].

Построенные в общем виде псевдодиф-
ференциальные уравнения позволяют рас-
сматривать задачи механики деформируемо-
го твердого тела различного типа. Если на
границах заданы перемещения u𝜈

0 , получим
систему интегральных уравнений для обла-
сти относительно напряжений t𝜈0 , которая в
векторном виде запишется в форме
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Введя обозначения
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и применив двойное обратное преобразование
Фурье, систему можно привести к виду
∫︁∫︁

𝜕Ω𝜈

k𝜈(𝑥𝜈1 − 𝜉𝜈1 , 𝑥
𝜈
2 − 𝜉𝜈2 )×

× t𝜈𝑐 (𝜉
𝜈
1 , 𝜉

𝜈
2 ) d𝜉

𝜈
1 d𝜉

𝜈
2+

+

𝑇∑︁

𝜏=1, 𝜏 ̸=𝜈

∫︁∫︁

𝜕Ω𝜏

k𝜈𝜏 (𝑥𝜈1 , 𝜉
𝜏
1 , 𝑥

𝜈
2 , 𝜉

𝜏
2 )×

× t𝜏 (𝜉𝜏1 , 𝜉
𝜏
2 ) d𝜉

𝜏
1 d𝜉

𝜏
2 = u𝜈(𝑥𝜈1 , 𝑥

𝜈
2)+

+
𝑇∑︁

𝜏=1, 𝜏 ̸=𝜈

∫︁∫︁

𝜕Ω𝜏

q𝜈𝜏 (𝑥𝜈1 , 𝜉
𝜏
1 , 𝑥

𝜈
2 , 𝜉

𝜏
2 )×

× u𝜏 (𝜉𝜏1 , 𝜉
𝜏
2 ) d𝜉

𝜏
1 d𝜉

𝜏
2 . (2)

В полученных системах интегральных урав-
нений (2) первые слева операторы — глав-
ные — являются операторами свертки, они
соответствуют граничной задаче для полу-
пространства. Последующие операторы явля-
ются подчиненными для ограниченных носи-
телей. Полученный результат открывает ши-
рокие возможности для быстрого получения
псевдодифференциальных уравнений ранее
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исследованных задач, если были построены
решения для полупространства [1–3].

Обращая главные операторы, получа-
ем интегральные уравнения второго рода с
непрерывными операторами, которые можно
решать методом дискретизации

t𝜈 +

𝑇∑︁

𝜏=1

(K𝜈)−1K𝜈𝜏t𝜏 =

= (K𝜈)−1u𝜈 +
𝑇∑︁

𝜏=1

(K𝜈)−1Q.

Для построения приближенного решения
следует принять во внимание, что операто-
ры K𝜈𝜏 имеют экспоненциальные составляю-
щие, убывающие тем сильнее, чем больше
разность |𝜈 − 𝜏 |. Поэтому для приближен-
ных целей можно, отбросив суммы, принять
t𝜈=(K𝜈)−1u𝜈 . Аналогичные результаты мож-
но получить для перемещения u𝜈

0 , если на
границах заданы векторы напряжений t𝜈0 ,
u𝜈=(N𝜈)−1t𝜈 . Представленные выше выводы
будут справедливы и для задач, поставлен-
ных в криволинейных системах координат,
в частности, цилиндрической или сфериче-
ской [9]. Решения граничной задачи, найден-
ные в пространстве медленно растущих обоб-
щенных функций H𝑠, состоят из классиче-
ской компоненты и обобщенной составляю-
щей. Если исходные граничные задачи сфор-
мулированы для достаточно гладких гранич-
ных условий, классическая компонента сов-
падает с этим решением. Обобщенная компо-
нента появляется только в результате диффе-
ренцирования по нормали к границе кусочно-
гладкого носителя.

2. Возможность развития и примене-
ния приближенных методов и реализация
экспресс-прогноза становится все более акту-
альной для оценки загрязнения территорий
и водных ресурсов, прогнозирования уров-
ней загрязнения среды, а также принятия
управленческих решений по природоохран-
ной деятельности.

Количественная сторона изменения содер-
жания субстанции (СБ) в среде во времени и
пространстве описывается уравнением пере-
носа, дополненным граничными условиями и
условиями сопряжения на границе контакта
блоков. В общем случае граничные условия
переводят задачу в класс смешанных с лини-
ями раздела граничных условий. Применяя
дифференциальный метод факторизации, по-
лучаем систему интегральных уравнений для

блоков в форме слоев [6]

𝑀∑︁

𝑛=1

∫︁∫︁

Σ𝑛

𝑘𝑚(𝑥− 𝜉1, 𝑦−𝜉2)𝑞𝑛(𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 =

= 𝑓𝑚(𝑥, 𝑦), (3)

𝑘𝑚(𝑥, 𝑦) =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

K𝑚(𝛼1, 𝛼2)𝑒
−𝑖(𝛼1𝑥+𝛼2𝑦) d𝛼1 d𝛼2,

где 𝑥, 𝑦 ∈ Σ𝑚; 𝑚 = 1,2, . . . ,𝑀 — число обла-
стей на подстилающей поверхности.

Решение системы интегральных уравне-
ний (3) зависит от числа 𝑚 и формы областей
на подстилающем основании.

Если 𝑚 = 1, область является плоско-
стью, система интегральных уравнений вы-
рождается в одно уравнение свертки на всей
плоскости, решаемое методом интегральных
преобразований.

Если 𝑚 = 2 и области Σ𝑚 занимают полу-
плоскости, система сводится к функциональ-
ному уравнению Винера–Хопфа и решается
в замкнутом виде.

Например, если источник субстанции опи-
сывается функцией вида

𝑓𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑚 exp(𝑖𝜂𝑚𝑥),

𝑚 = 1, 𝑥 > 0, 𝑚 = 2, 𝑥 < 0,

Im 𝜂1 > 0, Im 𝜂2 6 0,

решение имеет вид

𝑞𝑚(𝑥) = V−1(𝑥)
1
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1 (𝛼1)𝐾

−
2 (𝛼1)

2∑︁
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,

𝐺1 =
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−
2 (−𝜂1)

𝐾−
1 (−𝜂1)

, 𝐺2 = − 𝑖𝐴2𝐾
+
1 (−𝜂2)

𝐾+
1 (−𝜂2)

.

Здесь 𝐾+
1 (𝛼1), 𝐾−

2 (𝛼1) — результаты факто-
ризации соответствующих функций относи-
тельно вещественной оси.

Если 𝑚 > 2 и области не являются по-
луплоскостями, для исследования интеграль-
ных уравнений нужно применять метод фак-
торизации, предварительно перейдя к новым
неизвестным, а именно, представив систему
в виде

V−1
𝑀∑︁

𝑛=2

𝐾−1
1 𝐾𝑚𝐹

−
𝑛 = V−1𝐹𝑚−

−V−1𝐾−1
1 𝐾𝑚𝐹1, x ∈ Σ𝑚, 𝑚 = 2, . . . ,𝑀.
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Функции
𝑀∑︀
𝑛=2

V−1𝐹−
𝑛 являются неизвестным

продолжением правой части первого урав-
нения в системе (3) вне области Σ1 во всей
плоскости;

𝑓−𝑛 = V−1𝐹−
𝑛 =

{︂
0, x /∈ Σ𝑛,

̸= 0, x ∈ Σ𝑛.

Для областей сложной конфигурации даль-
нейшее исследование этой системы требует
применения методов геометрии многообра-
зий.

Получение приближенного решения для
систем интегральных уравнений вида (3) обос-
новано в работе [10]. Рассматриваемые систе-
мы интегральных уравнений обладают специ-
фическими свойствами локальности их ядер,
экспоненциально затухающих при увеличе-
нии аргументов. Это обстоятельство позво-
ляет строить приближенные решения инте-
гральных уравнений специальным методом,
развитым для решения смешанных задач тео-
рии упругости.

Особенность метода состоит в том, что по-
строенное решение имеет две составляющие.
Первая описывает его поведение во внутрен-
них точках области и называется вырожден-
ной. Вторая составляющая, наиболее значи-
тельная у границы области и убывающая по
мере удаления от границы области вглубь, на-
зывается погранслойной. Построение вырож-
денной составляющей осуществляется реше-
нием уравнения свертки в соответствующей
области, для построения погранслойной со-
ставляющей применяется метод спрямления
границ.

Принимая во внимание, что мероморфные
функции 𝐾𝑚(𝛼) имеют лишь комплексные
нули и полюса, можно выписать приближен-
ное, вырожденное, решение задачи, которое
определяется из системы (3) и имеет вид

𝑞𝑚(x) = V−1(x)
𝑀∑︁

𝑛=1

𝐾−1
𝑛 𝐹𝑛+

+𝑂 (exp(𝜉 |x− 𝜏 |)) , x ∈ Σ𝑚, 𝜏 ∈ 𝜕Σ𝑚. (4)

Здесь 𝜉 — минимальное значение модуля мни-
мой части ближайшего к вещественной оси
нулевого множества функций 𝐾𝑚(𝛼).

Функции (4) приближенно описывают ре-
шение во внутренних точках областей Σ𝑚.

В том случае, если области Σ𝑚 и Σ𝑛 гра-
ничат по гладкой кривой, то в полосе, содер-
жащей указанную кривую, решение может

быть представлено в виде

𝑞𝑝(𝑥) = V−1(𝑥)

{︃
𝐹+
𝑛

𝐾𝑛1
+
𝐹−
𝑚

𝐾𝑚
−

− 1

𝐾+
𝑛 (𝛼1)𝐾

−
𝑚(𝛼1)

×

×
[︃(︂

𝐾−
𝑚𝐹

+
𝑛

𝐾−
𝑛

)︂−
+

(︂
𝐾+

𝑛 𝐹
−
𝑚

𝐾+
𝑚

)︂+
]︃}︃

,

𝑝 = 𝑛, 𝑥 > 0, 𝑝 = 𝑚, 𝑥 < 0.

Здесь ось 𝑥 с началом на границе, нормальна
к ней и переходит из области Σ𝑚 в область
Σ𝑛.

Проведенные тестовые расчеты показали,
что вырожденная составляющая решения су-
щественно превосходит погранслойную, на
2–3 порядка, вклад погранслойной составляю-
щей несущественный и при проведении расче-
тов можно ограничиться вычислением только
вырожденной составляющей.

Приведенные алгоритмы решения гранич-
ных задач переноса для блочных структур, ос-
нованные на дифференциальном методе фак-
торизации, оказались чрезвычайно эффек-
тивными. Во-первых, размерность диффузи-
онных задач минимальна, поскольку ищет-
ся одна скалярная функция. Во-вторых, при
данном подходе многие промежуточные мат-
ричные представления могут быть получены
в явном виде, в том числе обратные к ним.
Ядра интегральных представлений для за-
дач переноса, полученных дифференциаль-
ным методом факторизации, как правило,
быстрее убывают на бесконечности. Это да-
ет возможность реализовать решение плос-
ких и пространственных задач с заданными
стационарными, периодическими и нестаци-
онарными источниками для сотен и тысяч
различных слоев и позволяет рассматривать
многослойную блочную среду практически
как непрерывную.

Полученные решения могут применять-
ся в системах сейсмического и комплексного
геоэкологического мониторинга для оценки
риска наступления экзогенных и эндогенных
природных геологических процессов, которые
в обязательном порядке содержат математи-
ческие модули оценки напряженности иссле-
дуемого участка земной коры.
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