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Abstract. The object of study is the behavior of two semi-infinite tectonic plates under vibration
conditions located on a deformable ground in the form a deformable layer. It is taken to be
that the plates have parallel vertical boundaries and two positions on the layer – when there is
some distance between their edges and when there is not. An antiplane boundary problem is
studied on the assumption that the edges of the tectonic plates act harmonically in time with
the same frequency of stress, parallel to one of the coordinate axes. The boundary problem
stated for a triblock structure is studied by the block element method, the algorithm of which
requires the implementing of exterior form operations, exterior analysis, and the creating of the
quotient topology for the block structure. The problem reduces to studying functional equations
the solutions of which are the contact stresses. The concentrations of contact stresses which show
the probability of a starting earthquake when the tectonic plates come together are studied.
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Введение

В [1] рассматривалась блочная структура,
состоящая из трех блоков: основания, моде-
лируемого пространственными уравнениями
теории упругости, и литосферных плит, мо-

делируемых трехмерными деформируемыми
объектами. В качестве основания принима-
лось деформируемое полупространство. В на-
стоящей работе в этой же постановке рас-
сматривается случай моделирования основа-
ния трехмерным деформируемым слоем, бо-
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лее точно отражающим реальное строение
коры Земли. Следует отметить, что суще-
ствует много различных подходов исследо-
вания граничных задач о поведении сложных
деформируемых конструкций как блочных
структур [2–6], в том числе топологическими
методами [7–15]. Однако подход [1] являет-
ся, по-видимому, первым, перенесенным на
трехмерные области.

1. Метод исследования
Исследуем на примере антиплоской гра-

ничной задачи теории упругости, в которой
все три блока описываются пространственны-
ми уравнениями теории упругости, влияние
трехмерности всех объектов блочной струк-
туры на характер концентрации напряжений
в зоне сближения всех блоков.

Будем считать, что на поверхности ос-
нования находятся две литосферные плиты,
описываемые уравнениями линейной теории
упругости. Чтобы избежать появления крат-
ных корней оператора граничной задачи, то
есть возникновения резонансов, считаем, что
плиты гармонически колеблются по времен-
ному закону 𝑒−𝑖𝜔𝑡 с очень малой частотой
вдоль оси 𝑂𝑥1, направленной от наблюдате-
ля перпендикулярно плоскости наблюдения,
представляющего сечение основания и лито-
сферных плит. Это всегда можно сделать,
варьируя рядом параметров граничной зада-
чи [5]. В таком состоянии, не взаимодействуя
друг с другом, блоки будут рассматриваться
в двух позициях — удаленных на конечное
расстояние, и полностью сблизившихся. Зада-
ча будет антиплоской, если все перемещения,
напряжения и геометрия тел в сечении не
зависят от координаты 𝑥1. Тогда уравнения
Ламе упрощаются. Обозначив через 𝑢𝜆, 𝑢𝑟,
𝑢ℎ перемещения левой, правой литосферных
плит и основания, соответственно, определя-
ющие уравнения граничной задачи для рас-
сматриваемой трехблочной структуры можно
записать в виде

(𝜕𝑥2𝑥2 + 𝜕𝑥3𝑥3 + 𝜌𝜆𝜇
−1
𝜆 𝜕𝑡𝑡)𝑢𝜆(𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 0,

(𝜕𝑥2𝑥2 + 𝜕𝑥3𝑥3 + 𝜌𝑟𝜇
−1
𝑟 𝜕𝑡𝑡)𝑢𝑟(𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 0,

(𝜕𝑥2𝑥2 + 𝜕𝑥3𝑥3 + 𝜌ℎ𝜇
−1
ℎ 𝜕𝑡𝑡)𝑢ℎ(𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 0,

𝜎𝜆𝑥1𝑥3 = 𝜇𝜆
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑥3

, 𝜎𝑟𝑥1𝑥3 = 𝜇𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑥3

,

𝜎𝜆𝑥1𝑥2 = 𝜇𝜆
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑥2

, 𝜎𝑟𝑥1𝑥2 = 𝜇𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑥2

,

(1.1)

𝜎ℎ𝑥1𝑥3 = 𝜇ℎ
𝜕𝑢ℎ
𝜕𝑥3

.

Отыскивая гармонические во времени реше-
ния нестационарных задач, при условии, что
заданные граничные условия каждого блока
содержат временной множитель 𝑒−𝑖𝜔𝑡, и при-
ходим к граничным задачам в каждом блоке
вида

(𝜕𝑥2𝑥2 + 𝜕𝑥3𝑥3 + 𝑝2𝜆)𝑢𝜆(𝑥2, 𝑥3) = 0,

Ω𝜆(|𝑥1| 6 ∞, −∞ 6 𝑥2 6 𝑏1, 0 ≤ 𝑥3 6 ∞),

(𝜕𝑥2𝑥2 + 𝜕𝑥3𝑥3 + 𝑝2𝑟)𝑢𝑟(𝑥2, 𝑥3) = 0,

Ω𝑟(|𝑥1| 6 ∞, 𝑏2 6 𝑥2 6 ∞),

(𝜕𝑥2𝑥2 + 𝜕𝑥3𝑥3 + 𝑝2ℎ)𝑢ℎ(𝑥2, 𝑥3) = 0,

Ωℎ(|𝑥1| 6 ∞, |𝑥2| 6 ∞, −𝑐 6 𝑥3 6 0),

𝑝2𝜆 = 𝜌𝜆𝜔
2𝜇−1

𝜆 , 𝑝2𝑟 = 𝜌𝑟𝜔
2𝜇−1

𝑟 ,

𝑝2ℎ = 𝜌ℎ𝜔
2𝜇−1

ℎ .

Считаем, что на границах 𝜕Ω𝜆, 𝜕Ω𝑟, 𝜕Ωℎ за-
даются напряжения в форме

𝜎𝜆𝑥1𝑥3 = 𝜇𝜆𝑓𝜆2 (𝑥2) , 𝜎𝑟𝑥1𝑥3 = 𝜇𝑟𝑓𝑟2 (𝑥2) ,

𝜎𝜆𝑥1𝑥2 = 𝜇𝜆𝑓𝜆1 (𝑥3) , 𝜎𝑟𝑥1𝑥2 = 𝜇𝑟𝑓𝑟1 (𝑥3) ,

𝜎ℎ𝑥1𝑥3 = 𝜇ℎ𝑓ℎ1 (𝑥2) .

Тогда граничные условия для перемещений
принимают вид

𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑥2

= 𝑓𝜆1 (𝑥3) , 𝑥2 = 𝑏1, 0 6 𝑥3 6 ∞,

𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑥3

= 𝑓𝜆2 (𝑥2) , 𝑥3 = 0, −∞ 6 𝑥2 6 𝑏1,

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑥2

= 𝑓𝑟1 (𝑥3) , 𝑥2 = 𝑏2, 0 6 𝑥3 6 ∞,

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑥3

= 𝑓𝑟1 (𝑥2) , 𝑥3 = 0, 𝑏2 6 𝑥2 6 ∞,

𝜕𝑢ℎ
𝜕𝑥3

= 𝑓ℎ1 (𝑥2) , 𝑥3 = 0, −∞ 6 𝑥2 6 ∞,

𝑢ℎ = 0, 𝑥3 = −𝑐, −∞ 6 𝑥2 6 ∞.

Кроме этого, в бесконечно удаленных точках
каждого блока должны выполняться условия
излучения, которые обеспечиваются положе-
ниями соответствующих контуров интегриро-
вания в представлениях решений [6].

Литосферные плиты имеют большую тол-
щину, которая принята бесконечной при изу-
чении зоны контакта плит с основанием.
Здесь приняты следующие обозначения: 𝜔 —
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частота колебания внешней нагрузки на лито-
сферные плиты; 𝜎𝜆𝑥13 , 𝜎𝑟𝑥13 , 𝜎ℎ𝑥13 — касатель-
ные напряжения, возникающие на нижней
границе левой и правой литосферных плит
соответственно, а последнее — касательные
напряжения, возникающие на верхней грани-
це основания, направленные вдоль оси 𝑂𝑥1;
𝜎𝜆𝑥12 , 𝜎𝑟𝑥12 — касательные напряжения, дей-
ствующие вдоль оси 𝑜𝑥1 на боковые границы
левой и правой литосферной плиты соответ-
ственно; 𝜇𝜆, 𝜇𝑟, 𝜇ℎ — модули сдвига мате-
риалов левой, правой литосферных плит и
основания соответственно, а 𝜌𝜆, 𝜌𝑟, 𝜌ℎ — в
таком же сочетании плотности материалов
объектов.

Трехблочную структуру рассматриваем
в двух состояниях: первое — в предположе-
нии наличия расстояния 2𝜃 между боковыми
границами литосферных плит, и второе — в
предположении его отсутствия. Для иссле-
дования граничной задачи применяем метод
блочного элемента. Для этого, индуцировав
эвклидовым пространством в каждом блоке
топологию, погружаем в нее граничную зада-
чу. Применением двумерного преобразования
Фурье получаем функциональные уравнения
для каждого блока как для многообразия с
краем. Средствами внешней алгебры вводят-
ся внешние формы [3] для каждого блока,
имеющие вид

𝜔𝜆 = 𝐹1𝜆(𝛼3)𝑒
𝑖(𝛼2𝑏1) − 𝑖𝛼2𝑢𝜆(𝑏1, 𝛼3)𝑒

𝑖(𝛼2𝑏1)−
− 𝐹2𝜆(𝛼2) + 𝑖𝛼3𝑢𝜆(𝛼2,0),

𝜔𝑟 = −𝐹1𝑟(𝛼3)𝑒
𝑖(𝛼2𝑏2)+𝑖𝛼2𝑢𝑟(𝑏2, 𝛼3)𝑒

𝑖(𝛼2𝑏2)−
− 𝐹2𝑟(𝛼2) + 𝑖𝛼3𝑢𝑟(𝛼2,0),

𝜔ℎ =
𝜕𝑢ℎ(𝛼2,0)

𝜕𝑥3
− 𝑖𝛼3𝑢ℎ(𝛼2,0)−

− 𝜕𝑢ℎ(𝛼2,−𝑐)
𝜕𝑥3

𝑒−𝑖(𝛼3𝑐) + 𝑖𝛼3𝑢ℎ(𝛼2,−𝑐)𝑒−𝑖(𝛼3𝑐),

𝑢ℎ(𝛼2,−𝑐) = 0,

𝜔ℎ = 𝐹2ℎ(𝛼2)− 𝑖𝛼3𝑢ℎ(𝛼2,0)−

− 𝜕𝑢ℎ(𝛼2,−𝑐)
𝜕𝑥3

𝑒−𝑖(𝛼3𝑐),

𝐹𝑠𝑏(𝛼𝑘) = F1(𝛼𝑘)𝑓𝑠𝑏(𝑥𝑘),

𝑠 = 1, 2, 3, 𝑏 = 𝜆, 𝑟, ℎ.

F2 ≡ F2(𝛼2, 𝛼3) и F1 ≡ F1(𝛼𝑘), 𝑘 = 2, 3 —
двумерный и одномерный операторы преоб-
разования Фурье соответственно.

Для дальнейшего используется алгоритм
внешнего анализа [3], позволяющий постро-
ить псевдодифференциальные уравнения гра-
ничных задач для каждого блока. Они имеют
следующий вид

𝐹1𝜆(𝛼3)𝑒
𝑖(𝛼2𝜆−𝑏1)−𝑖𝛼2𝜆−𝑢𝜆(𝑏1, 𝛼3)𝑒

𝑖(𝛼2𝜆−𝑏1)−
− 𝐹2𝜆(𝛼2𝜆−) + 𝑖𝛼3𝑢𝜆(𝛼2𝜆−,0) = 0,

𝐹1𝜆(𝛼3𝜆+)𝑒
𝑖(𝛼2𝑏1) − 𝑖𝛼2𝑢𝜆(𝑏1, 𝛼3𝜆+)𝑒

𝑖(𝛼2𝑏1)−
− 𝐹2𝜆(𝛼2) + 𝑖𝛼3𝜆+𝑢𝜆(𝛼2,0) = 0,

−𝐹1𝑟(𝛼3)𝑒
𝑖(𝛼2𝑟+𝑏2)+𝑖𝛼2𝑟+𝑢𝑟(𝑏2, 𝛼3)𝑒

𝑖(𝛼2𝑟+𝑏2)−
− 𝐹2𝑟(𝛼2𝑟+) + 𝑖𝛼3𝑢𝑟(𝛼2𝑟+,0) = 0,

−𝐹1𝑟(𝛼3𝑟+)𝑒
𝑖(𝛼2𝑏2)+𝑖𝛼2𝑢𝑟(𝑏2, 𝛼3𝑟+)𝑒

𝑖(𝛼2𝑏2)−
− 𝐹2𝑟(𝛼2) + 𝑖𝛼3𝑟+𝑢𝑟(𝛼2,0) = 0,

𝐹2ℎ(𝛼2)− 𝑖𝛼3ℎ+𝑢ℎ(𝛼2,0)−

− 𝜕𝑢ℎ(𝛼2,−𝑐)
𝜕𝑥3

𝑒−𝑖(𝛼3ℎ+𝑐) = 0,

𝐹2ℎ(𝛼2)− 𝑖𝛼3ℎ−𝑢ℎ(𝛼2,0)−

− 𝜕𝑢ℎ(𝛼2,−𝑐)
𝜕𝑥3

𝑒−𝑖(𝛼3ℎ−𝑐) = 0,

𝛼2𝜆− = −𝑖
√︁
𝛼2
3 + 𝑝2𝜆, 𝛼3𝜆+ = 𝑖

√︁
𝛼2
2 + 𝑝2𝜆,

𝛼2𝑟+ = 𝑖
√︁
𝛼2
3 + 𝑝2𝑟 , 𝛼3𝑟+ = 𝑖

√︁
𝛼2
2 + 𝑝2𝑟 ,

𝛼3ℎ− = −𝑖
√︁
𝛼2
2 + 𝑝2ℎ, 𝛼3ℎ+ = 𝑖

√︁
𝛼2
2 + 𝑝2ℎ,

𝐹𝑠𝑏(𝛼𝑘) = F1(𝛼𝑘)𝑓𝑠𝑏(𝑥𝑘),

𝑠 = 1, 2, 3, 𝑏 = 𝜆, 𝑟, ℎ.
(1.2)

Разрезы на римановой поверхностив (1.2) вы-
бираются из требования регулярности функ-
ций в нижней (для минуса) и в верхней (для
плюса) полуплоскостях.

Обратив псевдодифференциальные урав-
нения, получаем интегральное представление
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решения для каждого блока в форме упа-
кованных блочных элементов. Эти решения
представимы в форме

𝑢𝜆 (𝑥2, 𝑥3) = F−1
2 (𝑥2, 𝑥3)

𝜔𝜆 (𝛼2, 𝛼3)

(𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝑝2𝜆)
,

𝜔𝜆 = (1− 𝛼2

𝛼2𝜆−
)𝑒𝑖(𝛼2𝑏1)×

×
⟨
𝐹1𝜆(𝛼3)− 𝐹1𝜆(𝛼3𝜆+)

𝛼3

𝛼3𝜆+

⟩
+

+

(︂
𝛼3

𝛼3𝜆+
− 1

)︂⟨
𝐹2𝜆(𝛼2)−

− 𝐹2𝜆(𝛼2𝜆−)𝑒
−𝑖(𝛼2𝜆−𝑏1)𝑒𝑖(𝛼2𝑏1) 𝛼2

𝛼2𝜆−

⟩
,

𝑢𝑟 (𝑥2, 𝑥3) = F−1
2 (𝑥2, 𝑥3)

𝜔𝑟 (𝛼2, 𝛼3)

(𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝑝2𝑟)
𝑚,

𝜔𝑟 =

[︂
𝛼2

𝛼2𝑟+
− 1

]︂
𝑒𝑖(𝛼2𝑏2)×

× ⟨𝐹1𝑟(𝛼3)− 𝐹1𝑟(𝛼3𝑟+)⟩+

+

[︂
𝛼3

𝛼3𝑟+
− 1

]︂⟨
𝐹2𝑟(𝛼2)−

− 𝐹2𝑟(𝛼2𝑟+)𝑒
𝑖(𝛼2𝑏2)𝑒𝑖(𝛼2𝑟+𝑏2) 𝛼2

𝛼2+

⟩
,

𝑢ℎ(𝑥2, 𝑥3) =
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝜔ℎ (𝛼2, 𝛼3)

(𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝑝2ℎ)
×

× 𝑒−𝑖(𝛼2𝑥2+𝛼3𝑥3) d𝛼2 d𝛼3,

𝜔ℎ (𝛼2, 𝛼3) = 𝐹2ℎ(𝛼2)

[︂
1−

− 𝑖𝛼3
sin𝛼3ℎ+𝑐

𝛼3ℎ+ cos𝛼3ℎ+𝑐
− 1

cos𝛼3ℎ+𝑐
𝑒−𝑖(𝛼3𝑐)

]︂
.

Контуры в двойных интегралах обращений
Фурье выбираются из требования обхода ве-
щественных нулей по принципу предельного
поглощения [6].

Дальнейшее построение решения для
блочной структуры в целом, включает при-
менение гомеоморфизмов, требуемых для со-
пряжения блочных элементов, что достига-
ется введением фактор-топологических про-
странств.

Эта процедура детально описана в [3]. В
результате ее применения для блочных струк-
тур при 𝜃 > 0 и 𝜃 = 0 получаем два уравнение
типа Винера–Хопфа вида

𝐾1(𝛼2)𝐹
+
2 (𝛼2)+𝐾2(𝛼2)𝐹

−
2 (𝛼2)+𝑈0 (𝛼2,0) =

= 𝛼2𝐺1𝑏(𝛼2) +𝐺2𝑏(𝛼2), 𝜃 > 0,

𝐾1(𝛼2)𝐹
+
2 (𝛼2) +𝐾2(𝛼2)𝐹

−
2 (𝛼2) =

= 𝛼2𝐺10(𝛼2) +𝐺20(𝛼2), 𝜃 = 0,

𝐾1(𝛼2) =
sin𝛼3ℎ+𝑐

𝛼3ℎ+ cos𝛼3ℎ+𝑐
+

1√︀
𝛼2
2 + 𝑝2𝑟

,

𝐾2(𝛼2) =
sin𝛼3ℎ+𝑐

𝛼3ℎ+ cos𝛼3ℎ+𝑐
+

1√︁
𝛼2
2 + 𝑝2𝜆

.

Здесь приняты обозначения

𝐹2𝜆(𝛼2) = 𝐹−
2 (𝛼2), 𝐹2𝑟(𝛼2) = 𝐹+

2 (𝛼2),

𝐹2ℎ(𝛼2) = 𝐹−
2 (𝛼2) + 𝐹+

2 (𝛼2),

𝐺1𝑏(𝛼2) =

= − 𝑒𝑖(𝛼2𝑏1)

2𝜋𝛼3𝜆+

∞∫︁

−∞

𝑒−𝑖(𝛼2𝜆−𝑏1)𝐹2𝜆(𝛼2𝜆−)
𝛼2𝜆− (𝛼3 − 𝛼3𝜆−)

d𝛼3−

− 𝑒𝑖(𝛼2𝑏2)

2𝜋𝛼3𝑟+

∞∫︁

−∞

𝑒−𝑖(𝛼2𝑟+𝑏2)𝐹2𝑟(𝛼2𝑟+)

𝛼2𝑟+ (𝛼3 − 𝛼3𝑟−)
d𝛼3,

𝐺2𝑏(𝛼2) =

= − 1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑒𝑖(𝛼2𝑏1)𝜉1𝜆
𝛼2𝜆−𝛼3𝜆+ (𝛼2 − 𝛼2𝜆+)

d𝛼3+

+
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑒𝑖(𝛼2𝑏2)𝜉1𝑟
𝛼2𝑟+𝛼3𝑟+ (𝛼2 − 𝛼2𝑟−)

d𝛼3,

𝜉1𝜆 = 𝛼3𝜆+𝐹1𝜆(𝛼3)− 𝛼3𝐹1𝜆(𝛼3𝜆+),

𝜉1𝑟 = 𝛼3𝑟+𝐹1𝑟(𝛼3)− 𝛼3𝐹1𝑟(𝛼3𝑟+),

𝐺1𝑏(−𝛼2) = 𝐺1𝑏(𝛼2),

𝐺1𝑏(𝛼2) = 𝑐1𝛼
−2
2 +𝑂(|𝛼2|−3),

|𝛼2| → ∞.

𝑈0 (𝛼2,0) — преобразование Фурье функции,
описывающей поведение поверхности основа-
ния, свободной от контакта с блоками.

Функции 𝐺10(𝛼2), 𝐺20(𝛼2) получаются из
𝐺1𝑏(𝛼2), 𝐺2𝑏(𝛼2) при 𝑏1 = 𝑏2 = 0.
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Сопоставляя это выражения с аналогич-
ными, полученными в работах [3, 4], где в
качестве моделей литосферных плит исполь-
зовались пластины Кирхгофа, находим их
полную качественную идентичность. Так же,
как и в указанных работах, возникают функ-
циональные уравнения типа Винера–Хопфа,
имеющие описанные там свойства решений.
При 𝜃 > 0 на краях литосферных плит возни-
кают особенности в контактных напряжениях,
описываемые функциями

𝑢𝜆(𝑥2, 𝑥3) = 𝜎1𝜆(𝑥2, 𝑥3)(−𝑥2 − 𝜃)−1/2,

𝑥2 < −𝜃,

𝑢𝑟(𝑥2, 𝑥3) = 𝜎1𝑟(𝑥2, 𝑥3)(𝑥2 − 𝜃)−1/2,

𝑥2 > 𝜃.

Здесь 𝜎1𝑏(𝑥2, 𝑥3), 𝑏 = 𝜆, 𝑟 непрерывные по
обеим координатам функции при достаточно
гладких 𝑓𝑏𝑛, 𝑏 = 𝜆, 𝑟 [2, 3].

Обращение второго уравнения при 𝜃 = 0
строится традиционным методом Винера–
Хопфа [5] и приводит при 𝑥2 → 0 к следу-
ющим свойствам решений

𝑢𝜆(𝑥2, 𝑥3) → 𝜎2𝜆(𝑥2, 𝑥3)𝑥
−1
2 ,

𝑢𝑟(𝑥2, 𝑥3) → 𝜎2𝑟(𝑥2, 𝑥3)𝑥
−1
2 .

Функции 𝜎𝑛𝑏(𝑥2, 𝑥3), 𝑏 = 𝜆, 𝑟; 𝑛 = 2, 3, 4 непре-
рывны по обоим параметрам.

Заключение

При 𝜃 = 0 в зоне сближения литосферных
плит, находящихся на деформируемом слое,
при гармоническом режиме возникает син-
гулярная особенность при соответствующих
направлениях действия напряжений на их
боковых границах. Этот результат подтвер-
ждает корректность использования моделей
пластин Кирхгофа в режиме гармонических
колебаний для этого тип воздействий на ли-
тосферные плиты, в которых влияние модели
трехмерности литосферных плит не внесло
качественных изменений в окончательные ре-
зультаты.
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