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Abstract. The present work is devoted to carry out numerical modeling for the combine
mathematical model testing. In this model a possible junction of different dimension mathematical
models is foresee. It is researched the possibility of this model using for the hydro-physical
(thermal, water-salt) description unsteady processes in the water bodies under the influence of
nature factors and different actions of the water management.

The research used the programs involving in the structure of mathematical model complex
developed in HI SB RAS and based on one dimensional shallow water equations (Sent-Venan’
equations) and mean for solution of water resources efficient management problems.

The represent numerical results (a sea-water intrusion into fresh water the Ob-Taz outfall
sections, formation of thermally-stratified unsteady flows at standing water body) are showed the
possibility for using of the complex mathematical model, as well as its efficacy and economy for
the study of hydro-physical processes in the open channels and water bodies systems contained
the waterways with very different morphology and geometrical sizes.
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Введение

В последние десятилетия наблюдается
усиленное воздействие антропогенного факто-
ра на природные водные объекты, все увели-
чивающаяся масштабность такого вмешатель-
ства: строительство гидроэлектростанций, во-
доснабжение населенных пунктов, особенно
орошение пахотных земель и забор (отвод) во-
ды на промышленные, народнохозяйственные
нужды. Это приводит к резкому ухудшению
экологической ситуации в речном бассейне, к
нарастанию риска возникновения ряда гид-
рологических, геоморфологических явлений
(порой необратимых), которые создают се-
рьезную угрозу проживанию человека.

Основной целью настоящей работы явля-
ется проведение численного моделирования

для исследования эффективности использова-
ния комплексной модели описания процессов
формирования гидрофизических и экологиче-
ских режимов в реальных водных объектах.
Этим она отличается от [1, 2], в первой из
которых исследовано формирование в объ-
ектах гидравлических режимов в реальных
условиях; во второй — гидравлических и тем-
пературных режимов для тестовых условий.
Таким образом, данная работа фактически
является продолжением упомянутых выше
исследований.

Тестируемая комплексная модель, разра-
ботанная в Институте гидродинамики СО
РАН (ИГиЛ СО РАН), при необходимости мо-
жет использовать в своей работе разные по по-
становкам математические модели (одномер-
ные, двумерные продольно-вертикальные и
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их комбинации). Водный объект может пред-
ставлять собой водохозяйственную систему,
включающую в себя в общем случае сильно
разнящиеся друг от друга по морфометриче-
ским и гидравлическим характеристикам объ-
екты (отдельные водотоки, водоемы, озера, их
взаимосвязанные системы (например, озерно-
речная система с притоками/водозаборами и
др.)). С помощью использования комплекс-
ной модели при численном моделировании
может быть предусмотрено некоторое мно-
гообразие состава водного объекта, а также
выбор соответствующих математических мо-
делей, наиболее адекватно описывающих ис-
следуемый физический процесс.

В моделях предусмотрены разные возмож-
ности учета воздействия на водный объект
различных физических или каких-либо дру-
гих внешних факторов. Гибкость использо-
вания комплекса программ обеспечивается
предусмотренным набором соответствующих
взаимосвязей (условий сопряжения) между
отдельными частями исследуемого водного
объекта.

1. Описание моделей

Основными факторами, определяющими
формирование в водных объектах гидрофизи-
ческих процессов, являются скорости течения
воды, ее температура, метеоусловия, а так-
же концентрация субстанций, поступающих
в водные объекты, сбросов вместе со сточ-
ными водами промышленных, бытовых пред-
приятий и сельскохозяйственных комплексов.
Примером может служить тепловое загрязне-
ние водной среды прудов-охладителей АЭС.
В устьевых областях северных рек — это
возможное водно-солевое загрязнение водной
среды в результате проникновения соленых
морских вод в устьевые области северных рек
при определенных в этих регионах метеоусло-
виях и др.

Численное моделирование гидрофизиче-
ских процессов в водных объектах проводи-
лось с помощью комплексной модели, исполь-
зуя предусмотренную в ней возможность со-
единения одномерных и двумерных математи-
ческих моделей в любой последовательности
и любом сочетании [1, 3].

1. Одномерные (1D) модели гидрофизиче-
ских процессов в водотоках и их системах.

В комплексной модели гидрофизических
процессов для описания гидродинамических
процессов используется осредненная по попе-

речному сечению одномерная система обоб-
щенных уравнений Сен-Венана с предусмот-
ренным в ней учетом воздействия на водный
объект климатологических факторов (ветер,
атмосферное давление) [2, 4]:

𝐵
𝜕𝑧

𝜕𝑡
+
𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑞,

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜐𝑄) + 𝑔𝜔

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

= −𝑔𝜔 𝑄
2

𝐾2
− 𝜔

𝜌

𝜕𝑝𝑎
𝜕𝑥

+ 𝜉𝐵𝑊𝑙 |𝑊 | ,

— изменение плотности воды [2]:

𝜌(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑇, 𝑆).

Температура 𝑇 (𝑥, 𝑡) и соленость 𝑆(𝑥, 𝑡) опре-
деляются из уравнений баланса консерватив-
ной примеси и тепла (уравнения продольной
дисперсии)
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где 𝑡 — время; 𝑥 — координата, отсчиты-
ваемая вдоль оси русла; 𝑍(𝑥, 𝑡) — уровень
свободной поверхности; 𝑄(𝑥, 𝑡) — расход во-
ды; 𝑞(𝑥, 𝑡) — распределенный по длине рус-
ла боковой приток; 𝐵(ℎ, 𝑥), 𝜔(ℎ, 𝑥), 𝐾(ℎ, 𝑥) —
соответственно ширина свободной поверхно-
сти, площадь поперечного сечения и модуль
расхода при глубине ℎ; 𝑔 – ускорение силы
тяжести; 𝑝𝑎(𝑥, 𝑡) — атмосферное давление;
𝑊𝑙 (𝑥, 𝑡) — компонента скорости ветра вдоль
оси русла; |𝑊 (𝑥, 𝑡)| — модуль скорости ветра;
𝜌(𝑥, 𝑡)плотность воды; 𝜉 — коэффициент вет-
рового напряжения. 𝑇𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑆𝑞(𝑥, 𝑡) — прито-
ки тепла и соли, поступающие вместе с боко-
вым притоком 𝑞(𝑥, 𝑡); 𝑘𝑇 — коэффициент теп-
лообмена; 𝑇0 — так называемая равновесная
температура окружающей среды; 𝐸(ℎ, 𝑥) —
коэффициент продольной дисперсии. Для его
вычисления использовалась формула Харле-
мана [2, 4] 𝐸 = 20,2 · √𝑔 · |𝑣| · 𝑅/𝐶, где 𝑅 —
гидравлический радиус, 𝐶 — коэффициент
Шези.

Искомыми являются следующие функции:
расход 𝑄(𝑥, 𝑡), уровни воды 𝑍(𝑥, 𝑡), а также
плотность воды 𝜌(𝑥, 𝑡), ее температура 𝑇 (𝑥, 𝑡)
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и концентрация содержащихся в водном по-
токе примесей (субстанций) 𝑆(𝑥, 𝑡).

Контроль работы комплексной модели в
рамках одноразмерного представления проис-
ходящих в водном объекте физических про-
цессов были использованы универсальные
программы DTERM и DSOLT. Реализован-
ная в программе DTERM математическая мо-
дель переноса тепла используется для иссле-
дования теплового загрязнения водных объек-
тов. В программе DSOLT — математическая
модель переноса тепла и субстанции (соли)
для исследования экологического состояния
водной среды с (и без) учета изменения ее
плотности.

Эти программы являются составными ча-
стями разработанного в Институте гидроди-
намики им. М.А. Лаврентьева СО РАН ком-
плекса программ DSIGMA, который после
всесторонней апробации и успешной адапта-
ции к условиям реальных объектов был при-
нят в Государственный Фонд Алгоритмов и
Программ (ГосФАП СССР) [5,6].

2. Двумерная (продольно-вертикальная)
модель (2D) температурно-стратифицирован-
ных течений в глубоких водоемах вытянутой
формы.

Основой этой модели являются двумер-
ные уравнения, полученные путем осредне-
ния по ширине русла или водотока трехмер-
ных уравнений гидродинамики и предположе-
ния о гидростатическом законе давления [2,7],
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Здесь 𝑡 — время; 𝑥, 𝑧 — продольная (горизон-
тальная) и вертикальная декартовы коорди-
наты; 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) — горизонтальная и

вертикальная составляющие скорости соот-
ветственно; 𝜁(𝑥, 𝑡) — уровень свободной по-
верхности; 𝑏(𝑥, 𝑧) — ширина русла; 𝜌(𝑇, 𝑆) —
плотность жидкости; 𝜌0 — характерное зна-
чение плотности; 𝜈𝑡 — коэффициент, равный
сумме молекулярной и турбулентной вязко-
стей; 𝜏 — сопротивление трения (касательное
напряжение) на боковых поверхностях; 𝜆 —
коэффициент трения.

Уравнение переноса тепла и солености по-
лучены путем осреднения соответствующих
трехмерных уравнений
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где 𝑇 (𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝑆(𝑥, 𝑧, 𝑡) — температура и со-
леность жидкости; 𝐾𝑇 ,𝐾𝑆 — коэффициен-
ты турбулентной температуропроводности и
диффузии; 𝜌0𝑐0 — произведение средней плот-
ности и коэффициента теплоемкости; 𝑞𝑛 — по-
ток тепла через боковую поверхность; 𝑄𝑇 —
количество тепла, поступающее от источника,
или объемный приток тепла.

Для вычисления плотности используется
уравнение состояния: 𝜌 = 𝜌(𝑇, 𝑆). Согласно
этой модели неизвестными функциями яв-
ляются: распределение расходов и уровней
воды во времени и пространству (уравнения
неразрывности и движения записаны в пере-
менных уровень–расход), поля вертикальных
и горизонтальных скоростей, а также поля
распределения (по пространству и времени)
температур и солености воды и зависящих от
них полей плотности.

Математическая модель разработана для
исследования гидротермических процессов и
процессов массопереноса в слабопроточных
стратифицированных по плотности узких глу-
боких водоемах.

3. Комплексная двумерно-одномерная
(одномерно-двумерная) математическая мо-
дель для исследования гидротермических
процессов в водных объектах.

Эта математическая модель разработа-
на на базе приведенных одномерной и дву-
мерной (продольно-вертикальной) моделей
и представляет собой их комбинацию в лю-
бом сочетании при любой последовательно-
сти [1,3]. Комплексная модель используется
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Рис. 1. Расчетная схема Обь-Тазовской устьевой области

для исследования гидрофизических процес-
сов в водных объектах, в состав которых мо-
гут входить разные по геометрическим раз-
мерам (масштабам) русла и водоемы с со-
ответствующими им морфометрическими и
гидравлическими характеристиками.

2. Формулировка начальных и
граничных условий сопряжения

С математической точки зрения решение
рассматриваемых задач сводится к решению
начально-краевых задач для эволюционных
квазилинейных уравнений в областях слож-
ной структуры (одномерно-двумерный ком-
плекс), включающих в общем случае одно-
мерные и двумерные области (в любой после-
довательности) со свободной границей. Для
однозначного определения искомых парамет-
ров течения необходимо задание начальных
и граничных условий, а также условий сопря-
жения элементов системы. Более подробное
описание приведено в [7, 8].

Численный метод разработан на основе
неявных абсолютно устойчивых разностных

схем и методов расщепления по физическим
процессам. Разработанные алгоритмы реше-
ния систем разностных уравнений эффектив-
но учитывают структуру матрицы системы
разностных уравнений, что обеспечивает эко-
номичность методов в случае задач большой
размерности, что очень важно при решении
сложных систем. Использование неявных раз-
ностных схем обеспечивает возможность про-
ведения расчеты рассматриваемых процессов
с крупными шагами по времени [8], что очень
важно при численном моделировании гидро-
динамических процессов большой продолжи-
тельности по времени (например, паводки,
половодья, круглогодичный цикл и др.).

3. Результаты расчетов

Пример 1. Проникновение морских вод в
Обско-Тазовскую устьевую область [9, 10].

Численные расчеты распространения со-
лёного клина в Обско-Тазовской устьевой об-
ласти проводились по комплексной модели
с использованием двух разных режимов ее
работы.
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Рис. 2. Распределение соли во времени в точке Е: вариант 1 — линией с крестиками, вариант 2 — с
кружочками

Режим 1. Постановка одномерная (1D).
При ней область расчета протяженностью
1306 км, представленная топологической схе-
мой типа «тройник»: от Салехарда и п. Наход-
ка до п. Тамбей – морской границы устьевой
области, была разбита на 5 расчетных участ-
ков различной длины рис. 1.

В качестве граничных условий были за-
даны: в п. Тамбей – изменение во времени
уровня воды, переменной температурой (с
−1 до 1°С) и соленостью, изменяющейся в
диапазоне от 20 до 30 %�, соответствующие
типовому ветровому нагону; в пунктах Са-
лехард и Находка – постоянные во времени
расходы пресной воды соответственно 29 600
и 4930 м3/с, каждый из них характеризует-
ся соответственной постоянной температурой
15,7 и 8.9 = const. При расчетах был учтен
сосредоточенный приток пресной воды р. На-
дым (расход 494 м3/с, температурой 12°С). С
начальными условиями, полученными в ре-
зультате расчета установившегося режима,
наступившего на 20 сутки расчета на установ-
ление, выполненного при постоянном уровне
моря (0,10 м) в п. Тамбей, были проведены
два варианта расчетов: с учетом (вариант 1)
и без учета (вариант 2) метеорологических
факторов (ветер, атмосферное давление) и
изменения плотности. Расчеты проводились
с постоянным шагом по времени 2 часа, дли-
тельность каждого расчета составляла 6 су-
ток. На рис. 2 представлено изменение соле-

ности воды во времени для обоих вариантов,
обозначенных линией с крестиками (вариант
1) и линией с кружками (вариант 2) в пункте
Е, расположенном в соответствии с принятой
расчетной схемой в 55 км выше п. Се-Яха и
в 310 км от п. Тамбей (рис. 1). В пункте D
(п. Ямсальский бар) во всех расчетах вода
оставалась пресной.

Режим 2. Комбинированная постановка —
(1D+2D). При ней из рассматриваемой рас-
четной области протяженностью 1306 км, на
826-ом километровом участке системы «трой-
ник» от п. Салехарда до слияния рек Оби с
Тазом использовалась одномерная математи-
ческая модель, от слияния рек до п. Тамбей
(480 км) — двумерная (рис. 1). Аналогично
режиму 1 были проведены численные расче-
ты с единственным отличием — назначение
в двумерной области расчетной сетки с 30-
ю интервалами по горизонтали и 10-ю — по
вертикали. Расчеты выполнялись с теми же
параметрами счета и граничными условиями.
Начальные условия соответствовали устано-
вившемуся режиму, полученному аналогич-
ным режиму 1 образом.

На рис. 3 представлены результаты поло-
жения клина соленой воды в Обской губе в
различные моменты времени, выполненного с
учетом воздействия ветра и барометрическо-
го давления (вариант 1), удовлетворительно
согласуются с результатом расчета аналогич-
ного режиму 1. Согласно результатам в обоих
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Рис. 3. Положение границы соленого клина в Обской губе в разные моменты времени: в начальный
момент, в третьи и шестые сутки

режимах предельным вторжением морских
вод в пресные можно считать район пункта Е,
в котором солоноватость воды не превышает
6 %�. Во всех расчетах режимов 1 и 2 как с
учетом, так и без учета ветра и барометриче-
ского давления в пункте D (Ямсальский бар)
вода оставалась пресной.

В качестве контроля по одномерной про-
грамме DSOLT были продублированы расче-
ты вариантов 1, 2, выполненные по комплекс-
ной программе в режиме 1. Полученные ре-
зультаты подтвердили рассчитанную по ком-
плексной модели дальность распространения
морской воды по Обской губе. В пункте Е
соленость воды составляла порядка 4–5 %�, в
пункте Д вода оставалась прежней.

Пример 2. Расчет термически-стратифи-
цированного течения в непроточном водое-
ме [7].

В качестве исходных данных была исполь-
зована информация, соответствующая пред-
полагаемой морфометрии Аральского моря
периода времени, когда оно еще представляло
собой непроточный водоем вытянутой формы:
его длина 500 км, при отметке воды 𝑧 = 33,0 м
имеет площадь зеркала и объем наполнения,
равные соответственно Ω = 22,75 тыс.км2 и
𝑊 = 141 км3.

При численных расчетах водоем был пред-
ставлен в виде водного объекта, составлен-
ного из двух расчетных участков по 250 км.
Восточный участок — мелководный (глубина
до 9 м, ширина до 110 км, объем наполне-
ния 58 км3) и западный — глубоководный

(глубиной до 45 м, шириной до 45 км, объе-
мом наполнения 83 км3). Температура воды
составляла 0°С, соленость 78 %�. В течение
длительного времени (𝑡 = 1,5 года) в его мел-
ководную часть поступает сток речной воды.

Гипотетический гидрограф (ежемесячный
расход воды), поступающий в восточную
часть водоема (восточный участок), измене-
ние температуры воды, температуры атмо-
сферного воздуха и солености воды во време-
ни приведены в [7].

Численные расчеты круглогодичного цик-
ла были проведены по комбинированной про-
грамме, использующей при расчете на участ-
ках объекта разное сочетание разноразмер-
ных математических моделей. А именно, в
режимах (1D+1D) и (2D+2D) на обоих участ-
ках были использованы модели одноименной
размерности. В режиме (1D+2D) — разно-
именной: на мелководном участке исполь-
зовалась одномерная модель, тогда как на
глубоководном — двумерная. На рис. 4 и 5
представлены распределения температуры по
длине расчетных участков для различных
(наиболее интересных) сезонов года, рассчи-
танные по комбинированной модели в режиме
(2D+2D). Изменение концентрации солености
(примеси) было незначительным. Результа-
ты контрольных расчетов круглогодичного
температурного режима, проведенных по од-
номерной программе DTERM, согласуются
с результатами, полученными по комбиниро-
ванной программе.
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Рис. 4. Распределение температуры по длине расчетных участков в весенний период времени по
комбинированной программе (режим 2D+2D)

Рис. 5. Распределение температуры по длине расчетных участков в осенний период времени по
комбинированной программе (режим 2D+2D)

Выводы

В работе проведено тестирование комби-
нированной математической модели. Резуль-
таты тестирования удовлетворительно согла-
суются с результатами аналогичных исследо-
ваний, проведенных с использованием отдель-
ных одномерных и двумерных (продольно-
вертикальных) математических моделей в ав-
тономном режиме [7]. Полученные результа-
ты подтверждают возможность использова-
ния комбинированной модели для эффектив-
ного решения широкого круга задач приклад-
ной гидродинамики.
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