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Abstract. The laws of factorization of irreducible polynomials with integer coefficients over finite
fields, a long-standing problem of number theory and algebra. The various reciprocity laws of
number theory are connected with this problem. The Galois group of an irreducible polynomial
𝑓(𝑥) of degree n over the field of rational numbers, consider as a subgroup of the symmetric group
𝑆𝑛, actually describes possible types of factorization of 𝑓(𝑥) with respect to simple modules. The
next problem is to describe prime numbers giving a certain type of factorization of the polynomial
𝑓(𝑥) in terms of invariants associated with this polynomial. For polynomials with Abelian Galois
group this problem is solved in principle by a dap class field theory. For polynomials with a
non-Abelian Galois group, little is known for certain classes of polynomials. In this paper we
propose a method for solving this problem for irreducible over the field rational numbers of cubic
polynomials.
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Пусть 𝑓(𝑥) — полином степени 𝑛 > 2 c
рациональными коэффициентами, неприво-
димый над полем 𝑄 рациональных чисел, 𝛼 —
какой-нибудь его корень в алгебраическом
замыкании поля 𝑄.

Для поля 𝐾 = 𝑄(𝛼) степень [𝐾 : 𝑄] равна
𝑛; пусть также 𝐿 — наименьшее по включе-
нию расширение Галуа поля Q, содержащее
поле 𝐿. Обозначим через 𝑑(𝑓) — дискрими-
нант полинома 𝑓(𝑥), тогда 𝑑(𝑓) — целое число
не равное 0. Пусть 𝐴𝑘 и 𝐴𝐿 — целые замы-
кания кольца целых чисел 𝑍 в полях 𝐾 и 𝐿
соответственно, тогда возникает вопрос изу-
чения арифметики колец 𝐴𝑘 и 𝐴𝐿 — это одна
из основных проблем алгебраической теории
чисел.

Ответ на поставленный вопрос связан со
строением группы Галуа 𝐺(𝑓) полинома 𝑓
над полем 𝑄 и ее свойствами, а также зави-
сит от законов факторизации полинома 𝑓(𝑥)
по модулям различных простых чисел 𝑝, в
частности от так называемых законов взаим-
ности [1, 2].

Пусть неприводимый над полем рацио-
нальных чисел 𝑄 полином 𝑓(𝑥) с целыми ко-
эффициентами степени 𝑛 по простому моду-
лю 𝑝 имеет факторизацию вида

𝑓(𝑥) ≡ 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥) · . . . · 𝑓𝑟(𝑥)(mod 𝑝), (1)

где неприводимые полиномы 𝑓𝑗(𝑥) (𝑗 =
= 1, 2, . . . , 𝑟) по модулю 𝑝 имеют соответствен-
но степени 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑟, 𝑛 = 𝑛1+𝑛2+ . . .+𝑛.
Тогда будем считать, что по модулю 𝑝 поли-
ном 𝑓(𝑥) имеет факторизационный тип (𝑛1,
𝑛2, . . . , 𝑛𝑟). Заметим, что понятие фактори-
зационный тип полинома тесно связано с по-
нятием факторизационный спектр [3,4].

При этом возникают следующие пробле-
мы:

1) описать для конкретного неприводи-
мого полинома 𝑓(𝑥) из 𝑄[𝑥] степени 𝑛 его
возможные факторизационные типы по воз-
можным простым модулям;

2) для конкретного неприводимого поли-
нома 𝑓(𝑥) и возможного его факторизацион-
ного типа (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑟) описать все простые
числа 𝑝, для которых по модулю 𝑝 реализу-
ется данный факторизационный тип в пред-
ставлении (1).

В частности, если полином 𝑓(𝑥) расщеп-
ляется на линейные множители по модулю
𝑝, то его факторизационный тип (1, 1, . . . , 1)
и простое число 𝑝 принадлежит множеству
Spl(𝑓(𝑥)), состоящему из всех таких простых
чисел. Множество Spl(𝑓(𝑥)) обладает в рас-
сматриваемой ситуации рядом замечатель-
ных свойств: оно не пусто и если для непри-
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водимого над 𝑄 полиномом 𝑔(𝑥) степени 𝑛
с целыми коэффициентами имеет равенство
множеств

Spl(𝑓(𝑥)) = Spl(𝑔(𝑥)),

то поля расщеплений этих полиномов над 𝑄
совпадают.

В связи с этим возникает третья пробле-
ма:

3) описать для данного неприводимого по-
линома 𝑓(𝑥) степени 𝑛 > 2 с целыми коэффи-
циентами множества Spl наиболее простым
способом.

Первую проблему можно решить для
неприводимого полинома 𝑓(𝑥), вычисляя его
группу Галуа 𝐺(𝑓) над полем 𝑄 и рассмат-
ривая ее как транзитивную подгруппу сим-
метрической группы 𝑆𝑛, тогда используют
теорему Фробениуса.

Теорема 1 (Фробениус). Если группа
𝐺(𝑓) содержит подстановку 𝛿, являющую-
ся произведением непересекающихся циклов
длин 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟, то существует такое беско-
нечное множество 𝑃 простых чисел, что для
любого 𝑝 ∈ 𝑃 имеет место факторизация 𝑓(𝑥)
по модулю 𝑝 вида (1), где 𝑓𝑖(𝑥) — неприво-
димые по модулю 𝑝 полиномы степени 𝑛𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟.

Верна и обратная теорема, принадлежа-
щая Дедекинду. Группы Галуа полиномов
можно вычислять известными методами [5,6]
или с помощью компьютеров и соответству-
ющих программ (Maple и др.), если степень
неприводимого над 𝑄 полинома не превосхо-
дит 10.

Остальные проблемы далеки от своего ре-
шения, если группа Галуа 𝐺(𝑓) не является
разрешимой. Если же 𝐺(𝑓) — абелева груп-
па, теория полей классов решает указанные
проблемы.

Пусть 𝑚 > 1 натуральное число, тогда
уравнение 𝑥𝑚 = 1 имеет в поле комплексных
чисел 𝑚 корней, представимых в виде

𝐸,𝐸2, . . . , 𝐸(𝑚−1), 𝐸𝑚 = 1,

где 𝐸 = 𝑒2𝜋/𝑚 — первообразный корень 𝑚-ой
степени из единицы.

Составим полином

Φ𝑚(𝑥) =
∏︁

𝑎

(𝑥− 𝐸𝑎) ,

где 1 6 𝑎 < 𝑚 и HОД(𝑎,𝑚) = 1, тогда по-
лином Φ𝑚(𝑥) имеет целые коэффициенты,

неприводим над полем рациональных чисел,
имеет степень 𝑞(𝑚), где 𝑞 — функция Эйле-
ра. Полином Φ𝑚(𝑥) называют 𝑚-м круговым
полиномом, он имеет абелеву группу Галуа
порядка 𝜑(𝑚), изоморфную мультипликатив-
ной группе кольца вычетов 𝑍𝑚 [7–9].

Например,

Φ4(𝑥) = 𝑥2+1, Φ5(𝑥) = 𝑥4+𝑥3+𝑥2+𝑥+1,

Φ6(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥+ 1, Φ8(𝑥) = 𝑥4 + 1,

Φ7(𝑥) = 𝑥6 + 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥+ 1.

Имеет место следующая теоремa [6].

Теорема 2. Если 𝑓 — наименьший на-
туральный показатель такой, что 𝑝𝑓 ≡
≡ 1(mod𝑚), то полином Φ𝑚(𝑥) факторизует-
ся по модулю 𝑝 на неприводимые множители
степени 𝑓 и его факторизационный тип по
модулю 𝑝 есть (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑟), где число ком-
понент равно 𝑟 = 𝜑(𝑚)/𝑓 .

Число 𝑓 вполне определяется арифметиче-
ской прогрессии 𝑏+𝑚𝑘, в которой находится
простое число 𝑝. Поэтому можно определить
степень множителей, на которые факторизу-
ется конкретный полином Φ𝑚(𝑥) по модулю
заданного простого числа 𝑝 при конкретном
значении 𝑚, если знать, в какой арифметиче-
ской прогрессии вида 𝑏+𝑚𝑘 лежит простое
число 𝑝.

В частности, если простое число
𝑝 = 1 + 𝑚𝑘 при некотором натуральном
𝑘, то Φ𝑚(𝑥) факторизуется по модулю 𝑝 на
линейные множители; если же 𝑝 = 𝑔+𝑚𝑘, где
𝑔 — один из первообразных корней уравнения
𝑥𝑦(𝑚) ≡ 1(mod𝑚), то Φ𝑚(𝑥) неприводим по
модулю 𝑝. При этом по теореме Гаусса пер-
вообразные корни по модулю 𝑚 существуют
только для 𝑚 = 𝑝, 2𝑝, 𝑝2, 2𝑝𝛼, 4, где 𝑝 —
нечетное простое число.

Пример 1. Если 𝑝 — простое чис-
ло вида 8𝑘 + 1 (𝑝 = 17, 41 . . .), то
Φ8(𝑥) = 𝑥4 + 1 по модулю такого 𝑝 расщеп-
ляется на линейном множители, т.е. получа-
ем Spl(Φ8(𝑥)) = {𝑝 — простое, 𝑝 ≡ 1(mod 8)}.
Если 𝑝 = 8𝑘 + 3 (𝑝 = 3,11; 3. . . ) или
𝑝 = 8𝑘 + 5 (𝑝 = 5, 13, 39 . . .) или 𝑝 = 8𝑘 + 7
(𝑝 = 7, 23, 31 . . .), то Φ8(𝑥) факторизуется в
произведении двух различных неприводимых
по модулю 𝑝 квадратных полиномов. Таким
образом, полином 𝑥4+1 приводим по любому
простому модулю, хотя сам и неприводим над
полем рациональных чисел.
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Факторизация полиномов над конечными полями

Конечные расширения поля 𝑄 с абелевой
группой Галуа описывает глубокая теорема
Кронекeра–Вебера [2].

Теорема 3 (Кронекeр–Вебер). Пусть
𝐾 — конечное абелево расширение поля 𝑄
рациональных чисел. Тогда существует нату-
ральное число 𝑚 такое, что 𝐾 = 𝑄(𝑒2Π𝑖

𝑚 ).
Эта теорема позволяет, в частности, опи-

сывать множество Spl(𝑓(𝑥)) для полиномов с
целыми коэффициентами с абелевой группой
Галуа над полем 𝑄.

Пример 2. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑥3+𝑥2− 2𝑥− 1,
тогда 𝑓(𝑥) — неприводим над 𝑄 с цикличе-
ской группой Галуа 3-го порядка, его корни
𝛼 = 𝐸 + 𝐸−1, 𝐵 = 𝐸2𝐸−2, 𝛾 = 𝐸3 + 𝐸−3,
где 𝐸 = 𝑒2𝑛/7. Поле расщепления этого по-
линома над 𝑄 есть 𝑄(𝛼) и оно содержится в
круговом поле 𝑄(𝐸), тогда

Spl(𝑓(𝑥)) = {𝑝 — простое;
𝑝 = 1(mod 7) или 𝑝 = −1(mod 7)}.

Пусть 𝑓(𝑥) — полином с целыми коэф-
фициентами и старшим коэффициентом 1,
неприводимый над полем 𝑄 множество всех
таких простых 𝑝, что 𝑓(𝑥) расщепляется пол-
ностью в произведение различных линейных
множителей по модулю 𝑝. Т.е. множество
Spl(𝑓(𝑥)) определяется с помощью сравнений,
если существует натуральное число 𝑚 < 1
и взаимно-простые с 𝑚 натуральные чис-
ла 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, зависящие от 𝑓(𝑥), для кото-
рых выполняется 𝑝 ∈ Spl(𝑓(𝑥)), только если
𝑝 ≡ 𝑎1(mod𝑚) или 𝑝 ≡ 𝑎2(mod𝑚), . . . или
𝑝 ≡ 𝑎3(mod𝑚).

Известно, что только полиномы с абеле-
вой группой Галуа обладают этим свойством.

Простейшими полиномами с неабелевой
группой Галуа является полиномы вида 𝑥3−𝑎,
где 𝑎 — рациональное число, не являющееся
кубом рационального числа.

Законы факторизаций кубических бино-
мов по простым модулям, с помощью кубиче-
ского закона взаимности изучали К.Ф. Гаусс
и Г. Якоби.

Теорема 4 (Гаусс). Полином 𝑥3 − 2 рас-
щепляется в произведение различных линей-
ных множителей по модулю простого числа 𝑝
тогда и только тогда, когда символ Лежандра(︁
−3
𝑝

)︁
= +1 и 𝑝 = 𝑥2 + 27𝑦2 при некоторых

целых 𝑥 и 𝑦.

Теорема 5 (Якоби). Полином 𝑥3−3 рас-
щепляется в произведение различных линей-
ных множителей по модулю простого числа 𝑝
тогда и только тогда, когда символ Лежандра(︁
−3
𝑝

)︁
= +1 и 𝑝 = 𝑥2+𝑥𝑦+61𝑦2 при некоторых

целых 𝑥 и 𝑦.
Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑥3+𝑎𝑥+𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 — непри-

водимый над 𝑄 полином, тогда его дискри-
минант 𝑑(𝑓) = −4𝑎3 − 27𝑏2 и группа Галуа
𝐺𝑎𝑙(𝑓(𝑥)) полинома 𝑓(𝑥) есть циклическая
3-го порядка, если 𝑑(𝑓) — квадрат рациональ-
ного числа и группа 𝐺𝑎𝑙(𝑓(𝑥)) — неабелева
6-го порядка, если 𝑑(𝑓) — не квадрат рацио-
нального числа.

Хассе с помощью теории полей классов ис-
следовал арифметику поля расщепления над
𝑄 критических полиномов с неабелевой груп-
пой Галуа и описал множество Spl(𝑓(𝑥)) кос-
венным образом. Далее покажем, как можно
более элементарным путем получать резуль-
таты, подобные результатам Гаусса и Якоби,
привлекая символ Лежандра и теорию бинар-
ных квадратичных форм.

Теорема 6 (Штилькельбергера–Во-
роной). Пусть 𝑓(𝑥) — неприводимый над по-
лем 𝑄 полином 𝑛-ей степени, 𝑛 < 1, с целыми
коэффициентами, тогда, если простое число
𝑝 не делит дискриминант 𝑑 полинома 𝑓(𝑥), то
число компонент факторизации по модулю 𝑝
удовлетворяет равенству

(︂
𝑑

𝑝

)︂
= (−1)𝑛−𝑟 ,

где
(︁
𝑑
𝑝

)︁
символ Лежандра. Таким образом, ес-

ли 𝑓(𝑥) — неприводимый над 𝑄 полином 3-ей
степени и дискриминантом 𝑑, а 𝑝 — простое
число не делящее 𝑑, то факторизационный
тип полинома кубического полинома 𝑓(𝑥) по
модулю 𝑝 будет (1, 2), только если выполня-
ется равенство

(︁
𝑑
𝑝

)︁
= −1.

Справедлива следующая теорема [10,11].

Теорема 7 (Вороной–Хассе). Пусть
𝑑𝑘 — дискриминант кубического расширения
полей 𝐾/𝑄, определенный каким-нибудь кор-
нем неприводимого кубического полинома с
целыми коэффициентами. Тогда все целочис-
ленные квадратичные бинарные формы дис-
криминанта 𝑑𝑘 распадаются на число классов
𝑛, которое делится на 3. Вполне определенная
треть этих классов квадратичных форм пред-
ставляет те и только те числа 𝑝, для которых

8



Сергеев А. Э.

полином 𝑓(𝑥) по модулю 𝑝 имеет факториза-
ционный тип (1, 1, 1), а остальные две трети
те и только те простые числа, для которых
факторизационный тип по модулю 𝑝 имеет
вид (3), т.е. полином 𝑓(𝑥) неприводим по мо-
дулю 𝑝.

Пример 3. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑥3+𝑥2− 2𝑥− 1,
тогда этот полином имеет циклическую груп-
пу 3-го порядка в качестве группы Галуа, дис-
криминант 𝑑(𝑓) = 72 = 49. Найдем бинарную
квадратичную форму 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 с дис-
криминантом 72.

Из равенства 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 72 имеем

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 =

= 𝑎

(︂
𝑥− 𝑏+ 7

2𝑎
𝑦

)︂(︂
𝑥− 𝑏− 7

2𝑎
𝑦

)︂
= 𝑝. (2)

Можно принять 𝑎 = 1 и тогда из (2) полу-
чим две системы
{︂
𝑥− 𝑏+7

2 = 1;
𝑥− 𝑏−7

2 = 𝑝,
и
{︂
𝑥− 𝑏+7

2 = 𝑝;
𝑥− 𝑏−7

2 = 1.
(3)

Из (3) имеем 𝑝 ≡ 1 (mod 7) и 𝑝 ≡
≡ −1(mod 7), следовательно, Spl(𝑓(𝑥)) =
= {𝑝 — простое : 𝑝 ≡ 1 (mod 7) или 𝑝 ≡
≡ −1 (mod 7)}. Для остальных простых 𝑝 ≡
≡ +2,+3 (mod 7) полином 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 − 1
неприводим по модулю 𝑝.

Пример 4. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 + 2,
он неприводим над полем 𝑄 дискриминант
𝑑(𝑥) = −4(−4)3 − 27 · 4 = 4 · 37 = 148. Это-
му дискриминанту соответствует ровно три
неэвивалентные собственным образом неопре-
деленные квадратичные формы 𝑔1 = 𝑥2 −
− 37𝑦2, 𝑔2 = 3𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 12𝑦2, 𝑔3 = 3𝑥2 −
− 2𝑥𝑦 − 12𝑦2.

Области значений квадратичных форм 𝑔2
и 𝑔3 на множестве 𝑍 совпадают.

Имеем 𝑔1(20,3) = 400−333 = 67 — простое
число. Заметим, что 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 + 2 =
= (𝑥 − 18)(𝑥 − 21)(mod 67), следовательно,
по теореме Вороного–Хассе только простые
числа, представимые квадратичной формой
𝑔1(𝑥, 𝑦), дают тип факторизации (1, 1, 1) для
полинома 𝑓(𝑥).

Далее 𝑔2(5, 2) = 3·52−20−48 = 75−68 = 7 —
простое число и 𝑓(𝑥) по модулю 7 неприводим,
следовательно, по теореме Вороного–Хассе
простые числа, представимые формой 𝑔2(𝑥, 𝑦)
или 𝑔3(𝑥, 𝑦) (что эквивалентно) дают факто-
ризационный тип (3) для полинома 𝑓(𝑥), т.е.

он неприводим по этим простым модулям.
Если же символ Лежандра

(︁
148
𝑝

)︁
= −1, т.е.

все простые числа, которые удовлетворяют
одному из условий

𝑝 ≡ 2, 8, 32, 17, 31, 13, 15, 23, 18, 35, 29,

5, 20, 6, 24, 22, 12, 19 (mod 37),

дают факторизационный тип (1, 2) для поли-
нома 𝑥3 − 4𝑥+ 2.

Пример 5. Пусть 𝑝 = 5, тогда
𝑝 ≡ 5 (mod 5) и

𝑥3 − 4𝑥+ 2 = (𝑥+ 1)(𝑥2 − 𝑥− 3)mod 5.

Таким способом с помощью теории бинар-
ных квадратичных форм можно исследовать
типы факторизаций любых неприводимых по-
линомов 3-ей степени с целыми коэффициен-
тами и описывать множества простых чисел,
дающих определенный тип факторизации по
простому модулю для конкретного полинома.

Если мы будем исследовать таким спо-
собом полином 𝑥2 − 2, то получим теорему
Гаусса в такой форме.

Теорема 8. Полином 𝑥3−2 имеет по про-
стым модулям 𝑝 следующие типы факториза-
ций:

1) тип (1,1,1), только если символ Лежанд-
ра
(︁
−3
𝑝

)︁
= 1 и простое число 𝑝 представимо

квадратичной формой 𝑥2 + 27𝑦2;
2) тип (1, 2), только если символ Лежанд-

ра
(︁
−3
𝑝

)︁
= −1;

3) тип (3), только если символ Лежанд-
ра
(︁
−3
𝑝

)︁
= 1 и простое число р представимо

квадратичной формой 4𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 7𝑦2.
Пусть дан неприводимый над полем 𝑄 по-

лином 𝑓(𝑥) 3-ей степени с неабелевой группой
Галуа с целыми коэффициентами и дискри-
минантом 𝑑(𝑓). Пусть также дано простое
число 𝑝 с

(︁
𝑑(𝑓)
𝑝

)︁
= 1 и две не эквивалент-

ные собственным образом квадратичные фор-
мы 𝑔1(𝑥, 𝑦) и 𝑔2(𝑥, 𝑦) с дискриминантом 𝑑(𝑓).
Известно, что простые числа, представимые
формой 𝑔1(𝑥, 𝑦), дают для 𝑓(𝑥) факторизаци-
онный тип (1,1,1), а простые числа, предста-
вимые квадратичной формой 𝑔2(𝑥, 𝑦), дают
факторизационный тип (3). Нужно опреде-
лить, какой из этих двух квадратичных форм
представили простое число 𝑝. Для решения
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этого вопроса можно воспользоваться следую-
щей теоремой, являющейся частным случаем
более общей теоремы [12].

Теорема 9. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑠𝑥 + 𝑟 —
неприводимый над 𝑄 полином с целыми коэф-
фициентами, 𝑑 = 𝑠2− 4𝑟3, 𝑍𝑝 — поле вычетов
по простому модулю 𝑝, 𝐺𝐹 (𝑝2) — конечное
поле из 𝑝2 элементов, тогда:

1) если 𝑝 = 3𝑘 + 2, символ Лежандра(︁
𝑑
𝑝

)︁
= 1, то полином 𝑓(𝑥) по модулю р имеет

факторизационный тип (1; 2);

2) если 𝑝 = 3𝑘 + 1,
(︁
𝑑
𝑝

)︁
= −1, то полином

𝑓(𝑥) по модулю 𝑝 имеет факторизационный
тип (1; 2);

3) если 𝑝 = 3𝑘+1,
(︁
𝑑
𝑝

)︁
= 1 и

(︁
𝑠+

√
𝛿

2

)︁ 𝑝−1
3

=

= 1, то полином 𝑓(𝑥) по модулю 𝑝 имеет фак-
торизационный тип (1, 1, 1);

4) если 𝑝 = 3𝑘+2,
(︀
𝑑
2

)︀
= −1 и

(︁
𝑠+

√
𝛿

2

)︁ 𝑝−1
3 ̸=

̸= +1, то полином 𝑓(𝑥) по модулю 𝑝 неприво-
дим, т.е. имеет факторизационный тип (3);

5) если 𝑝 = 3𝑘+2,
(︀
𝑑
2

)︀
= −1 и

(︁
𝑠+

√
𝛿

2

)︁ 𝑝2−1
3

=

= +1 в 𝐺𝐹 (𝑝2), то полином имеет по модулю
𝑝 имеет факторизационный тип (1, 1, 1);

6) если 𝑝 = 3𝑘+2,
(︀
𝑑
2

)︀
= −1 и

(︁
𝑠+

√
𝛿

2

)︁ 𝑝2−1
3 ̸=

̸= +1 в 𝐺𝐹 (𝑝2), то полином 𝑓(𝑥) по модулю
𝑝 неприводим, т.е. имеет факторизационный
тип (3).

Итак, если для данного простого числа
𝑝 и неприводимого кубического полинома
𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑠𝑥 + 𝑟 c целыми коэффициен-
тами символ Лежандра

(︁
−4𝑠3−27𝑟2

𝑝

)︁
= +1 и

выполняется либо пункт 3), либо 5) теоремы,
то простое число 𝑝 представляется квадра-
тичной формой 𝑔1(𝑥, 𝑦). Если же выполня-
ется пункт 4) или пункт 6), то простое чис-
ло 𝑝 представляется квадратичной формой
𝑔2(𝑥, 𝑦).

Для решения предыдущего вопроса мож-
но также воспользоваться теоремой Ко-
ши [13].

Теорема 10 (Коши). Пусть 𝐴 и 𝐵 — це-
лые числа и 𝑝 — такое простое число, что
𝑝 < 2 не делит 𝐴 · 𝐵, символ Лежандра(︁
−4𝑠3−27𝐵2

𝑝

)︁
= +1.

Определим целое 𝐴1 из сравнения
𝐴 ≡ 3𝐴1(mod 𝑝) и пусть {𝑈𝑛}𝑛 = 0, 1, 2 . . . —
последовательность целых чисел определяе-
мая в виде

𝑈𝑛 + 2 +𝐵𝑈𝑛+1 = 𝐴3
1,

𝑈𝑛 = 0, 𝑈0 = 2, 𝑈1 = −𝐵.
Тогда полином 𝑥3+𝐴𝑥+𝐵 факторизуется

по модулю 𝑝 в произведение трех линейных
множителей, если выполняются соотношения:

𝑈(𝑝− 1)

3
= 2(mod 𝑝) для 𝑝 ≡ 1(mod 3),

𝑈(𝑝+ 1)

3
= −2𝐴1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡ 2(mod 3).

Полином 𝑥3 +𝐴𝑥+𝐵 неприводим по модулю
𝑝, если

𝑈(𝑝− 1)

3
= −1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡ 1(mod 3),

𝑈(𝑝+ 1)

3
= 𝐴1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑3).

Заключение

Из содержания статьи следует, что для
любого полинома 𝑓(𝑥) третьей степени с це-
лыми коэффициентами, неприводимого над
полем рациональных чисел 𝑄, всегда мож-
но найти условия, характеризующие простые
числа 𝑝, по модулю которых полином 𝑓(𝑥)
имеет определенный тип расщепления в про-
изведение неприводимых по модулю 𝑝 поли-
номов. В частности, можно описать множе-
ство простых чисел, входящих в 𝑆𝑝𝑙(𝑓(𝑥)).
Отметим также, что для любого полинома
четвертой степени с целыми коэффициентами
подобная задача полностью еще не решена.
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