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ВЛИЯНИЕ МИКРОСТРУКТУРЫ ОСНОВАНИЯ НА СИЛЫ ТРЕНИЯ
ПРИ ДВИЖЕНИИ ПЛОСКОГО ШТАМПА
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Abstract. A mathematical model describing the contact interaction of a semi-infinite medium
with a microstructure and a rigid flat punch is considered. The contact tangents and normal
stresses are related by the Coulomb-Amonton friction law. The microstructure of a semi-infinite
medium is described by equations of the heterogeneous two-phase Bio medium. The boundary
problem describing the present problem is reduced to the integral equation of the first kind with
a logarithmic kernel. The solution of the integral equation is based on the iterative algorithm.
Formulas describing the stress-strain state in the contact region are obtained. The influence
of the microstructure of a semi-infinite medium and the speed of the punch movement on the
stress-strain state in the contact region is studied.
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Введение

В настоящее время в связи с созданием
новых нетрадиционных композитных матери-
алов трибологического назначения актуаль-
ной является задача изучения влияния мик-
роструктуры контактирующих тел на силы
трения, возникающие в трибосистеме. Одним
из направлений конструирования композитов
является использование компонентов, имею-
щих вязко-упругие свойства и свойства вяз-
кой жидкости [1]. В связи с этим в данной
работе рассматривается модельная контакт-
ная задача о движении плоского штампа при
наличии сил трения по двухфазному основа-
нию, обладающему свойствами вышеописан-
ного композита. Для описания внутренней
микроструктуры основания, состоящего из
упругого скелета и наполнителя, обладающе-
го свойствами вязко-упругого тела и вязкой
аморфной жидкости использованы, как опре-
деляющие, уравнения гетерогенной двухфаз-
ной среды Био [2, 3].

Предполагается, что в области контак-
та нормальные и касательные контакт-
ные напряжения связаны законом Кулона–
Амонтона. Штамп движется с невысокой по-

стоянной скоростью в условиях отсутствия
поворота под действием приложенных каса-
тельных и нормальных усилий. С помощью
интегрального преобразования Фурье крае-
вая задача сводится к решения интегрального
уравнений первого рода. Изучены свойства
ядра этого интегрального уравнения, которое
предлагается решать приближенно методом
итераций. Проведен численный анализ кон-
тактных напряжений, исследованы их зави-
симости от пористости, содержания разных
фаз, скорости движения штампа.

1. Постановка задачи

Рассмотрим контактную задачу о сколь-
жения штампа с плоским основанием со ско-
ростью V по границе гетерогенного полупро-
странства, под действием приложенной силы
P = {𝑃1, 𝑃2,0}. Сила P приложена к штампу
так, чтобы обеспечить равномерное движение,
то есть штамп находится в состоянии пре-
дельного равновесия и имеет место полный
контакт с поверхностью гетерогенного полу-
пространства. Вид внешней силы P позволяет
рассматривать задачу в двумерной постанов-
ке. Для учета внутренней микроструктуры
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основания, состоящего из вязко-упругой пори-
стой матрицы, поры которой заполнены вяз-
кой аморфной жидкостью, как определяющие
используем уравнения гетерогенной двухфаз-
ной среды, описываемой уравнениями Био –
Френкеля [2, 3], имеющими в перемещениях
вид

𝐴∇ · ∇u+ 2𝑁∇∇u+𝑄∇∇ · v =

= 𝜌11
𝜕2u

𝜕𝑡2
+ 𝜌12

𝜕2v

𝜕𝑡2
+ 𝑏

(︂
𝜕u

𝜕𝑡
− 𝜕v

𝜕𝑡

)︂
;

𝑄∇∇u+𝑅∇∇v =

= 𝜌12
𝜕2u

𝜕𝑡2
+ 𝜌22

𝜕2v

𝜕𝑡2
− 𝑏

(︂
𝜕u

𝜕𝑡
− 𝜕v

𝜕𝑡

)︂
.

𝜎𝑠𝑖𝑗 = 𝐴𝑒𝛿𝑖𝑗 + 2𝑁𝑒𝑖𝑗 +𝑄𝜀𝛿𝑖𝑗 ,

𝜎𝑓 = 𝑄𝑒+𝑅𝜀, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.
(1.1)

где 𝐴, 𝑁 , 𝑄, 𝑅 — механические характери-
стики двухфазной среды [2], 𝑒𝑖𝑗 и 𝜀𝑖𝑗 — тензо-
ры деформации, соответствующие векторам
перемещений твердой фазы и жидкой фазы
v{𝑣1, 𝑣2};

𝑒𝑖𝑗 = (𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)/2, 𝜀𝑖𝑗 = (𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖)/2,

𝑒 = ∇ · u, 𝜀 = ∇ · v, Γ𝑖𝑗 = 𝜎𝑠𝑖𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝜎
𝑓 ,

𝜎𝑠𝑖𝑗 — тензор напряжений, действующий на
вязко-упругий скелет, 𝜎𝑓 — давления, дей-
ствующие на жидкость в порах.

Будем считать, что граница гетерогенно-
го полупространства и штамп непроницае-
мы для жидкости. Нормальные и касатель-
ные контактные напряжения связаны зако-
ном Амонтона–Кулона, где 𝑘𝑡𝑟 — коэффици-
ент трения 𝜎12 = 𝑘𝑡𝑟𝜎22, |𝑥1 − 𝑉 𝑡| 6 1. Резуль-
татом воздействия нормальной составляющей
силы P является поступательное перемеще-
ние штампа параллельно оси 𝑂𝑥2 на глубину
𝛿. В такой постановке граничные условия за-
дачи имеют вид

𝑥2 = 0 : 𝑢2 = 𝑣2;

𝜎12 = 𝜎22 = 0, |𝑥1 − 𝑉 𝑡| > 1;

𝜎12 = 𝑘𝜎22, |𝑥1 − 𝑉 𝑡| 6 1.

(1.2)

Эта постановка является обобщением ана-
логичных задач для для упругой среды. За-
дачи о воздействии штампа на упругое осно-
вание при учете сил трения рассматривались
в [4,5], действие движущейся осциллирующей
нагрузки на гетерогенное основание изуча-
лось в работе [6, 7].

2. Нахождение контактных
напряжений

Применим к формулам (1.1)–(1.2) преоб-
разование Фурье и перейдем в подвижную
систему координат с началом в центре штам-
па, как это сделано в [6, 7]. Формулы (1.1)–
(1.2) далее будем рассматривать в подвиж-
ной системе координат в безразмерном виде,
при этом линейные размеры отнесены к полу-
ширине штампа, а напряжения — к модулю
сдвига упругой матрицы,

U(𝛼, 𝑥2) =

∞∫︁

−∞

u(𝑥1, 𝑥2)𝑒
𝑖𝛼𝑥1 d𝑥1,

V(𝛼, 𝑥2) =

∞∫︁

−∞

v(𝑥1, 𝑥2)𝑒
𝑖𝛼𝑥1 d𝑥1.

(2.1)

Решения системы (1.1) запишем в виде

U(𝛼, 𝑥2) = G(𝛼)E𝑝(𝑥2)C,

V(𝛼, 𝑥2) = G0(𝛼)E𝑝(𝑥2)C,

G =

⃒⃒
⃒⃒
⃒
−𝑖𝛼 −𝑖𝛼 𝜕/𝜕𝑥2

𝜕/𝜕𝑥2 𝜕/𝜕𝑥2 𝑖𝛼

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ,

E𝑝(𝑧) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑒𝑠1𝑥2 0 0
0 𝑒𝑠2𝑥2 0
0 0 𝑒𝑠3𝑥2

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ ,

𝑥2 6 0,

(2.2)

𝑠𝑖 = |𝛼|𝑤𝑖; 𝑤𝑖 =
√︀
1− (𝑉/𝑉𝑖)2, 𝑖 = 1, 2, 3,

𝑉𝑖 — скорости распространения двух продоль-
ных и поперечной волн в гетерогенной среде.

Сформируем векторы для удовлетворения
граничных условий 𝜎0 = {𝜎12, 𝜎22, 𝑢2 − 𝑣2},
q0 = {𝑘𝑡𝑟𝑃, 𝑃,0}. Вектор произвольных посто-
янных C при учете формул (2.2) находится
из условий

D(𝛼)C = Q0(𝛼),

D(𝛼) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

(1−𝑚1)𝑠1 (1−𝑚2)𝑠2 𝑖(1−𝑚3)𝛼

−2𝑖𝛼𝑠1 2𝑖𝛼𝑠2 𝛼2 + 𝑠23

2𝑠21 − 𝛼2𝑚3 2𝑠22 − 𝛼2𝑚4 2𝑖𝛼𝑠3

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
,

(2.3)
𝑚𝑖+2 = 𝑞11 + 𝑞12 − 2𝑞33 + (𝑞12 + 𝑞22)𝑚𝑖;

𝑖 = 1, 2.

Q0(𝛼, 𝑥2) =

∞∫︁

−∞

q0(𝑥1, 𝑥2)𝑒
𝑖𝛼𝑥1 d𝑥1.
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Влияние микроструктуры основания на силы трения при движении плоского штампа

На основании (2.1)–(2.3) получаем вид мат-
рицы Грина, удобный для дальнейших преоб-
разований

u(𝑥1, 𝑥2) =
1

2𝜋

∫︁

Re2

B(𝛼, 𝑥2)Q0(𝛼)𝑒
−𝑖𝛼𝑥1 d𝛼,

(2.4)

v(𝑥1, 𝑥2) =
1

2𝜋

∫︁

Re2

B0(𝛼, 𝑥2)Q0(𝛼)𝑒
−𝑖𝛼𝑥1 d𝛼,

B(𝛼, 𝑥2) =
1

Δ

⃒⃒
⃒⃒−𝑖𝐵,11/𝛼 −𝑖𝐵,12/𝛼

𝐵,21 𝐵,22,

⃒⃒
⃒⃒ ,

Δ(𝛼) = (2𝛾13(𝑔1𝑠2 − 𝑔2𝑠1)+

+ 2𝑠1𝑠2𝑠3(𝑚1 −𝑚2))𝛼
2+

+ (𝑔1𝑠2(𝑚2 − 1)− 𝑔2𝑠1(𝑚1 − 1))𝛾0,

𝛾0 = 2𝑠2𝑖 − (𝑉/𝑉𝑖)
2 ,

Так как при трибологических испытаниях ско-
рости движения удовлетворяют соотношению
𝑉 ≪ 𝑉𝑠, где 𝑉𝑠 — скорость сдвиговых волн
в вязкоупругом скелете, имеет место квази-
статический процесс. В соответствии с этим
преобразуем формулы (2.4), представляя ве-
личины с малыми параметрами в виде рядов
Тейлора, в результате решение задачи сво-
дится к решению интегрального уравнения
первого рода с разностным ядром

1∫︁

−1

𝑘(𝑥− 𝜉)𝜎22(𝜉) d𝜉 = 𝛿, (2.5)

где 𝛿 — вертикальная осадка штампа.
Ядро интегрального уравнения, отвечаю-

щее квазистатическому процессу, имеет вид

𝑘(𝑡) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

(︂
𝑖𝑘𝑡𝑟𝐾1(𝑉 )

𝛼
+
𝐾2(𝑉 )

|𝛼|

)︂
𝑒𝑖𝑡𝛼 d𝛼,

(2.6)

𝑉 ≪ 𝑉𝑠,

Следует отметить, что функции 𝐾1(𝑉 ),
𝐾2(𝑉 ) зависят только от механических харак-

теристик вязкоупругой матрицы и жидкости:

𝐾1(𝑉 ) = 𝑖 (𝑟1 + 𝑟2 + 2𝑟3) /Δ0,

𝑟1 = 𝛾13(𝑟1𝑤2 − 𝑟2𝑤1),

𝑟2 = (𝑚2 − 1)𝑟1𝑤2 − (𝑚1 − 1)𝑟2𝑤1,

𝑟3 = 𝑤1𝑤2𝑤3(𝑚1 −𝑚2),

Δ0 = 2𝑟1 + (2− 𝑉 2/𝑉 2
3 )𝑟2 + 8𝑟3,

𝐾2(𝑉 ) = 𝑉 2/𝑉 2
3 (𝑚1 −𝑚2)/Δ0,

𝑟𝑖 = 𝑟𝑖(𝐴,𝑁, 𝑃,𝑄,𝑅,𝑚), 𝑖 = 1, 2,

𝑤𝑗 =
√︁

1− (𝑉/𝑉𝑖)
2, 𝑗 = 1, 2, 3.

(2.7)

Используем значения интегралов [8]

∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑥𝑡

𝑡
d𝑡 = 𝑖𝜋 sgn𝑥,

∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑥𝑡

|𝑡| d𝑡 = −2(𝐶 + ln |𝑥|),
(2.8)

𝐶 — постоянная Эйлера [8].
При учете (2.8) в выражении ядра (2.6)

выделим логарифмическую составляющую

𝑘(𝑥− 𝜉) = −0,5 sgn(𝑥− 𝜉)𝑘𝑡𝑟𝐾1(𝑉 )−
− (𝐶 + ln |𝑥− 𝜉|)𝐾2(𝑉 )/𝜋. (2.9)

Для решения интегрального уравнение (2.6)
с учетом (2.8)–(2.9) применим итерационный
процесс, сходимость которого для интеграль-
ных уравнений первого рода показана в рабо-
те [9]. Последовательность нахождения ите-
раций можно записать в виде

𝜎̃𝑛(𝑥) = 𝜎̃𝑛−1(𝑥)+

+

⎛
⎝𝛿 −𝐾2(𝑉 )/𝜋

1∫︁

−1

ln |𝑥− 𝜉| 𝜎̃𝑛−1(𝜉)𝑑𝜉

⎞
⎠ /𝜙(𝑥),

𝜙(𝑥) =

1∫︁

−1

ln |𝑥− 𝜉|d𝜉 =

= 2− ln(1− 𝑥)1−𝑥(1 + 𝑥)1+𝑥. (2.10)

Найденное решение описывают напряжения
в области контакта.

3. Результаты численного анализа
Проведен численный эксперимент по рас-

чету нормальных и касательных контактных
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Рис. 1. Распределение действительной части нормальных контактных напряжений для различных
значений коэффициента трения

напряжений для двухкомпонентного компо-
зиционного материала, с матрицей на основе
ароматического полиамида фенилона с на-
нодобавками и содержанием наполнителя —
цилиндрового масла.

Воспользуемся приемом вычисления коэф-
фициентов уравнений (1.1) по известным мо-
дулям объемного сжатия вязкоупругой мат-
рицы 𝐾𝑠, пористой среды с незаполненными
порами 𝐾𝑏, флюида 𝐾𝑓 [10]. Расчеты прово-
дились при следующих данных:

𝐾𝑠 = 3,2 · 109 Па, 𝐾𝑏 = 3,0 · 109 Па,

𝐾𝑓 = 2,0 · 109 Па, 𝜌𝑠 = 1,2 · 103 кг/м3,

𝜌𝑓 = 0,93 · 103 кг/м3

Модуль объемного сжатия двухкомпонентной
среды восстанавливался из значения мгновен-
ного модуля Юнга, полученного методом на-
ноиндентирования при коэффициенте Пуассо-
на, равном 1/3. Вязкость полимера учитыва-
лась в рамках модели частотно-независимого
внутреннего трения, что приводит к возник-
новению малой комплексной части в коэффи-
циентах уравнения (1.1) 𝑁 , 𝐴, 𝑄, 𝑅.

На рис. 1, 2 приведены графики действи-
тельной части нормальных и касательных
контактных напряжений. Плоский штамп
движется по границе 𝑥2 = 0 гетерогенного
полупространства со скоростью 𝑉 = 1,5 м/с.
Пористость среды: 𝑚 = 0,05. Коэффициент
трения принимался равным: 𝑘𝑡𝑟 = 0,1 (кри-
вая 1), 𝑘𝑡𝑟 = 0,3 (кривая 2), 𝑘𝑡𝑟 = 0,5 (кри-
вая 3). Зависимость нормальных напряжений

от параметра 𝑘𝑡𝑟 незначительна, в отличие от
касательных напряжений, которые нелиней-
но и значительно зависят от коэффициента
трения. Распределение напряжений под штам-
пом не является симметричным, что харак-
терно и для контактных задач теории упруго-
сти при учете сил трения. Следует отметить,
что в точке в 𝑥1 = 0 отсутствует зависимость
нормальных напряжений от коэффициента
трения.

Исследована зависимость контактных на-
пряжений как от скорости движения штам-
па по поверхности полупространства, так и
от массовой доли флюида-наполнителя. На
рис. 3 представлена зависимость нормаль-
ных контактных напряжений (действитель-
ная часть) от коэффициента трения и скоро-
сти движения штампа по поверхности полу-
пространства. Пористость среды 𝑚 = 0,05.

При возрастании пористости контактные
напряжения, как нормальные, так и касатель-
ные, возрастают, их зависимость от коэффи-
циента трения и скорости движения штампа
имеет более выраженный характер, это иллю-
стрирует рис. 4.

Чувствительность нормальных и каса-
тельных контактных напряжений для различ-
ных коэффициентов трения при возрастании
скорости движения штампа уменьшается, это
иллюстрирует рис. 5.

Выводы

Проведенный численный анализ резуль-
татов показал, что при учете силы трения в
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Рис. 2. Распределение действительной части касательных контактных напряжений при различных
коэффициентах трения

Рис. 3. Зависимость нормальных контактных
напряжений от коэффициента трения 𝑘𝑡𝑟 и

скорости движения штампа 𝑉 , при пористости
𝑚 = 0,05

Рис. 4. Зависимость нормальных контактных
напряжений от коэффициента трения 𝑘𝑡𝑟 и

скорости движения штампа 𝑉 при пористости
𝑚 = 0,1
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Рис. 5. Зависимость действительной части нормальных контактных напряжений при различных
коэффициентах трения при пористости 𝑚 = 0,05

области контакта существенное влияние на
контактные напряжения оказывают коэффи-
циент трения, состав двухфазной пористой
среды, механические характеристики состав-
ляющих компонентов, процентное содержа-
ние флюида, насыщающего поры композита,
скорость движения штампа.
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