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Abstract. The work is dedicated to the development of methods for solving integral equations
(IE) and systems of IE for mixed dynamic problems in the theory of elasticity, given in simply-
connected areas of complex shape. A generalization of the fictitious absorption method to the
case of a non-convex in the plane area occupied by a defect or stamp is presented.

The method makes it possible to describe solutions not only inside but also in the neighbourhood
of the contact area boundaries and can be used to solve contact problems on the vibration of
stamps, cavities or rigid inclusions of an arbitrary shape in the plane. For the areas of complex
configuration, it is possible to present them as a union of convex bounded closed domains, possibly
with common boundary sets.

We propose a modification of the method in the selection of the basis functions, presented in
the solution only under the signs of the operators. As the latter, we choose the derivatives of
the delta functions, which simplifies the construction of the solution. The results of solving the
integral equation of the axisymmetric problem about steady-state oscillations of a stamp on the
surface of an elastic layer with a clamped lower bound are given as an example.

Keywords: fictitious absorption method, integral equation, oscillating kernel, area of complex
configuration, factorization.

Введение

Исследование контактного взаимодей-
ствия тел, подверженных вибрационным воз-
действиям, является важной проблемой с точ-
ки зрения механики и непростой математиче-
ской задачей. Контактным взаимодействием
в машиностроении определяются процессы
износа, в строительстве при расчете прочност-
ных свойств фундаментов большое значение
придается контактным явлениям, изучение
которых приводит к смешанным динамиче-
ским задачам. Для исследования интеграль-
ных уравнений (ИУ), порождаемых такими
задачами, используются различные подходы:

метод ортогональных функций, метод сра-
щиваемых разложений, различные вариаци-
онные, асимптотические, факторизационные
методы и т.д. В работах [1, 2] проведены ана-
лиз и сравнение применяемых методов.

Совершенствование технологий и созда-
ние новых промышленных материалов, а так-
же исследование геоматериалов определяют
необходимость разработки новых механико-
математических моделей и подходов для опи-
сания процессов в деформируемых телах, под-
верженных воздействию различных факто-
ров, что, в свою очередь, требует дальнейше-
го развития методов решения интегральных
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уравнений (ИУ) и систем, порождаемых та-
кими задачами.

Один из эффективных методов решения
ИУ I-го рода с разностным ядром, заданно-
го в ограниченной области, и систем таких
интегральных уравнений носит название ме-
тода фиктивного поглощения (МФП). Основу
этого метода [3] составляет приведение ИУ с
сильно осциллирующим ядром к уравнению
с экспоненциально убывающими с ростом ар-
гумента ядром, решение которого указанный
метод использует в качестве базового при ре-
шении исходного ИУ. Таким образом, МФП
позволяет рассматривать соответствующие
задачи для сред с поглощением или статиче-
ские задачи, для решения которых существу-
ет множество хорошо зарекомендовавших се-
бя приближенных методов, как вспомогатель-
ные.

В связи с широким внедрением в строи-
тельство, микроэлектронику и т.д. конструк-
ционных материалов, описание поведения и
свойств которых требует рассмотрения мо-
делей анизотропных упругих сред, развитие
методов решения контактных задач для таких
сред занимает особое место. МФП примени-
тельно к анализу пространственных динами-
ческих задач для анизотропных тел развит
В.А. Бабешко в [3, 4]. На основе метода фак-
торизации и фиктивного поглощения в [5]
изучена задача для ортотропного цилиндра.
В [6–8] МФП получил дальнейшее развитие
в применении к решению ИУ и СИУ смешан-
ных задач для моделей сред, обладающих
сложными свойствами, в том числе при раз-
личных условиях в области контакта и учете
связности полей.

В работе представлена модификация мето-
да, позволяющая решать интегральные урав-
нения в произвольных односвязных, в том
числе невыпуклых, областях. В отличие от
широко применяемой схемы, подробно изло-
женной в [6], в качестве базисных функций
для вводимой вспомогательной составляю-
щей решения использованы производные 𝛿-
функций Дирака, носителем которых являет-
ся граничное множество области контакта.

1. Общая схема метода фиктивного
поглощения для произвольной

односвязной области

Общую схему метода решения интеграль-
ного уравнения в области произвольной кон-

фигурации можно представить следующим
образом.

Введем в плоскости контакта штампа с
упругой средой (или в плоскости расположе-
ния внутреннего дефекта) декартову систему
координат 𝑥1𝑂𝑥2. Пусть интегральное урав-
нение смешанной задачи имеет вид

K𝑞 ≡
∫︁∫︁

Ω

𝑘 (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2) 𝑞 (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 =

= 𝑓 (𝑥1, 𝑥2) , (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω. (1.1)

Если рассматриваемая СИУ соответствует
задаче о вибрации штампа сложной в плане
формы на поверхности упругой среды, то
неизвестная функция 𝑞 (𝑥1, 𝑥2) описывает
распределение контактных напряжений под
штампом, а функция 𝑓 (𝑥1, 𝑥2) — заданную
амплитуду перемещений подошвы штампа.

Будем полагать, что область контакта Ω,
возможно, невыпуклая, может быть представ-
лена конечным объединением выпуклых за-
мкнутых ограниченных областей

Ω =
𝑀⋃︁

𝑚=1

𝐷𝑚, 𝑀 <∞,

имеющих в качестве пересечений лишь од-
номерные (или нульмерные) множества. В
этом случае (1.1) можно рассматривать как
систему

𝑀∑︁

𝑚=1

K𝑚𝑞𝑚 = 𝑓𝑠 (𝑥1, 𝑥2) , (1.2)

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷𝑠, 𝑠 = 1,𝑀,

K𝑚𝑞𝑚 =

∫︁∫︁

𝐷𝑚

𝑘 (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× 𝑞𝑚 (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2, (1.3)

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷𝑚,

𝑘 (𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2

∫︁

Γ1

∫︁

Γ2

𝐾 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖 (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2)) d𝛼1 d𝛼2,

𝛼2
1 + 𝛼2

2 = 𝛼2, 𝑓𝑠 = 𝑃[𝐷𝑠]𝑓 (𝑥1, 𝑥2) ,

𝑃[𝐷𝑠] — проектор на область 𝐷𝑠.
Модель рассматриваемой упругой среды

определяет свойства символа ядра 𝐾. По-
следние описаны в [2–6] для различных ти-
пов сред. В дальнейшем будем считать, что
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символ функции Грина 𝐾 (𝛼1, 𝛼2) ≡ 𝐾 (𝛼)
и 𝐾 (𝛼) = 𝐾 (−𝛼). На вещественной 𝐾 (𝛼)
может иметь конечное число (зависящее от
частоты колебаний) вещественных полюсов
𝑝𝑘 и нулей 𝑧𝑘 (𝑘 = 1, 𝑁). Кроме того, она
имеет счетное множество комплексных 𝑧𝑘, 𝑝𝑘
(𝑘 = 𝑁 + 1,∞) с точками сгущения в секто-
рах малых углов, содержащих мнимую ось
[3, 4]. При |𝛼| → ∞ справедлива асимптоти-
ка 𝐾 (𝛼) = 𝐶 |𝛼|−1 [︀1 +𝑂

(︀
𝛼−1

)︀]︀
. Положение

контуров интегрирования Γ1, Γ2 определяет-
ся условиями излучения и поведением эле-
ментов 𝐾 (𝛼) на вещественной оси [2, 3].

Введем во внутренних точках 𝑂𝑚 (𝑎𝑚, 𝑏𝑚)
областей разбиения 𝐷𝑚 локальные системы
координат 𝑥𝑚1 𝑂𝑚𝑥

𝑚
2 , 𝑂𝑚 ∈ 𝐷𝑚, выбрав оси

параллельными осям 𝑥1𝑂𝑥2. Пусть функции
𝑅𝑚 = 𝑅𝑚 (𝜓) описывают уравнения границ
𝑆𝑚.

Как доказано в [9], ИУ задач о вибрации
системы штампов для некоторых соотноше-
ний параметров могут иметь неединственное
решение, что также справедливо в случае за-
дач для сред с множественными дефектами.
Однако далее приняты положения, имеющие
место для многих задач, встречающихся на
практике, для упрощения построений. Так,
для простоты полагается, что границы обла-
стей 𝐷𝑠 разбиения таковы, что ИУ

2𝜋∫︁

0

𝑓𝑘𝑠 (𝜓) exp (𝑖𝑝𝑘𝑅𝑠 (𝜓) cos (𝜓 − 𝛾)) d𝜓 =

= 𝑏𝑘𝑠 (𝛾) ,

0 6 𝛾 6 2𝜋, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑠 = 1,𝑀

для любых 𝑘, 𝑠 при 𝑏𝑘𝑠 ∈ C (0,2𝜋) однозначно
разрешимы [3].

В соответствии со схемой метода фиктив-
ного поглощения [3,6] вводится в рассмотре-
ние функция Π(𝛼) = 𝐸𝑁

(︀
𝛼2
)︀
𝑄−1

𝑁

(︀
𝛼2
)︀
, где

𝐸𝑁

(︀
𝛼2
)︀
=

𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧2𝑘

)︀
,

𝑄𝑁

(︀
𝛼2
)︀
≡

𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘

)︀
.

Здесь через 𝑝𝑘 и 𝑧𝑘 соответственно обозначе-
ны полюса и нули𝐾 (𝛼), 𝑝𝑘, 𝑧𝑘 ∈ 𝑅. Очевидно,
Π(𝛼) = 1 +𝑂(𝛼−1), |𝛼| → ∞.

Функция символа ядра в (1.3) 𝐾(𝛼) пред-
ставляется в виде

𝐾 (𝛼) = 𝐾0 (𝛼)Π (𝛼) , (1.4)

где 𝐾0 (𝛼) соответствует символу ядра урав-
нения статической задачи (задачи для среды
с сильным поглощением), на вещественной
оси она является регулярной и на бесконечно-
сти, |𝛼| → ∞, ее асимптотическое поведение
совпадает с поведением 𝐾(𝛼).

Следуя [3, 6], далее решение уравнения
(1.1) ищется в виде

𝑞 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑝 (𝑥1, 𝑥2) + 𝜑 (𝑥1, 𝑥2) , (1.5)

где введена следующая функция 𝜑:

𝜑 (𝑥1, 𝑥2) =
𝑀∑︁

𝑠=1

𝜑𝑠 (𝑥1, 𝑥2),

𝑁∑︁

𝑘=1

𝐺𝑘 (−Δ)

2𝜋∫︁

0

𝛿 [𝑥1 − 𝑎𝑠 −𝑅𝑠 (𝜓) cos𝜓]×

× 𝛿 [𝑥2 − 𝑏𝑠 −𝑅𝑠 (𝜓) sin𝜓] 𝑔𝑘𝑠 (𝜓) d𝜓 =

=
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜑 (𝑥1 − 𝑎𝑠, 𝑥2 − 𝑏𝑠, 𝐺𝑘, 𝑅𝑠, 𝑓𝑘𝑠) ≡

≡ 𝜑𝑠 (𝑥1, 𝑥2) ,

𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀
=
(︀
𝛼2 − 𝑝21

)︀
. . .

(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘−1

)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘+1

)︀
. . .
(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑁

)︀
,

где 𝑔𝑘𝑠 — некоторые однозначные функ-
ции, в дальнейшем подлежащие определению,
Δ — двумерный оператор Лапласа. В раз-
витие [3,6] здесь реализована модификация
в части выбора базисных вспомогательных
функций.

Для введенной функции выполняются
условия:

𝑉2𝜑 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑉2𝑞 (𝑥1, 𝑥2) ,

𝑉2𝜑𝑠 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑉2𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝐷𝑠) ,

при 𝛼2 = 𝑝2𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁,

где 𝑉2 — оператор двумерного преобразова-
ний Фурье. Тогда 𝑉2𝑝 (𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝛼2 = 𝑝2𝑘,
𝑘 = 1, 𝑁 .

Не нарушая общности, будем полагать од-
нократными все вещественные нули 𝑧𝑘 и по-
люса 𝑝𝑘 функции 𝐾 (𝛼) (или ее аппроксими-
рующей). Для случая кратных полюсов фор-
мулировки приведенных условий подробно
рассмотрены в [3].
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Внося соотношение (1.5) с учетом (1.4)
для символа ядра (1.3), получим для ИУ (1.1)

K0𝑡 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)−K0𝑉
−1
2 Π(𝛼,𝑁)𝑉2𝜑, (1.6)

где новая неизвестная

𝑡 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑉 −1
2 Π(𝛼,𝑁)𝑉2𝑝 (𝑥1, 𝑥2) ,

𝑉 −1
2 — двумерный оператор обращения Фу-

рье.
Предположим, что обратный оператор

K−1
0 (1.6) построен. Запишем уравнение (1.6)

в форме

K0𝑡 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)−K0𝜑− 𝑆𝜑,

𝑆𝜑 =
1

4𝜋2

∫︁∫︁

Ω

∫︁

Γ1

∫︁

Γ2

𝐾0 (𝛼) [Π (𝛼)− 1]×

×exp (−𝑖 (𝛼1 (𝑥1 − 𝜉1) + 𝛼2 (𝑥2 − 𝜉2))) d𝛼1 d𝛼2×
× 𝜑 (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2.

Тогда

𝑡 = K−1
0 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)− 𝜑−K−1

0 𝑆𝜑

и решение исходного ИУ можно представить

𝑞 = 𝑝+ 𝜑 = 𝑉 −1
2 Π−1𝑉2𝑡+ 𝜑 =

= 𝑉 −1
2 Π−1𝑉2

[︀
K−1

0 𝑓 − 𝜑−K−1
0 𝑆𝜑

]︀
+ 𝜑 =

= K−1
0 𝑓 −K−1

0 𝑆𝜑+ 𝑉 −1
2

[︀
Π−1 − 1

]︀
×

× 𝑉2
[︀
K−1

0 𝑓 − 𝜑−K−1
0 𝑆𝜑

]︀
. (1.7)

Согласно [3] должны выполняться условия

𝑉2
[︀
K−1

0 𝑓 − 𝜑−K−1
0 𝑆𝜑

]︀
= 0, (1.8)

𝛼2 = 𝑧2𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁.

Принимая во внимание, что носителем функ-
ции 𝑉 −1

2 Π(𝛼,𝑁)𝑉2𝜑 в общем случае является
вся плоскость, выделим в представлении этой
функции обобщенную составляющую 𝜑0, но-
ситель которой сосредоточен в Ω. Оставшаяся
составляющая 𝜑2 будет классической функ-
цией, имеющей носитель во всей плоскости.
Для этого рассмотрим соотношение

𝑉 −1
2 Π(𝛼,𝑁)𝑉2𝜑 =

= 𝑉 −1
2 Π(𝛼,𝑁)

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑀∑︁

𝑠=1

𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀
×

× exp (𝑖 (𝑎𝑠𝛼1 + 𝑏𝑠𝛼2))×

×
2𝜋∫︁

0

𝑓𝑘𝑠 (𝜓) exp (𝑖𝛼𝑅 (𝜓) cos (𝜓 − 𝛾)) d𝜓

и выделим полиномиальные составляющие
у полученных рациональных функций, пред-
ставив

Π(𝛼,𝑁)𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀
= 𝑃𝑘

(︀
𝛼2
)︀
+𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀
,

𝑃𝑘

(︀
𝛼2
)︀
=
[︀
𝐸𝑁

(︀
𝛼2
)︀
− 𝐸𝑁

(︀
𝑝2𝑘
)︀]︀ (︀

𝛼2 − 𝑝2𝑘
)︀−1 ≈

≈ 𝛼2𝑁−2,

𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀
= 𝐸𝑁

(︀
𝑝2𝑘
)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘

)︀−1 ≈ 𝛼−2,

|𝛼| → ∞.

Тогда

𝑉 −1
2 Π(𝛼,𝑁)𝑉2𝜑 = 𝜑0 (𝑥1, 𝑥2) + 𝜑2 (𝑥1, 𝑥2) ,

𝜑2 =

= 𝑉 −1
2

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑀∑︁

𝑠=1

𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀
exp (𝑖 (𝑎𝑠𝛼1 + 𝑏𝑠𝛼2))×

×
2𝜋∫︁

0

𝑓𝑘𝑠 (𝜓) exp (𝑖𝛼𝑅 (𝜓) cos (𝜓 − 𝛾)) d𝜓.

Таким образом,

𝑡 = K−1
0 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)− 𝜑0 (𝑥1, 𝑥2)−

−K−1
0 𝑃[Ω]K0𝜑2. (1.9)

Для корректной записи (1.9) в последнем сла-
гаемом правой части применен проектор на
область Ω 𝑃[Ω], поскольку функция 𝜑2 имеет
в качестве носителя всю плоскость, тогда

𝑝 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑉 −1
2 Π−1 (𝛼,𝑁)𝑉2×

×
[︀
K−1

0 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)− 𝜑0 (𝑥1, 𝑥2)−K−1
0 𝑃[Ω]K0𝜑2

]︀
.

При этом (1.8) можно записать

𝑉2𝑃[Ω]

[︀
K−1

0 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)− 𝜑0 −K−1
0 𝑃[Ω]K0𝜑2

]︀
=

= 0,

𝛼2 = 𝑧2𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁.
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Последнее соотношение приводится к виду

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑃𝑘 (𝑧𝑛)

2𝜋∫︁

0

𝑓𝑘𝑠 (𝜓)×

× exp (𝑖𝑧𝑛𝑅 (𝜓) cos (𝜓 − 𝛾)) d𝜓 =

= exp (−𝑖 (𝑎𝑠𝛼1 + 𝑏𝑠𝛼2))𝑉2𝑃[𝐷𝑠]×
×
[︀
K−1

0 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)−K−1
0 𝑃[Ω]K0𝜑2

]︀
,

𝛼2 = 𝑧2𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁, 𝑠 = 1,𝑀.

Ранее было принято допущение, что левая
часть этой системы разрешима относитель-
но неизвестных 𝑓𝑘𝑠 (𝜓), при этом входящая в
правую часть системы функция 𝜑2 содержит
эти неизвестные. Произведя обращение левой
части, получим систему линейных ИУ II-го
рода относительно 𝑓𝑘𝑠 (𝜓), которую в свою
очередь можно решать путем дискретизации.

С учетом полученных соотношений после
ряда преобразований решение (1.1) можно
представить в виде

𝑞 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑉 −1
2 Π−1 (𝛼,𝑁)𝑉2×

×
[︀
𝜑2 +K−1

0 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)−K−1
0 𝑃[Ω]K0𝜑2

]︀
,

(1.10)

𝜑2 = 𝑉 −1
2

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑀∑︁

𝑠=1

𝐸𝑁

(︀
𝑝2𝑘
)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘

)︀−1×

× 𝑔𝑘𝑠 (𝛼) exp (𝑖 (𝑎𝑠𝛼1 + 𝑏𝑠𝛼2)) ,

𝑔𝑘𝑠 (𝛼) =

=

2𝜋∫︁

0

𝑔𝑘𝑠 (𝜓) exp (𝑖𝛼𝑅 (𝜓) cos (𝜓 − 𝛾)) d𝜓.

Выделив у функции 𝜑2 составляющие с
носителем в области 𝐷𝑠 𝜑+2𝑠 = 𝜑2 (𝑥1, 𝑥2),
(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷𝑠, и вне ее — 𝜑−2𝑠,

𝜑−2 = 𝜑2 (𝑥1, 𝑥2)−
𝑀∑︁

𝑠=1

𝜑+2𝑠, 𝑠 = 1,𝑀,

можно осуществить упрощение пред-
ставления решения. Введя обозначения
𝑞𝑠 (𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝐷𝑠) = 𝑞 (𝑥1, 𝑥2) для
(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷𝑠, (1.10) для решений (1.2) можно
переписать в виде

𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝐷𝑠) = 𝑉 −1
2 Π−1 (𝛼,𝑁)𝐹 (𝛼1, 𝛼2, 𝐷𝑠) ,

𝐹 (𝛼1, 𝛼2, 𝐷𝑠) =

= 𝑉2𝑃[𝐷𝑠]

[︀
K−1

0 𝑓 −K−1
0 𝑃[Ω]K0𝜑

−
2

]︀
+ 𝑉2𝜑

−
2𝑠.

Подлежащие определению 𝑔𝑘𝑠 находятся из
системы [3]

𝐹 (𝛼1, 𝛼2, 𝐷𝑠) = 0, 𝛼2 = 𝑧2𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁.

Представление решения (1.10) позволяет на-
глядно представить структуру и особенно-
сти распределения напряжений при взаимо-
действии штампа с упругой средой. Область
применения полученных формул, дающих
приближенные решения динамических задач,
определяется областью применения решений
соответствующих задач для сред с затуха-
нием. В окончательном решении введенная
функция 𝜑 присутствует только под знаками
интегральных операторов. При этом вводи-
мые неизвестные на стыковочных границах
𝐷𝑠 взаимно уничтожаются.

2. Пример применения модификации
МФП для решения интегрального

уравнения осесимметричной задачи

В качестве иллюстрации применения в
МФП модифицированной системы вспомо-
гательных функций обратимся к интеграль-
ному уравнению осесимметричной задачи.
Остановимся подробнее на реализации ме-
тода на примере вспомогательного урав-
нения осесимметричной задачи для слоя
{𝑟 > 0; −ℎ 6 𝑧 6 0} с защемленной нижней
гранью, колеблющегося с частотой 𝜔 под дей-
ствием штампа и системы заглубленных вер-
тикальных источников, постановка и получе-
ние интегрального уравнения которой подроб-
но описаны в [10, 11]. Смещения точек сре-
ды в цилиндрической системе координат опи-
сываются вектором амплитуд перемещений
u = {𝑢𝑟, 𝑢𝑧}, удовлетворяющим уравнениям
Ляме. Нагрузка на включениях, распределен-
ная по глубине, моделируется компонентами
объемной силы. Кроме того, на поверхности
упругой среды (𝑧 = 0) в круговой области
(𝑟 6 𝑎) приложена осесимметричная верти-
кальная нагрузка.

Для построения решения интегрального
уравнения задачи в [11] используется вспомо-
гательное ИУ вида

𝑎∫︁

0

𝑘 (𝑟, 𝜏) 𝑞𝜂 (𝜏) 𝜏 d𝜏 = 𝐽0 (𝜂𝑟), (2.1)
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0 6 𝜏 6 𝑎.

Ядро (2.1) имеет представление

𝑘 (𝑟, 𝜏) =

∫︁

𝜎0

𝐾 (𝛼) 𝐽0 (𝛼𝑟)𝛼 d𝛼,

𝐾(𝛼) =
κ2
2

4𝜌𝑐22Δ̄(𝛼)
𝜎1×

×
(︀
𝛼2 ch(𝜎1ℎ) sh(𝜎2ℎ)− 𝜎1𝜎2 sh(𝜎1ℎ) ch(𝜎2ℎ)

)︀
,

Δ̄(𝛼) = 𝜎1𝜎2
(︀
𝑠2 + 𝛼4

)︀
ch(𝜎1ℎ) ch(𝜎2ℎ)−

−𝛼2
(︀
𝑠2 + 𝜎21𝜎

2
2

)︀
sh(𝜎1ℎ) sh(𝜎2ℎ)−2𝑠𝛼2𝜎1𝜎2,

𝑠 = 𝛼2 − 0,5𝜅22, 𝜎𝑗 =
√︁
𝛼2 − 𝜅2𝑗 ,

𝜅2𝑗 = (𝜔/𝑐𝑗)
2 (𝑗 = 1,2) ,

𝜅𝑗 — соответственно волновые числа про-
дольной и поперечной волн, 𝜔 — частота,
𝑐1 =

√︀
(𝜆+ 2𝜇)/𝜌, 𝑐2 =

√︀
𝜇/𝜌, 𝜆, 𝜇 — ко-

эффициенты Ляме, 𝜌 — плотность упругого
слоя, расположение 𝜎0 подчинено условиям,
описанным ранее.

Здесь функция 𝐾 (𝛼) символа ядра может
быть представлена в виде (1.4). Как и в ра-
ботах [3, 6 и др.] при реализации МФП в при-
ближенном представлении (1.4) использова-
на функция 𝐾0 (𝛼) = 𝐶

(︀
𝛼2 +𝐵2

)︀−1/2, где 𝐵
— заданный параметр аппроксимации, такой
вид 𝐾0 (𝛼) учитывает также возможность ее
факторизации. Приближение Π(𝛼) осуществ-
ляется рациональной

Π(𝛼,𝑁) =
𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧2𝑘

)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘

)︀−1
,

описанной выше. Новая неизвестная 𝑝 вво-
дится представлением (1.5)

𝑞𝜂 (𝑟) = 𝑝 (𝑟) + 𝜑 (𝑟) , 0 6 𝑟 6 𝑎,

𝑄 (𝑝𝑚) = Φ (𝑝𝑚) , 𝑚 = 1, 𝑁.

Здесь 𝑝𝑚 – полюса функции Π(𝛼), располо-
женные выше 𝜎0. Через 𝑄 (𝛼), Φ(𝛼) обозна-
чены интегральные преобразования Бесселя
𝑞 (𝑟) и 𝜑 (𝑟) соответственно

𝑄 (𝛼) =

𝑎∫︁

0

𝑞 (𝑟) 𝐽0 (𝛼𝑟)𝑟 d𝑟,

Φ (𝛼) =

𝑎∫︁

0

𝜑 (𝑟) 𝐽0 (𝛼𝑟)𝑟 d𝑟.

Для 𝜑 (𝑟) в качестве системы линейно неза-
висимых функций выбраны производные
дельта-функций Дирака с носителем на гра-
нице штампа 𝑎

𝜑 (𝑟) =
𝑁∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝐺𝑘 (𝐿) 𝛿 (𝑟 − 𝑎),

𝐿 = −
(︂
1

𝑟

d

d𝑟

(︂
𝑟
d

d𝑟

)︂)︂
,

где

𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀
=
(︀
𝛼2 − 𝑝21

)︀
. . .

. . .
(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘−1

)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘+1

)︀
. . .
(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑁

)︀
,

𝐶𝑘 — неизвестные константы, подлежащие в
дальнейшем определению.

Следуя общей схеме, вводим новую неиз-
вестную

𝑡 (𝑟) =

∞∫︁

0

Π(𝛼)𝑃 (𝛼) 𝐽0 (𝛼𝑟)𝛼 d𝛼

и, используя представление символа ядра, по-
лучим для новой неизвестной ИУ с убываю-
щим ядром (1.6) в виде

𝑎∫︁

0

𝑘0 (𝑟, 𝜏) 𝑡 (𝜏) 𝜏 d𝜏 = 𝐽0 (𝜂𝑟)−

−
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑎∫︁

0

𝑘 (𝑟, 𝜏)𝐶𝑘𝐺𝑘 (𝐿𝑁 ) 𝛿 (𝜏 − 𝑎) 𝜏 d𝜏 ,

(2.2)

𝑘0 (𝑟, 𝜏) =

∞∫︁

0

𝐾0 (𝛼) 𝐽0 (𝛼𝑟) 𝐽0 (𝛼𝜏)𝛼 d𝛼.

В [3, 6] представлено приближенное реше-
ние (2.2) с правой частью в виде функ-
ции Бесселя 𝐽0(𝜂𝑟), полученное с помощью
методов решения статических задач для
𝐾0 (𝛼) =

(︀
𝛼2 +𝐵2

)︀−1/2, использованное в
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данной работе для построения решения (2.1),
которое принимает вид

𝑞𝜂 (𝑟) = 𝐽0 (𝜂𝑟)𝐾
−1 (𝜂)+

+
𝑖𝜋𝑎

2
𝐾−1

0

𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙𝐽0 (𝑧𝑙𝑟)𝐺1 (𝜂, 𝑧𝑙)−

− 𝑎𝜋2

4

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑔𝑘

𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙𝐽0 (𝑧𝑙𝑟)𝐺2 (𝑧𝑙, 𝑝𝑘)+

+ 𝑏 (𝜂)

(︃
𝑒−𝐵(𝑎−𝑟)

√
𝑎2 − 𝑟2

+

+ 𝑖𝜋

√︂
𝑎𝜀

2

𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙𝐻
1
0 (𝑧𝑙𝑎) 𝐽0 (𝑧𝑙𝑟)

)︃
+

+

[︃
𝑖

√︂
𝑎𝜋

2

𝑒−𝐵(𝑎−𝑟)

√
𝑎2 − 𝑟2

−

− 𝑎𝜋
√
𝜋𝜀

2

𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙𝐽0 (𝑧𝑙𝑟)𝐻
1
0 (𝑧𝑙𝑎)

]︃
×

×
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑔𝑘√
𝐵 − 𝑖𝑝𝑘

𝐻1
0 (𝑝𝑘𝑎)

с точностью до описывающего поведение
функции𝐾 (𝛼) при |𝛼| → ∞ постоянного мно-
жителя.

Так как в окончательном выражении вво-
димые вспомогательные функции находятся
лишь под знаком интегрального оператора,
построенное представление решения не со-
держит обобщенных составляющих. Здесь ис-
пользованы обозначения, введенные в [3, 6]:
𝜀 = 1/𝐵,

𝐺1 (𝜂, 𝑧) =
[︀
𝜂𝐽𝑛+1 (𝜂𝑎)𝐻

1
𝑛 (𝑧𝑎)−

− 𝑧𝐽𝑛 (𝜂𝑎)𝐻
1
𝑛+1 (𝑧𝑎)

]︀ (︀
𝜂2 − 𝑧2

)︀−1
,

𝐺2 (𝑧, 𝑝) =
[︀
𝑝𝐻1

𝑛+1 (𝑝𝑎)𝐻
1
𝑛 (𝑧𝑎)−

− 𝑧𝐻1
𝑛 (𝑝𝑎)𝐻

1
𝑛+1 (𝑧𝑎)

]︀ (︀
𝑧2 − 𝑝2

)︀−1
,

𝑏 (𝜂) =

√︂
𝑎

2𝜋

[︁
𝐻1

0 (𝜂𝑎)
√︀
𝐵 + 𝑖𝜂+

+𝐻2
0 (𝜂𝑎)

√︀
𝐵 − 𝑖𝜂

]︁
,

где

𝛽𝑙 =
𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝑧2𝑙 − 𝑝2𝑘

)︀ 𝑁∏︁

𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑙

(︀
𝑧2𝑙 − 𝑧2𝑘

)︀
,

𝐻𝑗
0 — функции Ханкеля (𝑗 = 1, 2), функции

𝑔𝑘 включают неизвестные С𝑘 следующим об-
разом

𝑔𝑘 = 𝑎𝐶𝑘𝐸𝑁 (𝑝𝑘) 𝐽0 (𝑎𝑝𝑘) ,

𝐸𝑁 (𝛼) =
𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧2𝑘

)︀
,

алгебраическая система для отыскания кото-
рых (1.8) может быть представлена относи-
тельно 𝑔𝑘

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑔𝑘

[︂(︀
𝑝𝑘𝐻

1
1 (𝑎𝑝𝑘) 𝐽0 (𝑎𝛼)−

− 𝛼𝐻1
0 (𝑎𝑝𝑘) 𝐽1 (𝑎𝛼)

)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘

)︀−1−

− 2

√︂
𝜀

𝜋 (𝐵 − 𝑖𝑝𝑘)
𝐻1

0 (𝑎𝑝𝑘) 𝐽0 (𝑎𝛼)

]︂
=

=
2

𝑖𝜋

√︀
𝐵2 + 𝜂2

𝛼2 − 𝜂2
×

× [𝜂𝐽1 (𝑎𝜂) 𝐽0 (𝑎𝛼)− 𝛼𝐽1 (𝑎𝛼) 𝐽0 (𝑎𝜂)]−

− 2

𝑖𝜋

√︂
2𝜀

𝑎
𝐽0 (𝑎𝛼) 𝑏 (𝜂) ,

𝛼 = 𝑧𝑙, 𝑙 = 1, 𝑁.

На рис. 1а–1в представлены графики зави-
симости вещественной части амплитуды вер-
тикальной компоненты контактных напряже-
ний 𝑞 (𝑟), создаваемых штампом от простран-
ственной координаты, принимающей значе-
ния из занимаемого штампом интервала [0, 𝑎].
Вычисления производились при единичной
амплитуде смещений подошвы штампа, в фор-
мулах 𝜔 — безразмерная частота определя-
лась соотношением 𝜔 = 2𝜋𝜈𝑙0/𝑐0, где 𝜈 — ча-
стота (Гц), 𝑙0 = 1 м, 𝑐0 = 103 м/с, при вычис-
лениях положено 𝐵 = 10. Рис. 1 иллюстри-
рует изменение величины амплитуды 𝑞 (𝑟) с
увеличение частоты колебаний.

МФП позволяет использовать арсенал ме-
тодов решения статических смешанных за-
дач, являясь полуаналитическим, он устраня-
ет недостатки прямых численных методов.
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а)

б)

в)

Рис. 1. 𝑐1 = 0,2 · 103 м/с, 𝑐2 = 0,12 · 103 м/с, 𝜌 = 1,4 · 103 кг/м3, ℎ = 20 м, 𝑎 = 2 м
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Заключение

В работе предложено обобщение метода
фиктивного поглощения (МФП) решения ин-
тегральных уравнений контактных задач ме-
ханики деформируемого твердого тела на слу-
чай невыпуклой в плане области штампа или
дефекта. Представленный метод может быть
применен для решения ИУ и СИУ контакт-
ных задач для оснований с дефектами типа
плоских трещин и включений, находящихся в
параллельных плоскостях, рассмотренных в
работах [12–14]. Элементы матриц-символов
ядер ИУ задач об установившихся колебани-
ях полуограниченной среды, вызванных виб-
рациями внутренних полостей-трещин или
покрытий, моделируемых пластинами Кирх-
гофа, не удовлетворяют условию убывания
на бесконечности. В таких случаях можно
осуществить регуляризацию оператора K, на-
пример, вынося из обеих частей уравнения
дифференциальный оператор, как это сдела-
но в [15]. Подобное преобразование приводит
к ИУ с классической функцией ядра, решение
которого строится в соответствии с описанной
схемой.

МФП позволяет произвести приближен-
ный расчет контактных напряжений, осно-
ванный на выделении особенности на гра-
нице штампа и детальном анализе парамет-
ров напряженно-деформированного состоя-
ния под штампом и вне его, и может быть
эффективно использован при решении задач
для произвольных в плане областей штампов
или дефектов.
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