
М е х а н и к а
УДК 539.3 doi: 10.31429/vestnik-15-3-62-71
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Abstract. In this paper were considered boundary value problems of the third type for three-
dimensional stationary equations of turbulent diffusion in multilayer semibounded media. An
effective recurrent matrix algorithm for constructing the Fourier symbol of the Green’s function
is developed, in which all the intermediate quantities are presented in an explicit form. The
method was developed for piecewise homogeneous media, but it allows solving similar problems for
continuously stratified media by means of the approximation of a gradient medium by a multilayer
medium with piecewise constant coefficients. This method is stable for any Peclet numbers. An
economical and simple method for calculating the two-dimensional inverse Fourier transform is
proposed. The solutions of the Dirichlet and Neumann space problems for a packet of 50 layers
are given, all parameters of each lay vary linearly with the vertical coordinate. The proposed
methods may be of interest for solving direct and inverse problems of modeling the scattering of
impurities.
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Введение

Уравнения конвекции-диффузии являют-
ся основой многих математических моде-
лей [1–3]. Рассматриваемые далее уравнения
в частных производных с постоянными ко-
эффициентами конвекции-диффузии интер-
претируются как описание процесса конвек-
тивного массопереноса и турбулентной диф-
фузии в газообразных или жидких средах,
хотя допускают и другие физические толко-
вания, например, как уравнения теплопровод-
ности и теплопереноса, диффузии электри-
чески заряженной примеси в твердом теле и
др. [1]. Следует отметить, что при модели-
ровании различных гидро- и газодинамиче-
ских процессов конвективно-диффузионный
перенос играет решающую роль. В частно-
сти, в решении экологических проблем, свя-
занных с описанием процессов распростране-

ния загрязняющих веществ в воздушной и
водной среде. Традиционно решение краевых
задач конвекции-диффузии основывается на
конечно-разностных или конечно-элементных
аппроксимациях [1]. В целом, теория разност-
ных методов решения задач математической
физики применительно к проблемам окружа-
ющей среды хорошо развита [1]. Указанные
методы универсальны, однако корректно при-
менимы только к ограниченным областям.
В случае полуограниченных сред, рассмат-
риваемых далее, решение может быть полу-
чено с помощью интегральных преобразова-
ний. Данный подход был развит в работах
Бабешко В.А. и его учеников [2, 3]. Приве-
денный далее алгоритм решения краевых за-
дач турбулентной диффузии основан на иде-
ях матриц-пропагаторов для упругих сред,
для которых были разработаны рекуррент-
ные матричные соотношения [4]. В случае
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конвективно-диффузионных процессов дан-
ный алгоритм оказался намного более про-
стым из-за уменьшения размерности задачи
(с 6 до 2) и возможности явного выражения
всех промежуточных величин. Данное обсто-
ятельство делает алгоритм особенно эффек-
тивным и позволяет рассматривать среды с
сотнями слоев и более, т.е. близкие к гради-
ентным средам. На основании приведенно-
го алгоритма градиентные среды, в которых
отдельные параметры (или все параметры
уравнений) зависят от одной (вертикальной)
координаты, могут быть достаточно точно
приближены многослойной средой с кусочно-
постоянными коэффициентами. Метод оди-
наково эффективен в диапазонах малых и
больших чисел Пекле.

1. Постановка задачи и общая схема
решения для однородной среды

Рассмотрим для среднемасштабного при-
ближения стационарное уравнение турбулент-
ной диффузии в однородной среде

𝑢
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜑

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜑

𝜕𝑧
+ 𝜎𝜑−

− 𝜇

(︂
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2

)︂
− 𝜈

𝜕2𝜑

𝜕𝑧2
= 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧). (1.1)

Здесь 𝜑 — концентрация вещества, 𝑢, 𝑣, 𝑤 —
скорости переноса в направлениях 𝑂𝑋, 𝑂𝑌 ,
𝑂𝑍 соответственно,𝑤𝑔 — скорость вертикаль-
ного оседания вещества, 𝜎 — коэффициент
поглощения, 𝜇, 𝜈 — коэффициенты горизон-
тальной и вертикальной диффузии соответ-
ственно, 𝑞 — функция источника. Условие
непрерывности среды divu = 0 для вектора
скоростей u = {𝑢, 𝑣, 𝑤}T в случае постоян-
ных скоростей выполняется автоматически.
При формулировке краевых задач дополни-
тельно необходимо потребовать выполнение
условия убывания функции 𝜑 на бесконечно-
сти 𝜑 (𝑥, 𝑦, 𝑧) → 0 при

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 → ∞.

Первые три члена уравнения (1.1) в левой
части являются конвективными, два послед-
них — диффузионными. Рассмотрим вначале
однородное уравнение

𝑢
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜑

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜑

𝜕𝑧
+

+ 𝜎𝜑− 𝜇

(︂
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2

)︂
− 𝜈

𝜕2𝜑

𝜕𝑧2
= 0. (1.2)

Произведем двукратное преобразование Фу-
рье по переменным 𝑥, 𝑦. Получим в образах
Фурье Φ = 𝐹𝑥,𝑦 [𝜑] следующее уравнение вто-
рого порядка

𝜈
𝜕2Φ

𝜕𝑧2
− (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕Φ

𝜕𝑧
− 𝜃Φ = 0, (1.3)

𝜃 = 𝜇(𝛼2
1 + 𝛼2

2)− 𝑖(𝛼1𝑢+ 𝛼2𝑣) + 𝜎,

где 𝛼1, 𝛼2 — параметры преобразования Фу-
рье по 𝑥 и по 𝑦 соответственно. Введем вектор
вида

Φ̃ =

(︂
Φ
Φ′

)︂
, Φ′ =

dΦ

d𝑧
.

В этом случае уравнение (1.3) эквивалентно
матричной системе уравнений

dΦ̃

d𝑧
= AΦ̃, (1.4)

где

A =

⎛
⎝

0 1

𝜃

𝜈

(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜈

⎞
⎠ .

Характеристический многочлен матрицы A
имеет вид

det (A− 𝜆I) = 𝜆2 − 𝜆
(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜈
− 𝜃

𝜈
.

Запишем характеристический многочлен в
виде

𝜈𝜆2 − 𝜆(𝑤 − 𝑤𝑔)− 𝜃 = 0. (1.5)
Корни (1.5) при 𝑤 ̸= 𝑤𝑔 или 𝜎 ̸= 0 всегда
различны

𝜆1,2 =
(𝑤 − 𝑤𝑔)±

√︀
(𝑤 − 𝑤𝑔)2 + 4𝜈𝜃

2𝜈
.

Хотя случай кратного корня 𝜆1,2 = 0 несло-
жен для анализа, в дальнейшем он не рас-
сматривается. Решение системы первого по-
рядка (1.4) может быть сведено к решению
собственной проблемы вида

(A− 𝜆I)h = 0. (1.6)

Несложно показать, что собственные векто-
ры матрицы A с точностью до постоянного
множителя имеют вид

h𝑗 = {1, 𝜆𝑗}T , 𝑗 = 1,2.

Фундаментальная система решений уравне-
ния (1.4), т.о. имеет вид

L(𝑧) =
{︁
Φ̃1(𝑧), Φ̃2(𝑧)

}︁
,
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Φ̃𝑗(𝑧) = h𝑗 exp(𝜆𝑗𝑧) =

(︂
1
𝜆𝑗

)︂
exp(𝜆𝑗𝑧),

𝑗 = 1, 2.

Отметим отличия полученных представлений.
Общее решение однородного уравнения вто-
рого порядка (1.3) записывается в виде ска-
лярной суммы

Φ(𝑧) = Φ1(𝑧) + Φ2(𝑧) =

=
2∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗 exp (𝜆𝑗𝑧) . (1.7)

Решение же уравнения (1.4) представляется
в виде аналогичной векторной суммы, что
существенно для дальнейших рассуждений

Φ̃(𝑧) = Φ̃1(𝑧) + Φ̃2(𝑧) =
2∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗h𝑗 exp (𝜆𝑗𝑧) .

Коэффициенты 𝑡𝑗 определяются из некото-
рых дополнительных условий краевой задачи.
Решение исходной задачи может быть пред-
ставлено двойным интегралом Фурье

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

4𝜋2

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

Φ(𝛼1, 𝛼2, 𝑧)×

× exp(−𝑖(𝛼1𝑥+ 𝛼2𝑦)) d𝛼1 d𝛼2. (1.8)

2. Символ матрицы Грина для
многослойного пакета слоев

Описываемый далее метод построения
символа матрицы Грина для уравнений
конвекции-диффузии аналогичен подходу к
построению матрицы Грина для многослой-
ных упругих сред [4], он имеет специфику,
связанную с переходом от векторов большой
размерности к скалярным величинам или век-
торам малой размерности.

Пусть среда представляет собой однород-
ные слои

{−∞ 6 𝑥, 𝑦 6 +∞} ,

𝑧1 = 0, 𝑧𝑛 < 𝑧𝑛+1, 𝑧𝑁+1 = ℎ, 𝑧 = 𝑥3,

𝑛 = 1, 𝑁. 𝑁 > 2,

где каждый слой имеет свои, в общем слу-
чае различные, материальные константы 𝑢(𝑛),
𝑣(𝑛), 𝑤(𝑛), 𝑤(𝑛)

𝑔 , 𝜎(𝑛), 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛). Распростра-
нение вещества в каждом слое описывается

уравнением (1.2) с соответствующими пара-
метрами. Рассмотрим краевую задачу с гра-
ничными условиями третьего типа

(︃
𝑎1
𝜕𝜑(1)

𝜕𝑧
− 𝑏1𝜑

(1)

)︃⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧1

= 𝑞(𝑥, 𝑦),

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

(2.1)

(︃
𝑎1
𝜕𝜑(1)

𝜕𝑧
− 𝑏1𝜑

(1)

)︃⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧1

= 0,

(𝑥, 𝑦) /∈ Ω,

𝜑(𝑗−1)
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑗

= 𝜑(𝑗)
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑗

, (2.2)

𝜈(𝑗−1) 𝜕𝜑
(𝑗−1)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑗

= 𝜈(𝑗)
𝜕𝜑(𝑗)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑗

,

𝑗 = 2, 𝑁,
(︃
𝑎𝑁

𝜕𝜑(𝑁)

𝜕𝑧
− 𝑏𝑁𝜑

(𝑁)

)︃⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑁+1

= 0. (2.3)

Здесь Ω — ограниченная область, 𝑞(𝑥, 𝑦) —
заданная функция. Применив двукрат-
ное преобразование Фурье к уравнени-
ям (1.2) и граничным условиям (2.2),
для каждого слоя получаем свою систему
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка относительно вектора
Φ̃(𝑛) = 𝐹𝑥,𝑦(𝜑

(𝑛)) =
{︁
Φ̃
(𝑛)
1 , Φ̃

(𝑛)
2 ,
}︁

, решение ко-
торой также сводится к собственной проблеме
вида (1.6).

В каждом слое искомый вектор Φ̃(𝑛) мож-
но представить следующим образом:

Φ̃(𝑛) = 𝑡
(𝑛)
1 h

(𝑛)
1 exp(𝜆

(𝑛)
1 𝑧)+𝑡

(𝑛)
2 h

(𝑛)
2 exp(𝜆

(𝑛)
2 𝑧),

𝑛 = 1, 𝑁.

где 𝜆(𝑛), h(𝑛) — собственные значения и соб-
ственные векторы системы (1.6) для 𝑛-го
слоя,

t(𝑛) =

(︃
𝑡
(𝑛)
1

𝑡
(𝑛)
2

)︃
, (2.4)

векторы, подлежащие определению. В ска-
лярном виде решение уравнения (1.7) для
каждого слоя имеет вид

Φ(𝑛) = 𝑡
(𝑛)
1 exp(𝜆

(𝑛)
1 𝑧) + 𝑡

(𝑛)
2 exp(𝜆

(𝑛)
2 𝑧),

𝑛 = 1, 𝑁.
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Условия на границах раздела слоев

𝜈(𝑛)
𝑑Φ(𝑛)(𝑧𝑛+1)

𝑑𝑧
= 𝜈(𝑛+1)dΦ

(𝑛+1)(𝑧𝑛+1)

d𝑧
,

Φ(𝑛)(𝑧𝑛+1) = Φ(𝑛+1)(𝑧𝑛+1),

𝑛 = 1, 𝑁 − 1.

Относительно вектора неизвестных t(𝑛) (2.4)
равенства (2.2) приводят к линейным алгебра-
ическим уравнениям с блочно-диагональной
структурой

C(𝑛)(𝑧𝑛+1)t
(𝑛)−
−C(𝑛+1)(𝑧𝑛+1)t

(𝑛+1) = 0, (2.5)

𝑛 = 1, 𝑁 − 1,

где

C(𝑛) (𝑧) = R(𝑛)H(𝑛)E(𝑛) (𝑧) =

= C(𝑛) (0)E(𝑛) (𝑧) , (2.6)

R(𝑛) =

(︂
0 𝜈(𝑛)

1 0

)︂
,

H(𝑛) =
(︁
h
(𝑛)
1 ,h

(𝑛)
2

)︁
=

(︃(︃
1

𝜆
(𝑛)
1

)︃
,

(︃
1

𝜆
(𝑛)
2

)︃)︃
,

E(𝑛)(𝑧) =

⎛
⎝exp(𝜆

(𝑛)
1 𝑧) 0

0 exp(𝜆
(𝑛)
2 𝑧)

⎞
⎠ ,

C(𝑛)(0) = R(𝑛)H(𝑛) =

(︃
𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2

1 1

)︃
.

Для матрицы C(𝑛)(0) найдем обратную мат-
рицу

(︁
C(𝑛)(0)

)︁−1
=

1

𝐷
(𝑛)
𝑤

⎛
⎝ 1 −𝜈(𝑛)𝜆(𝑛)2

−1 𝜈(𝑛)𝜆
(𝑛)
1

⎞
⎠ ,

где

𝐷(𝑛)
𝑤 =

√︁
(𝑤(𝑛) − 𝑤

(𝑛)
𝑔 )2 + 4𝜈(𝑛)𝜃(𝑛). (2.7)

На высотах 𝑧 = 𝑧1, 𝑧 = 𝑧𝑁+1 относительно
векторов t(1), t(𝑁) имеем уравнения

C̃(1)(𝑧1)t
(1) = 1, C̃(𝑁)(𝑧𝑁+1)t

(𝑁) = 0

или

C̃(1)(𝑧1)t
(1) = 0, C̃(𝑁)(𝑧𝑁+1)t

(𝑁) = 1,

в зависимости от того, заданы ли источники
на нижней или верхней границе пакета. Вид
матриц-строк размерности (1 × 2) C̃(1)(𝑧1),
C̃(𝑁)(𝑧𝑁+1) определяется граничными усло-
виями (2.1), (2.3) на поверхностях 𝑧 = 𝑧1 и
𝑧 = 𝑧𝑁+1

C̃(𝑖)(𝑧𝑗) =
(︁
(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝜆

(𝑖)
1 ) exp(𝜆

(𝑖)
1 𝑧𝑗),

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝜆
(𝑖)
2 ) exp(𝜆

(𝑖)
2 𝑧𝑗)

)︁
.

Рассмотрим вначале прямой алгоритм выво-
да символа матрицы Грина K. Линейная си-
стема уравнений относительно матриц t (2.4)
имеет вид

Ct = C

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

t(1)

...

...
t(𝑁)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (2.8)

Матрица системы C имеет блочно-диагональ-
ный вид

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C̃1
1 0 0

C1
2 −C2

2

0
. . . 0

C𝑁−1
𝑁 −C𝑁

𝑁

0 0 C̃𝑁
𝑁+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Здесь C𝑖
𝑗 = C(𝑗)(𝑧𝑗).

Если источник задан в плоскости 𝑧 = 𝑧1,
тогда, очевидно

t = C−1

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (2.9)

Имея решения (2.9), для вектора t размерно-
сти (2𝑁) непосредственно получаем

𝐾(𝑛)(𝑧) =

= 𝑡
(𝑛)
1 exp(𝜆

(𝑛)
1 𝑧) + 𝑡

(𝑛)
2 exp(𝜆

(𝑛)
2 𝑧), (2.10)

𝑧𝑛 6 𝑧 6 𝑧𝑛+1, 𝑛 = 1, 𝑁.

Применение формулы (2.9) для обращения
блочно-диагональной матрицы C может быть
эффективно при небольшом числе слоев 𝑁 .
Размерность комплекснозначной матрицы C
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(2𝑁×2𝑁), размерность соответствующей дей-
ствительной матрицы будет (4𝑁 × 4𝑁). На
практике формулу (2.9) вполне можно при-
менять при 𝑁 6 5. Данные формулы также
целесообразно применять в качестве тесто-
вых.

При больших 𝑁 более эффективен рекур-
рентный алгоритм решения уравнений (2.8).
Рассмотрим следующие матричные произве-
дения:

D(𝑛) = (C(𝑛)(𝑧𝑛+1))
−1C(𝑛+1)(𝑧𝑛+1). (2.11)

Согласно формуле (2.6) матрицу D(𝑛) также
можно записать в виде

D(𝑛) = E(𝑛)(−𝑧𝑛+1)(C
(𝑛)(0))−1·

·C(𝑛+1)(0)E(𝑛+1)(𝑧𝑛+1) =

= E(𝑛)(−𝑧𝑛+1)D
(𝑛)
0 E(𝑛+1)(𝑧𝑛+1),

где

E(𝑛)(−𝑧𝑛+1) =

(︃
𝜓
(𝑛)
11 0

0 𝜓
(𝑛)
22

)︃
,

𝜓
(𝑛)
11 = exp

(︁
−𝜆(𝑛)1 𝑧𝑛+1

)︁
,

𝜓
(𝑛)
22 = exp

(︁
−𝜆(𝑛)2 𝑧𝑛+1

)︁
,

E(𝑛+1)(𝑧𝑛+1) =

(︃
𝜓
(𝑛+1)
11 0

0 𝜓
(𝑛+1)
22

)︃
,

𝜓
(𝑛+1)
11 = exp

(︁
𝜆
(𝑛+1)
1 𝑧𝑛+1

)︁
,

𝜓
(𝑛+1)
22 = exp

(︁
𝜆
(𝑛+1)
2 𝑧𝑛+1

)︁
.

Матрицу D
(𝑛)
0 можно получить явно

D
(𝑛)
0 = (C(𝑛)(0))−1C(𝑛+1)(0) =

=
1

𝐷
(𝑛)
𝑤

(︂
𝜉11 𝜉12
𝜉21 𝜉22

)︂
,

𝜉11 = 𝜈(𝑛+1)𝜆
(𝑛+1)
1 − 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2 ,

𝜉12 = 𝜈(𝑛+1)𝜆
(𝑛+1)
2 − 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2 ,

𝜉21 = −𝜈(𝑛+1)𝜆
(𝑛+1)
1 + 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1 ,

𝜉22 = −𝜈(𝑛+1)𝜆
(𝑛+1)
2 + 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1 ,

где𝐷(𝑛)
𝑤 имеет вид (2.7). Матрицу D(𝑛) можно

записать следующим образом:

𝐷
(𝑛)
11 =

(︁
𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
1 − 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2

)︁
×

× exp
(︁
𝑧𝑛+1(−𝜆(𝑛)1 + 𝜆

(𝑛+1)
1 )

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
,

(2.12)

𝐷
(𝑛)
12 =

(︁
𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
2 − 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2

)︁
×

× exp
(︁
𝑧𝑛+1(−𝜆(𝑛)1 + 𝜆

(𝑛+1)
2 )

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
,

𝐷
(𝑛)
21 =

(︁
−𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
1 + 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1

)︁
×

× exp
(︁
𝑧𝑛+1(−𝜆(𝑛)2 + 𝜆

(𝑛+1)
1 )

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
,

𝐷
(𝑛)
22 =

(︁
−𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
2 + 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1

)︁
×

× exp
(︁
𝑧𝑛+1(−𝜆(𝑛)2 + 𝜆

(𝑛+1)
2 )

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
.

Тогда

t(𝑗−1) = D(𝑗−1)t(𝑗), 𝑗 = 2, 𝑁,

и

t(1) = D(1)...D(𝑁−1)t(𝑁) = D̃(𝑁−1)t(𝑁).

Пусть
D̃

(𝑁−1)
= D(1)...D(𝑁−1),

M =

(︂
C̃(1)(𝑧1)D̃

(𝑁−1)

C̃(𝑁)(𝑧𝑁+1)

)︂−1

.

При необходимости матрицу M также мож-
но выразить явно, однако вместо обращения
матрицы предпочтительнее численно решать
соответствующую систему уравнений. Далее,
если источник задан на поверхности 𝑧 = 𝑧1,
то

t(𝑁) = M

(︂
1
0

)︂
,

и векторы t(𝑛) имеют вид

t(𝑛) = D(𝑛)...D(𝑁−1)M

(︂
1
0

)︂
, 𝑛 = 1, 𝑁 − 1.

Если же источник задан на поверхности
𝑧 = 𝑧𝑁+1, то

t(𝑁) = M

(︂
0
1

)︂
.
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Векторы t(𝑛) имеют вид

t(𝑛) = D(𝑛)...D(𝑁−1)M

(︂
0
1

)︂
, 𝑛 = 1, 𝑁 − 1.

В матричном произведении

D(𝑛) . . .D(𝑚) =

= E(𝑛)(−𝑧𝑛+1)D̃
(𝑛)
0 D̃

(𝑛+1)
0 D̃

(𝑛+2)
0 . . .

. . . D̃
(𝑚+1)
0 D̃

(𝑚)
0 E(𝑚+1)(𝑧𝑚+1),

матрицы D̃
(𝑛)
0 представляются следующим об-

разом

D̃
(𝑛)
0 = E(𝑛)(𝑧𝑛 − 𝑧𝑛+1)D

(𝑛)
0 ,

�̃�
(𝑛)
0,11 =

(︁
𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
1 − 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2

)︁
×

× exp
(︁
𝜆
(𝑛)
1 (𝑧𝑛 − 𝑧𝑛+1)

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
,

�̃�
(𝑛)
0,12 =

(︁
𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
2 − 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
2

)︁
×

× exp
(︁
𝜆
(𝑛)
1 (𝑧𝑛 − 𝑧𝑛+1)

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
,

�̃�
(𝑛)
0,21 =

(︁
−𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
1 + 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1

)︁
×

× exp
(︁
𝜆
(𝑛)
2 (𝑧𝑛 − 𝑧𝑛+1)

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
,

�̃�
(𝑛)
0,22 =

(︁
−𝜈(𝑛+1)𝜆

(𝑛+1)
2 + 𝜈(𝑛)𝜆

(𝑛)
1

)︁
×

× exp
(︁
𝜆
(𝑛)
2 (𝑧𝑛 − 𝑧𝑛+1)

)︁(︁
𝐷(𝑛)

𝑤

)︁−1
.

Обозначим

D̃ = D
(𝑛)
0 D̃

(𝑛+1)
0 D̃

(𝑛+2)
0 . . . D̃

(𝑚+1)
0 D̃

(𝑚)
0 .

Тогда

D = D(𝑛) . . .D(𝑚) =

= E(𝑛)(−𝑧𝑛+1)D̃E
(𝑚+1)

(𝑧𝑚+1),

и окончательно

D = D(𝑛) . . .D(𝑚),

𝐷11 = �̃�11 exp(−𝜆(𝑛)1 𝑧𝑛+1 + 𝜆
(𝑚+1)
1 𝑧𝑚+1),

𝐷12 = �̃�12 exp(−𝜆(𝑛)1 𝑧𝑛+1 + 𝜆
(𝑚+1)
2 𝑧𝑚+1),

𝐷21 = �̃�21 exp(−𝜆(𝑛)2 𝑧𝑛+1 + 𝜆
(𝑚+1)
2 𝑧𝑚+1),

𝐷22 = �̃�22 exp(−𝜆(𝑛)2 𝑧𝑛+1 + 𝜆
(𝑚+1)
2 𝑧𝑚+1).

Представление символа функции 𝐾(𝑛) име-
ет прежний вид (2.10). Символ решения Φ(𝑛)

выражается через 𝐾(𝑛) и символ функции
источника 𝑄 = 𝐹𝑥,𝑦[𝑞] следующим образом

Φ(𝑛)(𝑧) = 𝐾(𝑛)(𝑧)𝑄,

𝑧𝑛 6 𝑧 6 𝑧𝑛+1, 𝑛 = 1, 𝑁.

Описанный рекуррентный алгоритм является
относительно простым в реализации и эффек-
тивным в вычислительном отношении.

3. Численные примеры

Далее приводятся два примера расчетов
𝜑(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑧) для модельной многослойной сре-
ды из 50 слоев с линейно изменяющимися
свойствами всех параметров, в которой отно-
шение безразмерных средних скоростей пе-
реноса к средним коэффициентам диффузии
равно 10 (Pe ≈ 10), а краевые условия в ос-
новании слоя различны (задача Дирихле, за-
дача Неймана).

В декартовых системах координат функ-
ция 𝜑(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑧) может быть представлена
в виде двойного интеграла Фурье, ана-
логичного (1.8), через символы функции
Грина 𝐾(𝑛)(𝛼1, 𝛼2, 𝑧) и функции источника
𝑄(𝛼1, 𝛼2)

𝜑(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

4𝜋2

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝐾(𝑛)(𝛼1, 𝛼2, 𝑧)×

×𝑄(𝛼1, 𝛼2) exp(−𝑖(𝛼1𝑥+ 𝛼2𝑦) d𝛼1 d𝛼2.
(3.1)

В полярных системах координат

𝛼 =
√︁
𝛼2
1 + 𝛼2

2, 𝛾 = arctg (𝛼2/𝛼1) ,

𝛼1 = 𝛼 cos 𝛾, 𝛼2 = 𝛼 cos 𝛾,
(3.2)

𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝛿 = arctg (𝑦/𝑥) ,

𝑥 = 𝑟 cos 𝛿, 𝑦 = 𝑟 sin 𝛿,

интеграл (3.1) принимает вид

𝜑(𝑛)(𝑟, 𝛿, 𝑧) =
1

4𝜋2

2𝜋∫︁

0

∞∫︁

0

𝐾(𝑛)(𝛼, 𝛾, 𝑧)×

×𝑄(𝛼, 𝛾)𝛼 exp(−𝑖𝑟𝛼 cos(𝛾 − 𝛿) d𝛼 d𝛾. (3.3)
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В свою очередь двойной интеграл (3.3) может
быть вычислен как повторный

𝜑(𝑛)(𝑟, 𝛿, 𝑧) =
1

4𝜋2

2𝜋∫︁

0

d𝛾

∞∫︁

0

𝐾(𝑛)(𝛼, 𝛾, 𝑧)×

×𝑄(𝛼, 𝛾)𝛼 exp(−𝑖𝑟𝛼 cos(𝛾 − 𝛿)) d𝛼. (3.4)

Вычисление данных интегралов традицион-
но основывается на теореме о вычетах [2].
В плоской постановке, когда интеграл (3.1)
становится одномерным, данный подход отно-
сительно несложно реализовать, т.к. полюсы
являются чисто мнимыми, кроме того, напри-
мер, для однородного слоя почти периодиче-
скими [2]. В неоднородном пространственном
случае мнимые полюсы дополнительно слож-
ным образом зависят от 𝛾 в (3.2), что силь-
но затрудняет численный расчет интегралов
(3.1), (3.3), (3.4) по вычетам. В данной работе
использован другой подход к расчету интегра-
ла (3.4) на основе метода прямого контурно-
го интегрирования [4], ранее предложенного
для упругих сред. Для процессов конвекции-
диффузии, в отличие от упругих сред, при
использовании данного метода нет необходи-
мости вводить дополнительно внутреннее тре-
ние, поскольку вещественные особенности от-
сутствуют. Данное обстоятельство упрощает
применение метода и повышает его точность.
Для мероморфной функции 𝐾(𝑛)(𝛼, 𝛾, 𝑧), не
имеющей вещественных особенностей в виде
полюсов и точек ветвления, известна оцен-
ка [2]

𝐾(𝑛)(𝛼, 𝛾, 𝑧) ≈ exp (−𝑐(𝛾, 𝑧)𝛼) ,
𝑐(𝛾, 𝑧) > 0, 𝛼→ ∞, 𝛾 ∈ [0,2𝜋] ,

𝑧 ̸= 0.

(3.5)

При расчетах верхний предел интегрирова-
ния в (3.4) необходимо ограничить некоторой
конечной величиной 0 < 𝑅 < ∞. Практиче-
ская оценка радиуса интегрирования, полу-
чаемая из (3.5), может быть дана формулой

𝑅 = 𝛼max ≈ 𝑛

𝑐min lg 𝑒
,

где 𝑛 — задаваемая разница (в десятичных
порядках, равная, например, 𝑛 = 7) между
максимальными и минимальными значени-
ями величин 𝐾(𝑛)(𝛼) при вещественных (𝛼)
(учитываемый динамический диапазон функ-
ции 𝐾(𝑛)(𝛼)). Величину 𝑐min = min

06𝛾62𝜋
𝑐(𝛾, 𝑧)

несложно определить численно. Для расчетов
была использована форма интеграла.

𝜑(𝑛)(𝑟, 𝛿, 𝑧) ≈ 1

4𝜋2

2𝜋∫︁

0

d𝛾

𝑅∫︁

0

𝐾(𝑛)(𝛼, 𝛾, 𝑧)×

×𝑄(𝛼, 𝛾)𝛼 exp(−𝑖𝑟𝛼 cos(𝛾 − 𝛿)) d𝛼.

Интегрирование производилось с использо-
ванием адаптивных алгоритмов интегрирова-
ния быстро осциллирующих функций библио-
теки NAG [5].

На рис. 1, 2 представлены решения
𝜑(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑧) двух пространственных задач для
модельной многослойной среды из 𝑁 = 50
слоев в плоскости (𝑥, 𝑧): −1 6 𝑥 6 1,
0 6 𝑧 6 1, 𝑦 = 0. Параметры всех слоев
𝑢(𝑛), 𝑣(𝑛), 𝑤(𝑛), 𝑤(𝑛)

𝑔 , 𝜎(𝑛), 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛), 𝑧𝑛 для
двух задач одинаковы и определяются по од-
нотипной формуле

𝑐(𝑛) = 𝑝1 + (𝑝𝑁 − 𝑝1)(𝑛− 1)/𝑁, 𝑛 = 1, 𝑁.

Пределы значений безразмерных параметров,
записанные в виде 𝑐 = {𝑝1, 𝑝𝑁}, следующие

𝑢 = {0,2;−0,2} , 𝑣 = {0,01; 0,2} ,

𝑤 = {0,4; 0,6} , 𝑤𝑔 = {0,2; 0,4} ,
𝜇 = {0,01; 0,02} , 𝜈 = {0,01; 0,02} ,
𝜎 = {0,01; 0,02} , 𝑧 = {0; 1} .

Источник 𝑞(𝑥, 𝑦), действующий в плоскости
𝑧 = 𝑧1 = 0, задан в виде равномерного рас-
пределения

𝑞(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, |𝑥| 6 𝑙 ∧ |𝑦| 6 𝑙,

0, |𝑥| > 𝑙 ∨ |𝑦| > 𝑙,

𝑄(𝛼1, 𝛼2) =
4 sin 𝑙𝛼1 sin 𝑙𝛼2

𝛼1𝛼2
, 𝑙 = 0,5.

Первому рисунку соответствует краевая за-
дача

𝜑(1)(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
⃒
𝑧=0

=

{︂
𝑞(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

0, (𝑥, 𝑦) /∈ Ω,
(3.6)

𝜕𝜑(𝑁)(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧𝑁+1=ℎ

= 0,

которая является частным случаем зада-
чи (2.1)–(2.3) при значениях коэффициентов
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а)

б)

Рис. 1. Решение 𝜑(𝑛)(𝑥,0, 𝑧) краевой задачи (3.6), а) в виде поверхности, б) в виде линий уровня
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а)

б)

Рис. 2. Решение 𝜑(𝑛)(𝑥,0, 𝑧) краевой задачи (3.7), а) в виде поверхности, б) в виде линий уровня
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𝑎1 = 0, 𝑏1 = −1, 𝑎𝑁 = 1, 𝑏𝑁 = 0. Во втором
случае рассмотрена задача Неймана

𝜕𝜑(1)(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧=0

=

{︂
𝑞(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

0, (𝑥, 𝑦) /∈ Ω,
(3.7)

𝜕𝜑(𝑁)(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧𝑁+1=ℎ

= 0,

с соответствующими коэффициентами 𝑎1 = 1,
𝑏1 = 0, 𝑎𝑁 = 1, 𝑏𝑁 = 0.

Как видно из рис. 1, 2, количественно ре-
шения двух задач в среднем имеют сходные
порядки, однако качественно они существен-
но различаются.

Описанный выше подход на основе мат-
ричных алгоритмов и алгоритмов интегриро-
вания быстро осциллирующих функций эф-
фективен также в решении нестационарных
плоских задач, в решении нестационарных
пространственных задач точность метода удо-
влетворительна, однако вычислительные за-
траты велики.
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