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Abstract. This article is devoted to the construction of a new mathematical model, using a
mathematical model of the system of Nernst–Planck–Poisson equations for electrodiffusion of
four varieties of ions simultaneously (two salt ions, and H+, OH− ions) in the diffusion layer
in electromembrane systems with a perfectly selective membrane and the heat equation, taking
into account the Joule heating of the solution, endo- and exothermic nature of the reactions of
dissociation of water molecules and recombination of ions. In addition, the model takes into
account the dependence of the coefficient of equilibrium of the dissociation/recombination reaction
on temperature. The mathematical model is a boundary value problem for the system of ordinary
differential equations, the study of which allows determining the basic patterns of transport of
ions of binary salt and water dissociation products taking into account the space charge, reactions
dissociation/recombination of water and the corresponding temperature effects. The paper presents
the conclusion of the formula for the amount of heat absorbed/emitted at each point 𝑥, during
the course of the dissociation/recombination reaction of water. A boundary condition is derived
at a point 𝑥 = 𝛿 with allowance for the balance of heat fluxes at this point. The study determines
the structure of the diffusion layer from the receiving side of the membrane, and, accordingly,
the asymptotic solutions in each of the regions of the diffusion layer, to conduct their splicing.
The conditions under which the practically irreversible dissociation of water with the maximum
possible constant rate in the expanded space charge region are determined. In addition, the study
shows that in the region of electroneutrality a narrow band (the recombination region) arises,
where the recombination of water molecules prevails over their dissociation, and that the centers
of the recombination and dissociation region, within the diffusion layer, are spaced from each
other at a considerable distance.
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Введение

При интенсивных токовых режимах, ко-
гда используются токи, в несколько раз пре-
вышающие предельный электродиффузион-
ный ток, в мембранных системах возникают
вторичные (или сопряженные) явления кон-
центрационной поляризации: пространствен-
ный электрический заряд занимает макроско-
пическую область, сопоставимую с толщиной
диффузионного слоя, происходит смещение
𝑝𝐻 раствора [1–3], которое объясняется рас-
щеплением воды, формируются микроконвек-
тивные течения и др. [4–6]. Учет влияния
реакции диссоциации/рекомбинации молекул
воды важен для понимания процессов перено-
са в электромембранных системах, поскольку
ряд авторов считает, что появление новых
носителей заряда H+ и OH− может приве-
сти к уменьшению или даже исчезновению
пространственного заряда, являющего осно-
вой других механизмов переноса, например,
электроконвекции [7, 8].

Расщепление воды в системах с ионооб-
менными мембранами впервые отмечено Фри-
леттом [1], Крессманом и Тайем [2]. По их
представлениям диссоциация воды происхо-
дит на границе раздела фаз в тонком двойном
электрическом слое порядка 1–10 нм.

Гребень с соавторами [9] и вслед за ними
Саймонс [10] отметили, что потоки, рассчи-
танные по теории [1, 2], на пять порядков
меньше экспериментально измеренных пото-
ков и предположили, что реакция диссоци-
ации воды имеет каталитический характер.
В дальнейшем эта теория развивалась в ра-
ботах многих авторов и в настоящее время
стала общепринятой.

Харкац с соавторами в ряде работ [11,12],
используя условия ионного равновесия и ло-
кальной электронейтральности, предложили
математическую модель диссоциации и на
ее основе разработали теорию экзальтации
предельного тока.

Гнусин [13] предложил использовать бо-
лее общее уравнение материального баланса
вместо условия ионного равновесия и полу-
чил теоретические потоки большие, чем у
Харкаца, но несопоставимо меньшие экспери-
ментальных.

Параллельно с этими моделями Рубин-
штейн с соавторами впервые, используя урав-
нение Пуассона вместо условия локальной
электронейтральности, построили математи-
ческую модель переноса ионов 1:1 соли в диф-

фузионном слое [14]. Численно исследовали
эту модель и показали появление в запре-
дельных режимах расширенной области про-
странственного заряда (ОПЗ), выходящего
за пределы равновесного двойного слоя и за-
нимающего значимую часть диффузионного
слоя. В дальнейшем асимптотическому и чис-
ленному исследованию модели Рубинштейна
были посвящены работы [15–21] и др.

В работах [17] модели Харкаца были обоб-
щены с учетом возникновения расширенного
пространственного заряда.

Листовничий в работе [16], используя
асимптотический метод, предложенный в [15],
нашел решение задачи переноса ионов 1:1 со-
ли в ОПЗ слоя Нернста с идеально селектив-
ной катионообменной мембраной при токах
выше предельного с учетом ионов H+ и OH−.
Были рассмотрены условия формирования
ОПЗ. Показано, что в ОПЗ электромиграци-
онные потоки преобладают над диффузион-
ными и концентрации ионов соли становится
соизмеримыми с концентрацией ионов H+ и
OH−, их присутствие начинает сильно вли-
ять на ОПЗ [22]. В пределах ОПЗ большие
электрические поля растаскивают ионы H+ и
OH− в разные стороны, создавая обеднения
по этим ионам. Поэтому полагается, что ос-
новная часть продуктов диссоциации воды ге-
нерируется в пределах ОПЗ. Отсутствие ана-
литического решения в области электроней-
тральности и квазиравновесной ОПЗ привело
к необходимости использования недостаточно
обоснованных краевых условий на границах
расширенной ОПЗ, что несколько снижало
достоверность выводов. Кроме того, в предла-
гаемой Листовничим структуре диффузион-
ного слоя отсутствуют какие-либо предполо-
жения об области рекомбинации ионов H+ и
OH−. Указанные недостатки были устранены
в работе [23], где для запредельного режима
приведена математическая модель и найдено
численное решение соответствующей краевой
задачи. Определена структура диффузионно-
го слоя с принимающей стороны мембраны,
построены асимптотические решения в каж-
дой из области, проведено их сращивание.
Установлены основные закономерности пере-
носа ионов бинарной соли и продуктов диссо-
циации воды. Определены условия, при кото-
рых в расширенной ОПЗ происходит практи-
чески необратимая диссоциация воды с мак-
симально возможной константной скоростью.
В области электронейтральности возникает
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Математическое моделирование влияния основных температурных эффектов. . .

узкая зона (область рекомбинации), где ре-
комбинация молекул воды превалирует над
их диссоциацией. Показано, что центры обла-
сти рекомбинации и диссоциации в пределах
диффузионного слоя отстоят друг от друга
на значительном расстоянии [24–26].

Реакция диссоциации молекул воды явля-
ется эндотермической, а рекомбинации явля-
ется экзотермической. Разделение центров ре-
акционных областей в пространстве вызывает
неравномерное распределение температуры.
Что в свою очередь влияет на все физиче-
ские свойства воды, например, на коэффици-
ент диссоциации, на теплоёмкость и т.д., при-
чем на некоторые существенно, а на другие
незначительно. Кроме того, неравномерное
распределение температуры может вызвать
гравитационную конвекцию. Таким образом,
исследование температурных эффектов, свя-
занных с реакциями диссоциации и реком-
бинации молекул воды, является актуальной
проблемой [27].

В данной работе построена и исследована
математическая модель переноса ионов 1:1 со-
ли, обобщающая [23], учитывающая джоулев
нагрев раствора, эндо- и экзотермический ха-
рактер реакций диссоциации и рекомбинации,
влияние неравномерного распределения тем-
пературы на коэффициент равновесия диссо-
циации/рекомбинации.

1. Физическая постановка задачи

Как показано в [23], могут существовать
два разных механизма реакции диссоциации
молекул воды: некаталитический в расши-
ренной ОПЗ и каталитический в тонком по-
верхностном слое ионообменной мембраны. В
обоих случаях реакция диссоциации молекул
воды происходит вблизи ионообменной мем-
браны и сопровождается поглощением тепла.
Коэффициент диссоциации воды 𝑘𝑑 и, соот-
ветственно, коэффициент равновесия 𝑘𝑤 су-
щественно зависят от локальной температу-
ры [28,29].

Зависимость коэффициента равновесия
𝑘𝑤 от температуры можно задать, например,
функцией 𝑘𝑤(𝑇 ) = 𝑘𝑤𝑒

𝑏(𝑇−𝑇0), 𝑇 > 𝑇0, где
𝑇0 = 298 K — комнатная температура, при-
чем 𝑘𝑤(𝑇0) = 𝑘𝑤 = 10−8 моль2·м−6, 𝑏 ≈ 0,05.

Вблизи межфазной границы в расширен-
ной ОПЗ концентрация ионов соли резко па-
дает, из-за чего сопротивления раствора резко
растет. Это приводит к джоулевому нагреву
раствора при прохождении тока [4–6].

Если не учитывать температурных эффек-
тов, связанных с реакцией диссоциации моле-
кул воды, то оценка количества тепла 𝑄Дж,
выделяемого при джоулевом нагреве раство-
ра,

𝑄Дж = 𝐼 ·Δ𝜑 = 10
мА
см2

· 1 В = 10−2 Дж
см2 · с

показывает, что оно может быть на два по-
рядка больше, чем поглощается из-за реак-
ции диссоциации молекул воды. Однако ло-
кальное повышение температуры раствора
в расширенной ОПЗ приводит к тому, что
коэффициент диссоциации воды 𝑘𝑑 переста-
ет быть постоянным, становится зависимым
от координаты и существенно увеличивает-
ся. При этом поглощается часть джоулевого
тепла и некаталитическая диссоциации моле-
кул воды усиливается. Усиленная генерация
ионов H+ и OH− в свою очередь уменьшает
сопротивление раствора, при этом джоулев
нагрев раствора уменьшается. В результате
может сложиться определенное равновесие.

Каталитическую реакцию диссоциации во-
ды будем учитывать в виде граничного усло-
вия, задавая потоки ионов H+ и OH− на меж-
фазной границе раствор/ионообменная мем-
брана, предполагая, что при этом темпера-
турные эффекты такие же, что и при неката-
литической реакции [24].

Рекомбинация ионов H+ и OH− происхо-
дит, в основном, в глубине раствора в области
электронейтральности (ОЭН) [23]. При этом
выделяется тепло в узком реакционном слое.
В сочетании с джоулевым нагревом раствора
и поглощением тепла при диссоциации воды,
это может привести к ощутимому неравномер-
ному локальному разогреву раствора и изме-
нению температуры. Неравномерное распре-
деление температуры, в свою очередь, может
привести к изменению физических свойств
раствора, а именно, к изменению его удельной
теплоемкости и плотности, а также коэффи-
циента теплопроводности.

Анализ зависимости физических свойств
раствора от температуры показывает, что
наиболее существенно от локальной темпе-
ратуры зависит коэффициент равновесия 𝑘𝑤.

В дальнейшем ограничимся исследовани-
ем влияния изменения коэффициента равно-
весия 𝑘𝑤 от температуры, полагая при этом,
что удельная теплоемкость и плотность, а
также коэффициент теплопроводности воды
постоянны, т.е. не зависят от изменения тем-
пературы.
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2. Математическая модель
2.1. Система уравнений

Одномерный стационарный перенос для
однозарядных ионов соли в диффузионном
слое Нернста с учетом диссоциации/реком-
бинации воды описывается системой уравне-
ний [4, 5]

𝑗1 = − 𝐹

𝑅𝑇0
𝐷1𝐶1

𝑑𝜑

𝑑𝑥
−𝐷1

𝑑𝐶1

𝑑𝑥
, (2.1)

𝑗2 =
𝐹

𝑅𝑇0
𝐷2𝐶2

𝑑𝜑

𝑑𝑥
−𝐷2

𝑑𝐶2

𝑑𝑥
, (2.2)

𝑗3 = − 𝐹

𝑅𝑇0
𝐷3𝐶3

𝑑𝜑

𝑑𝑥
−𝐷3

𝑑𝐶3

𝑑𝑥
, (2.3)

𝑗4 =
𝐹

𝑅𝑇0
𝐷4𝐶4

𝑑𝜑

𝑑𝑥
−𝐷4

𝑑𝐶4

𝑑𝑥
, (2.4)

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
= −𝐹

𝜀𝑟
(𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4) , (2.5)

0 = −𝑑𝑗𝑖
𝑑𝑥

+𝑅𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,4, (2.6)

𝑅1 = 𝑅2 = 0, (2.7)

𝑅3 = 𝑅4 = 𝑘𝑑𝐶𝐻2𝑂 − 𝑘𝑟𝐶3𝐶4 =

= 𝑘𝑟(𝑘𝑤 − 𝐶3𝐶4). (2.8)

Здесь 𝜀𝑟 — диэлектрическая проницаемость
раствора, 𝐹 — число Фарадея, 𝑖 = 1, 2 — ин-
дексы ионов соли, 𝑖 = 3 и 𝑖 = 4 — соответ-
ственно, индексы ионов водорода 𝐻+ и гид-
роксила OH−, 𝜙— потенциал, а𝐸 = −𝑑𝜑/𝑑𝑥—
напряженность электрического поля, 𝐶𝑖, 𝑗𝑖,
𝐷𝑖 — концентрация, поток, коэффициент
диффузии 𝑖-го иона, 𝐼 — общая плотность
тока, причем

𝐼 = 𝐼𝑆 + 𝐼𝑊 , (2.9)

где

𝐼𝑆 = 𝐹 (𝑗1 − 𝑗2), 𝐼𝑊 = 𝐹 (𝑗3 − 𝑗4), (2.10)

𝐼𝑆 — плотность парциального тока по ионам
соли, а 𝐼𝑤 — плотность парциального тока по
ионам воды.

Из (2.5)–(2.8) и (2.10) следует: 𝑗1 = const,
𝑗2 = const, 𝐼𝑆 = 𝐹 (𝑗1 − 𝑗2) = const, при-
чем для идеально селективной мембраны
𝑗2 = 0. Кроме того 𝐼𝑊 = const, но 𝑗3 ̸= const,
𝑗4 ̸= const. Таким образом, общая плотность
тока 𝐼 является постоянной величиной. Этот

факт используется ниже для оценки точности
расчетов.

Температура определяется решением
уравнения

𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝑘(𝑥)

𝑑𝑇

𝑑𝑥

]︂
+𝐺+𝑄 = 0, (2.11)

где 𝑘 — коэффициент теплопроводности,
𝐺 = 𝐸𝐼 — плотность источников тепла, свя-
занного с прохождением электрического то-
ка через раствор (джоулев нагрев раствора),
𝑄 — плотность источников и стоков тепла,
связанного с реакциями рекомбинации и дис-
социации молекул воды.

Выведем формулу для 𝑄. Количество теп-
ла, выделяющегося при образовании 1 моль
воды равно 56,6 кДж/моль [28,29]. Следова-
тельно, плотность 𝑄 тепла, выделяющегося
в каждой точке 𝑥, пропорционально коли-
честву молей образующихся молекул воды
𝑘𝑟𝐶3𝐶4, за вычетом количества диссоциирую-
щих молекул 𝑘𝑑𝐶H2O. С учетом коэффициен-
та пропорциональности 𝑞 = 56,6 кДж/моль,
получаем

𝑄 = 𝑞𝑘𝑟

(︂
𝐶3𝐶4 −

𝑘𝑑𝐶H2O

𝑘𝑟

)︂
= 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4−𝑘𝑤).

С учетом формул для 𝐺 и 𝑄 уравнение (2.10)
запишется в виде

𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝑘(𝑥)

𝑑𝑇

𝑑𝑥

]︂
+ 𝐸 · 𝐼 + 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤) = 0.

Так как в этой работе коэффициент теплопро-
водности воды предполагается постоянным,
то уравнение теплопроводности можно пере-
писать в виде

𝑘
𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
+ 𝐸𝐼 + 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤) = 0. (2.12)

2.2. Краевые условия

Будем считать, что 𝑥 = 0 соответствует
глубине раствора, где выполняется условие
электронейтральности 𝐶1 −𝐶2 +𝐶3 −𝐶4 = 0,
а 𝑥 = 𝛿 соответствует условной межфазной
границе раствор/мембрана. Таким образом,
𝛿 — толщина диффузионного слоя Нернста.

В данной работе для определенности
рассматривается катионообменная мембра-
на (КОМ) (рис. 1), которая для простоты
будет предполагаться идеально селективной
(𝑗(𝑢)2 = 0).

Точками на рис. 1 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝛿
выделены задаваемые граничные значения
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Рис. 1. Схема к структуре диффузионного слоя при интенсивных токовых режимах [23]. Масштаб
не соблюден

искомых функций. Показано, что диффузи-
онный слой [0, 𝛿] состоит из ОЭН (интервал
[0, 𝑥𝑐)) и ОПЗ (интервал (𝑥𝑐, 𝛿]). В ОЭН нахо-
дится узкая область рекомбинации (ОР) око-
ло точки 𝑥𝑟. Возле точки 𝑥𝑐 находится узкая
промежуточная область (ПО) между ОЭН
и ОПЗ. ОПЗ состоит из неравновесной (рас-
ширенной) части (𝑥𝑐, 𝑥𝑞) и квазиравновесной
части (диффузного двойного электрического
слоя, ДЭС) (𝑥𝑞, 𝛿] [30].

Температура в глубине раствора считает-
ся неизменной, т.е. 𝑇 (0) = 𝑇0.

В объеме раствора (𝑥 6 0) условие ло-
кальной электронейтральности и условие рав-
новесия реакций диссоциации/рекомбинации
выполняется с большой точностью. Будем
считать, что в объеме раствора заданы кон-
центрации всех ионов, причем 𝑝𝐻 < 7, так
что 𝐶3(0) ≫ 𝐶4(0), причем 𝐶4(0) = 𝑘𝑤/𝐶3(0).
Таким образом, можно положить 𝐶3(0) = 𝐶30,
𝐶4(0) = 𝑘𝑤/𝐶30, 𝐶1(0) = 𝐶10, 𝐶2(0) = 𝐶20,
причем 𝐶10 + 𝐶30 = 𝐶20.

При сверхпредельных токовых режимах
вблизи 𝑥 = 𝛿 появляется ОПЗ, где уже не
выполняется условие локальной электроней-
тральности и для описания процесса переноса
необходимо использовать уравнение Пуассо-

на (2.5). А это требует задания граничных
условий при 𝑥 = 𝛿.

В качестве таких условий задаются зна-
чения концентрации катионов 𝐶1(𝛿) = 𝐶1𝑚,
𝐶3(𝛿) = 𝐶3𝑚, сумма которых 𝐶1𝑚+𝐶3𝑚 имеет
порядок обменной емкости катионообменной
мембраны.

Как отмечалось выше, в тонком погра-
ничном поверхностном слое катионообмен-
ной мембраны возможно разложение воды
по каталитическому механизму. При этом на
границе мембрана/раствор формируется по-
ток ионов OH−, направленный в объем обед-
ненного раствора, поэтому каталитическую
диссоциацию воды можно учесть путем за-
дания плотности потока ионов OH− в точке
𝑥 = 𝛿: 𝑗4(𝛿) = 𝑗4𝑚. Если игнорировать взаимо-
действие каталитической и некаталитической
реакций и сосредоточиться на исследовании
температурных эффектов, связанных с нека-
талитической реакцией диссоциации молекул
воды, то следует полагать 𝑗4𝑚 = 0.

Постановка граничного условия для тем-
пературы при 𝑥 = 𝛿 затруднена тем, что 𝑥 = 𝛿
является межфазной границей, в которой про-
исходят сложные тепловые процессы. Ниже
рассматриваются два варианта граничного
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условия: достаточного сложного, но общего
условия и простого, но частного.

Для вывода общего граничного условия
рассмотрим тепловые потоки в точке 𝑥 = 𝛿. В
этой точке встречаются три разных тепловых
потока.

В результате некаталитической и катали-
тической эндотермических реакций диссоциа-
ции молекул воды в мембране на границе рас-
твор/мембрана поглощается тепло (то же ко-
личество, что выделяется при рекомбинации)
и поэтому формируются два тепловых потока
𝑄(𝛿)𝛿 + 𝑞𝜕𝑗4(𝛿)/𝜕𝑥. Третий тепловой поток
𝐺(𝛿)𝛿, направленный из раствора в мембрану,
формируется в результате джоулевого нагре-
ва раствора. Следовательно, на границе 𝑥 = 𝛿
приходим к граничному условию

−𝑘𝑑𝑇 (𝛿)
𝑑𝑥

= 𝐺(𝛿)𝛿 +𝑄(𝛿)𝛿 − 𝑞
𝜕𝑗4(𝛿)

𝜕𝑥
. (2.13)

Это граничное условие имеет достаточно об-
щий характер, но вызывает определенные
трудности при численном решении задачи.
Кроме того, в этом условии перенос тепла
через мембрану не учитывается, а в качестве
𝑘 взят коэффициент теплопроводности воды,
поскольку каталитическая реакция происхо-
дит в тонком поверхностном слое катионооб-
менной мембраны, погруженной в раствор.

Выведем упрощенное граничное условие.
В зависимости от соотношения этих потоков
температура при 𝑥 = 𝛿 может быть либо
примерно равной 𝑇0, тогда можно положить
𝑇 (𝛿) = 𝑇0, либо значительно отличаться от
𝑇0, тогда полагаем

𝑇 (𝛿) = 𝑇1, (2.14)

где 𝑇1 некоторая заданная температура. Та-
кое граничное условие удобно при численном
решении. Однако значение 𝑇1 сложно опре-
делить с необходимой точностью, но мож-
но указать, что поскольку тепловой поток,
вызванный джоулевым нагревом раствора,
преобладает, то 𝑇1 > 𝑇0. Нами разработаны
формулы для оценки 𝑇1. Граничное условие
(2.14) удобно использовать для предваритель-
ного исследования, а также для нахождения
начального приближения при численном ре-
шении краевой задачи с условием (2.13).

Заключение

В статье предложена новая математи-
ческая модель процесса переноса ионов со-

ли в диффузионном слое с учетом про-
странственного заряда, реакции диссоциации-
рекомбинации воды и соответствующих тем-
пературных эффектов в виде краевой задачи
для системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений.

Анализ этой краевой задачи позволяет
установить фундаментальные закономерно-
сти переноса симметричной бинарной со-
ли при запредельных токовых режимах в
диффузионном слое с учетом тепловых эф-
фектов, связанных с реакцией диссоциа-
ции/рекомбинации молекул воды и джоуле-
вым нагревом.
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