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КУЛОНОВСКИЕ КОРРЕЛЯЦИИ В ЭЛЕКТРОННО-ДЫРОЧНОЙ
ПЛАЗМЕ ПОЛУПРОВОДНИКОВ В ПЛАНАРНОМ
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Abstract. An exciton is a bound state of an electron and an electron hole which are attracted
to each other by the electrostatic Coulomb force. It is an electrically neutral quasiparticle that
exists in insulators, semiconductors and in some liquids. The excitonis regarded as an elementary
excitation of condensed matter that can transport energy without transporting net electric
charge.An exciton can form when a photon is absorbed by a semiconductor. Coulomb correlations
in an electron-hole plasma of semiconductor heterostructures are considered. One-dimensional
parabolic potential modeling a heterolayeris taken. The Coulomb interaction of an electron and a
hole in an excitonwas considered as a perturbation. The wave functions of the electron-hole pair
for the ground s state are obtained and with their help the exciton binding energy is calculated as
a function of the thickness of the heterolayer. Calculations have been made for the ground state
of the exciton corresponding to the s-state of the orbital motion of the electron and hole and to
zero vibronic numbers.

Keywords: heterolayer, electron-hole pair, parabolic potential, exciton wave function, exciton
binding energy, perturbation theory, vibro.

Исследование туннельных характеристик
взаимодействующих примесных комплексов
или связанных квантовых точек в присут-
ствии кулоновских корреляций локализован-
ных электронов является одной из наиболее
актуальных проблем физики наноструктур.
Интерес к таким структурам обусловлен их
привлекательностью. Создание современных
устройств наноэлектроники требует как тех-
нологических разработок, так и фундамен-
тальных физических исследований. Такие яв-
ления включают в себя не только многоча-
стичные кулоновские и электрон-фононные
корреляции, но и модификацию локальной
электронной структуры вблизи локализован-
ных состояний.

Основной целью работы является ис-
следование электронно-дырочных кулонов-
ских корреляций в двумерном электронно-
дырочном слое. Рассмотрим двумерную гете-
роструктуру Si1−𝑥Ge𝑥 [1], состоящую из двух
пространственно разделенных слоев, один из
которых содержит электроны, а другой —
дырки. Такая модель рассматривалась в [2],
где было проведено ее численное исследова-
ние в приближении, в котором электронный и
дырочный слои моделируются прямоугольны-
ми потенциальными ямами конечной глуби-
ны. Аналогичные вычисления были продела-
ны также в рамках работ [3, 4]. Кулоновские
корреляции в электронно-дырочной плазме
изучались в [5]. Уравнение Шредингера, опи-
сывающее поведение электронно-дырочной
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Рис. 1. Схематическое изображение гетерослоя и параболического потенциала

пары (экситона) в этой модели, имеет вид

[︂
− }2

2𝑚𝜌

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌

)︂
− }2

2𝑚𝑒𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2𝑒
+ 𝑈𝑒 (𝑧𝑒)−

− }2

2𝑚ℎ𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2ℎ
+ 𝑈ℎ (𝑧ℎ)−

𝑒2√︁
𝜌2 + (𝑧𝑒 − 𝑧ℎ)

2

]︂
×

× 𝜓 (𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ) = 𝐸𝜓 (𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ) , (1)

где 𝑚𝜌 — эффективная радиальная масса
электронно-дырочной пары (экситона), 𝑚𝑒𝑧 —
эффективная осевая масса электрона, 𝑚ℎ𝑧 —
эффективная осевая масса дырки, 𝜌 — про-
екция расстояния между электроном и дыр-
кой на плоскость, перпендикулярную оси 𝑂𝑧,
𝑧𝑒, 𝑧ℎ — вертикальные координаты электро-
на и дырки, 𝜓 — волновая функция, 𝐸 —
энергия системы, − 𝑒2√

𝜌2+(𝑧𝑒−𝑧ℎ)
2

— потенци-

альная энергия кулоновского взаимодействия
электрона и дырки. Потенциалы, выражения
𝑈𝑒 (𝑧𝑒) и 𝑈ℎ (𝑧ℎ) для гетерослоя, описанного
в [1], имеют вид

𝑈 (𝑧) =

{︂
𝑈0, |𝑧| > ℎ/2;
0, |𝑧| 6 ℎ/2,

(2)

где ℎ — толщина гетерослоя. Волновая функ-
ция, описывающая электронно-дырочную па-
ру 𝜓 (𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ), считается зависящей только
от координат 𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ. Зависимостью волно-
вой функции от азимутального угла 𝜙 пре-
небрегаем, т.е. исследуем s-состояние эксито-
на.В этом случае рассматривается энергия
его основного состояния, т.е. вклад в энер-
гию орбитального движения квазичастиц не
учитывается.

Роль потенциалов 𝑈𝑒 (𝑧𝑒) и 𝑈ℎ (𝑧ℎ) в описа-
нии электронно-дырочного слоя заключается

в удержании квазичастиц. За счет потенци-
альной энергии электронно-дырочного вза-
имодействия − 𝑒2√

𝜌2+(𝑧𝑒−𝑧ℎ)
2

возникают про-

странственные корреляции расположений
электронов и дырок как в плоскости O𝑥𝑦, так
и вдоль оси O𝑧.

Схематическое изображение гетерослоя с
указанием осей координат приведено на рис.
1, где также представлен график параболи-
ческого потенциала, с помощью которого в
настоящей статье моделируется гетерослой.

Изменение потенциалов 𝑈𝑒 (𝑧𝑒) и 𝑈ℎ (𝑧ℎ),
связанное с тетрагональным искажением кри-
сталлической решетки гетероструктуры, иг-
норируется.

Показанная на рис. 1 парабола модели-
рует гетероструктуру в направлении оси 𝑂𝑧,
при этом предполагается, что характерный
размер параболы одинаков для электронов и
дырок и равен толщине гетерослоя ℎ. Попе-
речное сечение параболы имеет форму окруж-
ности.

Для описания эффектов электронно-
дырочной корреляции будем использовать
уравнение Шредингера (1). Для аналитиче-
ского исследования предлагается использо-
вать теорию возмущений. Основанием для ее
использования является выбор потенциала
гетерослоя в виде параболы, которая неогра-
ниченно возрастает при удалении срединной
плоскости гетерослоя

𝑈 (𝑧) =
𝑚𝜔2𝑧2

2
, (3)

где 𝑚 — масса квазичастицы, 𝜔 — частота
колебаний, 𝑧 — вертикальная координата ква-
зичастицы.

В нулевом приближении вместо уравне-
ния (1) будем рассматривать следующее урав-
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нение:
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Ищем решение уравнения (4) методом разде-
ления переменных, для чего полагаем:

𝜓 (𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ) = 𝜓1 (𝜌)𝜓2 (𝑧𝑒)𝜓3 (𝑧ℎ) . (5)

Подставив явный вид потенциалов удер-
живающего гетерослоя, и воспользовавшись
представлением (5), после деления на волно-
вые функции 𝜓1𝜓2𝜓3 получим
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Уравнение (6) распадается на три уравнения:
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где уравнение (7) описывает радиальное дви-
жение экситона в плоскости 𝑂𝑥𝑦, уравнение
(8) — движение электронов вдоль оси 𝑧, (9) —
движение дырки вдоль оси 𝑧. При этом дол-
жен соблюдаться баланс энергий

𝐸 = 𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3, (10)

Оператор Лапласа является определенно-
отрицательным, поэтому дифференциальные
операторы уравнений (7)–(10) определенно-
положительные. Осцилляторные потенциалы
также положительны, поэтому как полная
энергия экситона 𝐸, так и ее части 𝐸1, 𝐸2,
𝐸3, отвечающие определенным видам движе-
ний тоже положительны. Поэтому энергию
𝐸1 можно представить в виде

2𝑚𝜌𝐸1

}2
= 𝑘2, (11)

где 𝑘 — волновое число.
Для решения уравнения (7) вводим но-

вую безразмерную координату 𝜁 = 𝑘𝜌. Тогда
уравнение приводится к следующему виду:

𝜓
′′
1 +

1

𝜁
𝜓

′
1 + 𝜓1 = 0. (12)

Всюду регулярное решение уравнения (12)
пропорционально функции Бесселя 𝐽0(𝑘𝜌).
Электронно-дырочная пара совершает в плос-
кости (𝑥, 𝑦) инфинитное движение, следова-
тельно, квадрат модуля волновой функции
нормируется на 𝛿-функцию, энергия 𝐸1 по-
ложительна и пробегает непрерывный ряд
значений. Поэтому волновое число 𝑘 харак-
теризует движение экситона в плоскости 𝑂𝑥𝑦.
Величина энергии

𝐸1 =
}2𝑘2

2𝑚𝜌
.

Движение электрона и дырки вдоль оси
𝑧 описывается осцилляторными волновыми
функциями 𝜓2(𝑧𝑒) и 𝜓3(𝑧ℎ), нормированны-
ми в силу финитного характера движения
по оси 𝑧 на единицу. Значения энергий 𝐸2,
𝐸3 даются хорошо известными выражениями:
𝐸2 = }𝜔𝑒(𝑛2 +

1
2); 𝐸3 = }𝜔ℎ(𝑛3 +

1
2).

Распределение вероятности расстояния
между электроном и дыркой в экситоне, пред-
ставленное с помощью безразмерной коорди-
наты 𝜉 при различных значениях 𝑘 в интер-
вале 𝑘ℎ = 0, 1, . . . , 1 , показано на рис. 2.

Вклад в полную энергию электронно-
дырочной системы, дает в первом порядке
теории возмущений сумма энергий 𝐸1, 𝐸2,
𝐸3. Энергия электронно-дырочного взаимо-
действия в экситоне 𝐸4 рассчитывается по
следующей формуле:

𝐸4 = ⟨𝜓 |𝑉 |𝜓⟩, (13)

где 𝜓 — волновая функция экситона в нуле-
вом приближении (5), 𝑉 (𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ) — потенци-
ал электронно-дырочного взаимодействия

𝑉 (𝜌, 𝑧𝑒, 𝑧ℎ) = − 𝑒2√︁
𝜌2 + (𝑧𝑒 − 𝑧ℎ)

2
, (14)

Для вычисления (13) запишем его с исполь-
зованием найденных волновых функций

𝐸4 =

∫︁∫︁∫︁
𝜓*
1(𝜌)𝜓

*
2(𝑧𝑒)𝜓

*
3(𝑧ℎ)−

− 𝑒2√︀
𝜌2 + (𝑧𝑒 − 𝑧ℎ)2

𝜓1(𝜌)𝜓2(𝑧𝑒)𝜓3(𝑧ℎ)×

× 2𝜋𝜌d𝜌d𝑧𝑒 d𝑧ℎ, (15)
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Рис. 2. Распределение вероятности обнаружения электрона и дырки на расстоянии 𝜌 как функция
безразмерной координаты 𝜉

Поскольку электроны и дырки локализованы
в слое гетероструктуры, можно рассмотреть
приближение, при котором 𝑧𝑒 − 𝑧ℎ ≈ 𝑎, где
𝑎 — среднее расстояние между электроном и
дыркой в экситоне, приблизительно равная
толщине слоя.

В таком приближении, учитывая, что вол-
новые функции 𝜓2(𝑧𝑒) и 𝜓3(𝑧ℎ) нормирова-
ны на единицу, выражение (15) для энергии
электронно-дырочного взаимодействия упро-
щается и принимает вид

𝐸4 =
2𝜋

𝑁

∞∫︁

0

𝜌𝐽2
0 (𝑘𝜌)𝑑𝜌√︀
𝜌2 + ℎ2

, (16)

где 𝑁 — нормировочный интеграл, равный

𝑁 = 2𝜋

∞∫︁

0

𝜌𝐽2
0 (𝑘𝜌) d𝜌.

Соотношение (16) описывает энергию связи
экситона как функцию толщины гетерослоя.

График зависимостей энергий связи экситона
от толщины гетерослоя показан на рис. 3.

Таким образом, в настоящей работе:
1) сформулирована модель экситона, в

слое гетероструктуры;
2) приведено уравнение Шредингера, опи-

сывающее динамику экситона;
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