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Abstract. Article deal with the contact problems on the surface interaction of rigid stamps with
a deformed layered provided that the variable friction coefficients arise in the contact zone as
a function of the coordinate under the horizontal motion of stamps. The cause of the variable
friction coefficients arising may be surface phenomena induced by a complex rheology of the
deformed-medium surface, the chemical reactions proceeding, or a change in the properties of the
contact surface of the stamps, for example, as a result of the presence of separate particles of the
wear contact surface of the stamp and the base. The influence of the variable friction coefficient
on the horizontal existence of the semi-infinite stamp is investigated.

Keywords: contact problems, integral equations, semi-infinite domain, block element, factoriza-
tion, variable friction coefficients.

1. Исследование проблемы

Рассматривается случай полубесконечной
области контакта. Такие области контакта
свойственны полубесконечным граничным ли-
тосферным плитам, взаимодействующим с
трением по границам Конрада с базальтовым
основанием коры Земли. Сближение таких
плит торцами может спровоцировать в этой
зоне стартовое землетрясение. Подобная зада-

ча может возникать и в трибологии в случае
протяженной зоны контакта деформируемо-
го слоистого основания со штампом. Будем
пользоваться подходом, изложенным в [1], ис-
пользуя принятые там обозначения.

Проблема сводится к решению системы
уравнений Винера–Хопфа вида∞∫︁

0

k(𝑥− 𝜉)𝜙(𝜉) d𝜉 = f(𝑥), (1.1)
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0 6 𝑥 <∞, 𝜙 = {𝜑1, 𝜑2} ,

k(𝑥) =
1

2𝜋

∫︁

Γ

K(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥 d𝛼,

K(𝛼) =

⃦⃦
⃦⃦𝐾11(𝛼) 𝐾12(𝛼)
𝐾21(𝛼) 𝐾22(𝛼)

⃦⃦
⃦⃦ ,

f = {𝑓1, 𝑓2}
с символом, представляющим матрицу-функ-
цию, элементами которой являются достаточ-
но общие мероморфные функции, охватыва-
ющие важные практические задачи. Будем
рассматривать ее при достаточно общих усло-
виях на символ интегрального уравнений, не
повторяющий известные случаи, при которых
система уравнений Винера–Хопфа решается
точно благодаря возможности факторизации
матрицы-функции. Будем считать, что эле-
менты 𝐾𝑚𝑝, 𝑚, 𝑝 = 1, 2 матрицы-функции
K(𝛼) являются в общем случае мероморфны-
ми функциями переменного 𝛼. Мероморфные
функции 𝐾𝑚𝑝(𝛼) и определитель detK(𝛼)
имеют следующее представление

𝐾𝑚𝑝(𝛼) = 𝐶−1(𝛼)𝐶𝑚𝑝(𝛼),

detK(𝛼) = 𝐶−2(𝛼)Δ(𝛼),

Δ(𝛼) = det ‖𝐶𝑚𝑝(𝛼)‖ .
Здесь функции 𝐶𝑚𝑝(𝛼), 𝐶(𝛼), Δ(𝛼) являются
целыми функциями первого порядка и ко-
нечного типа, то есть экспоненциального ти-
па [2], в частности полиномами. Предпола-
гается, что целые функции 𝐶(𝛼), Δ(𝛼) обра-
щаются в нуль на множествах комплексных
значений 𝜁𝑛 и 𝑧𝑛 соответственно, имеющих
точки сгущения на бесконечности в некото-
рых клиновидных областях верхней и нижней
частей комплексной плоскости, как правило,
в окрестностях мнимой оси. Встречающиеся
в задачах механики сплошной среды и мате-
матической физика матрицы-функции [1, 2]
обладают следующим асимптотическим пове-
дением

𝐾𝑚𝑝(𝛼) = 𝐴𝑚𝑝 |𝛼|−1 (1 + 𝑜(𝛼)),

𝑚 = 𝑝, 𝐾𝑚𝑝(𝛼) = 𝐴𝑚𝑝𝛼
−1(1 + 𝑜(𝛼)),

𝑚 ̸= 𝑝, |𝛼| ≫ 1,

целые функции 𝐶𝑚𝑝(𝛼), 𝐶(𝛼) имеют первый
порядок и тип 𝜎. Определитель Δ(𝛼) явля-
ется результатом комбинации произведений

указанных целых функций 𝐶𝑚𝑝(𝛼) экспонен-
циального типа. Поэтому определитель Δ(𝛼)
матрицы-функции также целая функция то-
го же порядка, имеет тип 2𝜎. Предполагается,
что Δ(𝛼) имеет счетное множество нулей 𝑧𝑛,
уходящих на бесконечность, плотность рас-
пределения которых Δ(𝛼) в два раза боль-
шая, чем нулей 𝜉𝑛 знаменателя 𝐶(𝛼). Иссле-
дованиями подобных интегральных уравне-
ний посвящено большое число работ. Особо
значимыми являются [3–9].

Для применения предлагаемых в настоя-
щей работе формул факторизации необходи-
мо знание в объеме, диктуемом целями зада-
чи, нулей 𝜉𝑛 и 𝑧𝑛 целых функций, описанных
выше.

Распределение полюсов и нулей дается
соотношениями

𝜉±𝑠 = 𝑟±𝑠 +𝑂 (1) , 𝑠→ ∞,

𝑧±𝑠𝑘 = 𝑟±𝑘 𝑠+𝑂 (1) , 𝑠→ ∞, 𝑘 = 1, 2.
(1.2)

Таким образом, существует 2 множества ну-
лей определителя, причем каждое имеет ту
же плотность распределения в окрестности
бесконечности, что и полюсы знаменателя. В
связи с этим можно ввести следующие обозна-
чения, детализировав отмеченные плотности

𝜉±𝑠 = 𝑟±(𝑠 + 𝜀) + 𝑜 (1) , 𝑠 = 1, 2, . . . ;
⃒⃒
𝑟±
⃒⃒

=
⃒⃒
𝑟±𝑘
⃒⃒

= 𝑟,

𝑧±𝑠𝑘 = 𝑟±𝑘 (𝑠+ 𝜀𝑘) + 𝑜 (1) ,

𝑘 = 1,2, |𝜀| < 1, |𝜀𝑘| < 1.

С учетом асимптотического поведения полю-
сов и нулей введем в рассмотрение абсолютно
сходящиеся канонические произведения сле-
дующего вида

Φ∓
(︀
𝛼, 𝜉±𝑠

)︀
= 𝑇0∓𝑒∓𝑖𝛼

∞∏︁

𝑠=1

(︂
1 − 𝛼

𝜉±𝑠

)︂
𝑒

𝛼

𝜉±𝑠 ,

(1.3)

Φ𝑝∓
(︀
𝛼, 𝑧±𝑠𝑝

)︀
= 𝑇𝑝∓𝑒∓𝑖𝛼

∞∏︁

𝑠=1

(︂
1 − 𝛼

𝑧±𝑠𝑝

)︂
𝑒

𝛼

𝑧±𝑠𝑝 ,

𝑝 = 1, 2.

С учетом свойств элементов матрицы-функ-
ции K(𝛼) определитель Δ(𝛼) и знаменатель
𝐶(𝛼) можно представитьв следующем виде:

Δ(𝛼) =
2∏︁

𝑝=1

Φ𝑝−
(︀
𝛼, 𝑧+𝑠𝑝

)︀
Φ𝑝+

(︀
𝛼, 𝑧−𝑠𝑝

)︀
,
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𝐶(𝛼) = Φ−
(︀
𝛼, 𝜉+𝑠

)︀
Φ+

(︀
𝛼, 𝜉−𝑠

)︀
.

Примем компоненты вектора правой части
f(𝑥) системы интегральных уравнений (1.1)
в форме 𝐵𝑟𝑒

𝑖𝜂𝑥, 𝐵𝑟 = const, 𝑟 = 1, 2, Im 𝜂 ≥ 0.
Такие значения компонент позволяют полу-
чать произвольные правые части системы ин-
тегральных уравнений, применяя преобразо-
вания Фурье, в форме

𝑓𝑟(𝑥) =
1

2𝜋𝐵𝑟

∞∫︁

−∞

𝐹𝑟(𝜂)𝑒−𝑖𝜂𝑥𝑑𝜂, 𝑟 = 1, 2.

Здесь 𝐹𝑟(𝜂) — преобразования Фурье функ-
ций 𝑓𝑟(𝑥).

Системы интегральных уравнений вида
(1.1) возникают во многих смешанных зада-
чах механики сплошной среды и математиче-
ской физики. Примерами могут служить кон-
тактные задачи о взаимодействии штампов с
деформируемым основанием в предположе-
нии наличия в области контакта в качестве
неизвестных, как минимум, двух компонент
напряжений.

Такой является рассмотренная в [2] кон-
тактная задача со сцеплением жесткого штам-
па с упругим слоем. Матрица-функция в век-
торном случае имеет приведенный там вид

K(𝛼) =

⃦⃦
⃦⃦ 𝛼2𝑀(𝛼) 𝑖𝛼𝑃 (𝛼)
−𝑖𝛼𝑃 (𝛼) 𝑅(𝛼)

⃦⃦
⃦⃦ .

Считаем также, что Ind detK(𝛼) = 0, Δ(𝛼) ̸=
̸= 0, −∞ < 𝛼 <∞.

2. Результаты исследования

Имеет место следующая теорема [1,2]:

Теорема. Единственное в 𝐿𝑝(0,∞), 𝑝 > 1
решение системы интегральных уравнений
(1.1) дается соотношением

𝜑1𝜂(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝑖𝜂𝑥 +

1

2𝜋

∫︁

𝑆1

𝑥1(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥 d𝛼+

+
1

2𝜋

∫︁

𝑆2

𝑥2(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥 d𝛼, (2.1)

𝜑2𝜂(𝑥) = 𝐴2𝑒
𝑖𝜂𝑥 +

1

2𝜋

∫︁

𝑆1

𝑦1(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥 d𝛼+

+
1

2𝜋

∫︁

𝑆2

𝑦2(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥 d𝛼,

𝑦1(𝛼) = 𝐶1(𝛼)𝑥1(𝛼), 𝑦2(𝛼) = 𝐶1(𝛼)𝑥2(𝛼),

𝑥1 (𝛼) =

[︃
𝐴1−

−𝐴2

(︃
1 +

∞∑︁

𝑛2=1

𝐷+(−𝜂)𝑇 (−𝑧𝑛2)𝑀2+(−𝑧𝑛1)
𝐷′

+(−𝑧𝑛2)(𝑧𝑛2 − 𝜂)

)︃]︃
×

× 1

𝑀1+(𝛼)(𝛼+ 𝑧𝑛2)
,

𝑥2 (𝛼) =

[︃
𝐴1+

+𝐴2

(︃
1 +

∞∑︁

𝑛1=1

𝐷+(−𝜂)𝑇 (−𝑧𝑙1)𝑀1+(−𝑧𝑛2)
𝐷′

+(−𝑧𝑛1)(𝑧𝑛1 − 𝜂)

)︃]︃
×

× 1

𝑀2+(𝛼)(𝛼+ 𝑧𝑛1)
.

В этих формулах каждый контур 𝑆1 и 𝑆2
замыкается на бесконечности, причем 𝑆1 со-
держит внутри замкнутой области все нули
−𝑧𝑛1 только функции 𝑀1+(𝛼), а 𝑆2 — все ну-
ли −𝑧𝑛2 только функции 𝑀2+(𝛼).

Здесь приняты обозначения

𝐴1 =
𝐵1𝐾22(−𝜂) −𝐵2𝐾12(−𝜂)

Δ1(−𝜂)
,

𝐴2 =
𝐵2𝐾11(−𝜂) −𝐵1𝐾21(−𝜂)

Δ1(−𝜂)
,

Δ1(𝛼) = 𝐾11(𝛼)𝐾22(𝛼) −𝐾12(𝛼)𝐾21(𝛼),

𝐾𝑚𝑛(𝛼) ̸= 0, Δ1(𝛼) ̸= 0,

−∞ < 𝛼 <∞, 𝑚, 𝑛 = 1, 2,

Ind Δ1(𝛼) = 0,

Δ1(𝛼) = 𝑀1(𝛼)𝑀2(𝛼), 𝑀𝑘(±𝑧𝑙𝑘) = 0,

Im 𝑧𝑙𝑘 > 0, 𝑘 = 1,2, 𝑙 = 1, 2, . . . ,

𝐷(𝛼) = Δ1(𝛼)𝐶(𝛼), 𝑀𝑘(𝛼) =
Φ𝑘(𝛼)

𝐶(𝛼)
,

𝐶(±𝜉𝑛) = 0, Im 𝜉𝑛 > 0, 𝑛 = 1,2, . . . ,

𝑀1(𝛼) = 𝑁2(𝛼) −𝑁1(𝛼),

𝑀2(𝛼) = 𝑁2(𝛼) +𝑁1(𝛼),

𝑁(𝛼) = −𝑁1(𝛼)

𝑁2(𝛼)
,
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𝑇 (𝛼) =
𝑁(𝛼) − 𝐶1(𝛼)

𝐶1(𝛼)
,

𝐶1(𝛼) = −𝐾21(𝛼)

𝐾22(𝛼)
.

Результат факторизации функций 𝑀𝑘(𝛼),
𝑘 = 1, 2, 𝐷(𝛼) в виде произведения имеет
вид

𝑀𝑘(𝛼) = 𝑀𝑘+(𝛼)𝑀𝑘−(𝛼),

𝐷(𝛼) = 𝐷+(𝛼)𝐷−(𝛼).

Для дважды непрерывно дифференциру-
емых правых частей 𝑓𝑟(𝑥) решения предста-
вимы в виде

𝜑𝑟(𝑥) =
1

2𝜋𝐵𝑟

∞∫︁

−∞

𝜑𝑟𝜂(𝑥)𝐹𝑟(𝜂)𝑒−𝑖𝜂𝑥 d𝜂, (2.2)

𝑟 = 1, 2.

3. Полученные результаты

Рассмотрим интегральное уравнений в
предположении, что взаимодействие штампов
с деформируемым основанием происходит с
зависящим от горизонтальной координаты
коэффициентом трения 𝜇(𝑥).

Полагая, что 𝑞1(𝑥) и 𝑞2(𝑥) являются нор-
мальными и касательными составляющими
вектора контактных напряжений, получаем
соотношения для касательных напряжений в
форме

𝑞2(𝑥) = 𝜇(𝑥)𝑞1(𝑥). (3.1)

Случай закона трения в форме [3]

𝑞2(𝑥) = 𝜏0 − 𝜇(𝑥)𝑞1(𝑥), 𝜏0 = const

легко сводится к рассматриваемому.
Система интегральных уравнений (1.1)

принимает вид

∞∫︁

0

[︀
𝑘11(𝑥− 𝜉)𝑞1(𝜉)+

+ 𝑘12(𝑥− 𝜉)𝜇(𝜉)𝑞1(𝜉)
]︀

d𝜉 = 𝑓1(𝑥),

0 6 𝑥 <∞, q = {𝑞1, 𝑞2} ,

∞∫︁

0

[︀
𝑘21(𝑥− 𝜉)𝑞1(𝜉)+

+ 𝑘22(𝑥− 𝜉)𝜇(𝜉)𝑞1(𝜉)
]︀

d𝜉 = 𝑓2(𝑥),

k(𝑥) =
1

2𝜋

∫︁

Γ

K(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥 d𝛼, f = {𝑓1, 𝑓2} .

Используя решение системы интегральных
уравнений (2.1), с учетом (2.2), (3.1) полу-
чим представление переменного коэффициен-
та трения в форме

𝜇(𝑥) =
1

2𝜋𝐵2

∞∫︁

−∞

𝜑2𝜂(𝑥)𝐹2 (𝜂) 𝑒−𝑖𝜂𝑥 d𝜂×

×

⎡
⎣ 1

2𝜋𝐵1

∞∫︁

−∞

𝜑1𝜂(𝑥)𝐹1 (𝜂) 𝑒−𝑖𝜂𝑥 d𝜂

⎤
⎦
−1

.

Зная переменный коэффициент трения, гори-
зонтальное сопротивление движению штампа
определим соотношением

𝑇 =

∞∫︁

0

𝜇(𝑥)𝑞1(𝑥) d𝑥.

Заключение

Таким образом, исходя только из данных
о характере основания штампа и его смеще-
ниях в вертикальном и горизонтальном на-
правлениях, можно определить переменный
коэффициент трения. В том случае, если в
зоне контакта происходят химические реак-
ции или изменяется реология, граница слоя
приобретает рельефность, это должно отра-
жаться как в свойствах матрицы-функции
𝐾(𝛼), так и в правых частях системы инте-
гральных уравнений. Во всех случаях необ-
ходим дополнительный анализ новых систем
интегральных уравнений. Один из подходов
состоит в аппроксимации элементов матрицы-
функции мероморфными функциями в связи
с их свойством полноты в широком спектре
функциональных пространств. В результате
охватывается и этот круг задач с переменным
коэффициентом трения.
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