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ВОДЫ И ДЖОУЛЕВЫМ НАГРЕВОМ РАСТВОРА
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Abstract. This paper presents a numerical analysis of the boundary value problem of a mathe-
matical model of temperature effects associated with the reaction of dissociation/recombination of
water molecules, electrodiffusion of four varieties of ions simultaneously (two salt ions, and ions H+

and OH−) in the diffusion layer in electromembrane systems with an ideally selective membrane
and the heat conduction equation that takes into account the Joule heating of the solution, en-
dothermic and exothermic nature of dissociation reactions of water molecules and recombination of
ions H+ and OH−. Also, take into account the dependence of the ratio of the equilibrium reaction
of dissociation/recombination on the temperature. As a result, the second-order equations and the
corresponding boundary conditions are determined. This boundary value problem is convenient
for numerical solution and simulates the transfer of 1:1 salt ions in the diffusion layer taking into
account the temperature effects associated with the dissociation/recombination reaction and Joule
heating of the solution in galvanostatic mode.

The structure of the diffusion layer and the dependence of the temperature influence on the
equilibrium constants of the dissociation/recombination reaction were determined. In addition,
the dissociation/recombination reaction of water molecules was analyzed and the temperature
effects associated with this reaction and Joule heating of the solution were analyzed. The results
of the work are also the determination of the temperature dependence on the current density by
salt ions. The analysis of accuracy of calculations is carried out.

On the basis of numerical analysis, the fundamental regularities of symmetric binary salt transfer
under the exorbitant current regimes in the diffusion layer are established, taking into account the
thermal effects associated with the dissociation/recombination reaction of water molecules and
Joule heating.

Keywords: membrane system, ion exchange membrane, space charge, extended space charge
region, dissociation/recombination reaction of water molecules.
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1. Система уравнений математической
модели

Дифференциальные уравнения, матема-
тической модели [1] имеют вид

𝑗1 = − 𝐹

𝑅𝑇0
𝐷1𝐶1

d𝜑

d𝑥
−𝐷1

d𝐶1

d𝑥
, (1.1)

𝑗2 =
𝐹

𝑅𝑇0
𝐷2𝐶2

d𝜑

d𝑥
−𝐷2

d𝐶2

d𝑥
, (1.2)

𝑗3 = − 𝐹

𝑅𝑇0
𝐷3𝐶3

d𝜑

d𝑥
−𝐷3

d𝐶3

d𝑥
, (1.3)

𝑗4 =
𝐹

𝑅𝑇0
𝐷4𝐶4

d𝜑

d𝑥
−𝐷4

d𝐶4

d𝑥
, (1.4)

𝑑2𝜑

d𝑥2
= −𝐹

𝜀𝑟
(𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4) , (1.5)

0 = −d𝑗𝑖
d𝑥

+𝑅𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,4, (1.6)

𝑅1 = 𝑅2 = 0, 𝑅3 = 𝑅4 =

= 𝑘𝑑𝐶𝐻2𝑂 − 𝑘𝑟𝐶3𝐶4 = 𝑘𝑟(𝑘𝑤 − 𝐶3𝐶4), (1.7)

𝑘
d2𝑇

d𝑥2
+ 𝐸𝐼 + 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤) = 0. (1.8)

Здесь 𝜀𝑟 — диэлектрическая проницаемость
раствора, 𝐹 — число Фарадея, 𝑖 = 1, 2 — ин-
дексы ионов соли, 𝑖 = 3 и 𝑖 = 4 — соответ-
ственно, индексы ионов водорода H+ и гид-
роксила OH−, 𝜙 — потенциал, а 𝐸 = −𝑑𝜑

𝑑𝑥 —
напряженность электрического поля, 𝐶𝑖, 𝑗𝑖,
𝐷𝑖 — соответственно, концентрация, поток,
коэффициент диффузии 𝑖-го иона, 𝐼 — общая
плотность тока, причем

𝐼 = 𝐼𝑠 + 𝐼𝑤, (1.9)

где

𝐼𝑠 = 𝐹 (𝑗1 − 𝑗2) , 𝐼𝑤 = 𝐹 (𝑗3 − 𝑗4) , (1.10)

𝐼𝑠 — плотность парциального тока ионов соли,
а 𝐼𝑤 — плотность парциального тока ионов
воды, 𝑘 — коэффициент теплопроводности,
𝐺 = 𝐸𝐼 — плотность источников тепла, свя-
занного с прохождением электрического то-
ка через раствор (джоулев нагрев раствора),
𝑄 = 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤) — плотность источни-
ков и стоков тепла, связанного с реакциями
рекомбинации и диссоциации молекул воды.

Из (1.6), (1.7) и (10) следует: 𝑗1 = const,
𝑗2 = const, 𝐼𝑠 = 𝐹 (𝑗1 − 𝑗2) = const, при

этом для идеально селективной мембраны
𝑗2 = 0. Кроме того, 𝐼𝑤 = const, но 𝑗3 ̸= const,
𝑗4 ̸= const. Таким образом, общая плотность
тока 𝐼 является постоянной величиной, этот
факт используется ниже для оценки точно-
сти расчетов. Плотность тока по продуктам
диссоциации воды находится по ходу реше-
ния задачи. Парциальная плотность тока по
ионам соли 𝐼𝑆 считается известной, тогда об-
щая плотность тока 𝐼 рассчитывается, либо
считается известной общая плотность тока,
тогда плотность тока по ионам соли рассчиты-
вается. В данной статье считается заданной
𝐼𝑆 .

Уравнения системы (1.1)–(1.8), за исклю-
чением уравнений для потенциала и темпера-
туры, имеют первый порядок. Для них ста-
вятся краевые условия, поэтому они для чис-
ленного решения неудобны. Кроме того, в
уравнении для потенциала электрического
поля правая часть не зависит от потенциала.
Это при численном решении дискретизиро-
ванной системы уравнений методом Ньютона–
Канторовича вызывает проблемы с устойчи-
востью. В связи с этим, приведем краевую
задачу математической модели к удобному
виду для численного решения. Для этого диф-
ференцируем все уравнения один раз, учиты-
ваем уравнения для потоков и для концентра-
ций, а также переходим от потенциала элек-
трического поля к напряженности 𝐸 = −d𝜑

d𝑥 .
В результате после ряда преобразований полу-
чаем систему из 6 уравнений второго порядка
для 6 неизвестных функций 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 4, 𝐸,
𝑇 :

d2𝐶1

d𝑥2
=

𝐹

𝑅𝑇0

d

d𝑥
(𝐶1𝐸), (1.11)

d2𝐶2

d𝑥2
= − 𝐹

𝑅𝑇0

d

d𝑥
(𝐶2𝐸), (1.12)

𝐷3
d2𝐶3

d𝑥2
=

𝐹

𝑅𝑇0
𝐷3

d

d𝑥
(𝐶3𝐸)−

− 𝑘𝑟(𝑘𝑤(𝑇 ) − 𝐶3𝐶4), (1.13)

𝐷4
d2𝐶4

d𝑥2
= − 𝐹

𝑅𝑇0
𝐷4

d

d𝑥
(𝐶4𝐸)−

− 𝑘𝑟(𝑘𝑤(𝑇 ) − 𝐶3𝐶4), (1.14)
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d2𝐸

d𝑥2
=

𝐹 2

𝜀𝑟𝑅𝑇0
(𝐶1 + 𝐶2)𝐸+

+
𝐹

𝜀𝑟

(︂
d

d𝑥
𝐶3 −

d

d𝑥
𝐶4

)︂
− 𝐼𝑠
𝜀𝑟𝐷1

, (1.15)

𝛼2d2𝑇

d𝑥2
+

𝐹

𝜌0𝑐𝑝
𝐸𝐼+

+
𝑞𝑘𝑟
𝜌0𝑐𝑝

(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤(𝑇 )) = 0, (1.16)

где 𝐼, с учетом формул для потоков, имеет
вид

𝐼 = 𝐼𝑆 +
𝐹 2

𝑅𝑇0
(𝐷3𝐶3 +𝐷4𝐶4)𝐸−

− 𝐹𝐷3
d𝐶3

d𝑥
+ 𝐹𝐷4

d𝐶4

d𝑥
. (1.17)

2. Краевые условия для системы
уравнений второго порядка

В связи с переходом от системы уравнений
первого порядка (1.1)–(1.8) к системе урав-
нений второго порядка (1.11)–(1.17) для нее
рассчитаны недостающие краевые условия.

При 𝑥 = 0 для системы уравнений первого
порядка имеем следующие условия [1]:

𝐶1|𝑥=0 = 𝐶10, 𝐶2|𝑥=0 = 𝐶20,

𝐶3|𝑥=0 = 𝐶30, 𝐶4|𝑥=0 = 𝐶40,

𝑇 |𝑥=0 = 𝑇0,

(2.1)

Поскольку в точке 𝑥 = 0 должны вы-
полняться условие электронейтральности
𝐶10 − 𝐶20 + 𝐶30 − 𝐶40 = 0 и условие равно-
весия 𝐶30𝐶40 − 𝑘𝑤 = 𝑘𝑤(𝑇0) = 𝑘𝑤𝑒

𝑏(𝑇0−𝑇0) =
= 𝑘𝑤, где 𝐶10 ≫ 𝐶30 ≫ 𝐶40, то задаем 𝐶10,
𝐶30 так, чтобы 𝐶10 ≫ 𝐶30 ≫

√︀
𝑘𝑤. Далее по-

лагаем 𝐶4(0) = 𝑘𝑤
𝐶30

, 𝐶20 = 𝐶10 + 𝐶30 − 𝐶40.
Для системы уравнений второго порядка не
хватает граничного условия для напряженно-
сти электрического поля, например, в виде
𝐸 |𝑥=0 = 𝐸0. Выведем формулу для вычисле-
ния 𝐸0.

Каждое уравнение (1.1)–(1.4) поделим на
соответствующие коэффициенты диффузии
и запишем их с использованием напряженно-
сти электрического поля. Из этих уравнений
получаем

𝑗1
𝐷1

+
𝑗3
𝐷3

− 𝑗4
𝐷4

=
𝐹

𝑅𝑇0
(𝐶1+𝐶2+𝐶3+𝑐4)𝐸−

− d

d𝑥
(𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝑐4).

Предполагая, что d
d𝑥(𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4) = 0,

в силу выполнения условия электронейтраль-
ности в окрестности 𝑥 = 0 с некоторой точно-
стью, получаем соотношение

𝑗1
𝐷1

+
𝑗3
𝐷3

− 𝑗4
𝐷4

=

=
𝐹

𝑅𝑇0
(𝐶1(0) +𝐶2(0) +𝐶3(0) +𝐶4(0))𝐸(0).

(2.2)

Так как

𝑗3(0)

𝐷3
− 𝑗4(0)

𝐷4
=

𝐹

𝑅𝑇0
(𝐶3(0) + 𝐶4(0))𝐸(0)−

− d(𝐶3(0) − 𝐶4(0))

d𝑥
,

то

(𝐶1 (0) + 𝐶2 (0))𝐸(0) =

=
𝑅𝑇0
𝐹

𝑗1
𝐷1

− 𝑅𝑇0
𝐹

d(𝐶3(0) − 𝐶4(0))

d𝑥
.

Откуда следует

𝐸(0) =
𝑅𝑇0

𝐹 (𝐶1 (0) + 𝐶2 (0))
×

×
(︂
𝑗1
𝐷1

− d(𝐶3(0) − 𝐶4(0))

d𝑥

)︂
.

Или с учетом условия электронейтральности
получим условие

𝐸(0) =
𝑅𝑇0

𝐹 (𝐶1 (0) + 𝐶2 (0))
×

×
(︂
𝑗1
𝐷1

+
d(𝐶1(0) − 𝐶2(0))

d𝑥

)︂
,

которое можно представить в виде

𝐸(0) =
𝐶10𝑅𝑇0

𝐹 2𝐷1𝐶10(𝐶10 + 𝐶20)
𝐼𝑆+

+
𝑅𝑇0

𝐹 (𝐶10 + 𝐶20)

d(𝐶1(0) − d𝐶2(0))

d𝑥
. (2.3)

С учетом определения предельного диффу-
зионного тока 𝐼np = 2𝐷1𝐹𝐶10

𝛿 [2] условие (2.3)
можно записать в виде

𝐸(0) =
2𝐶10𝑅𝑇0

𝐹𝛿(𝐶10 + 𝐶20)

𝐼𝑆
𝐼np

+

+
𝑅𝑇0

𝐹 (𝐶10 + 𝐶20)

d(𝐶1(0) − 𝑑𝐶2(0))

d𝑥
. (2.4)
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При 𝑥 = 𝛿 наряду с условиями для систе-
мы уравнений первого порядка [1]

𝐶1(𝛿) = 𝐶1𝑚,

(︂
d𝐶2

𝑑𝑥
+

𝐹

𝑅𝑇0
𝐶2𝐸

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝛿

= 0,

𝐶3(𝛿) = 𝐶3𝑚,(︂
d𝐶4

𝑑𝑥
+

𝐹

𝑅𝑇0
𝐶4𝐸

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝛿

𝐷4 = −𝑗4𝑚,

−𝑘d𝑇 (𝛿)

𝑑𝑥
= 𝐺(𝛿)𝛿 +𝑄(𝛿)𝛿 − 𝑞

𝜕𝑗4(𝛿)

𝜕𝑥
(2.5)

из уравнения (1.5) получаем краевое условие
для 𝐸

d𝐸(𝛿)

d𝑥
=
𝐹

𝜀𝑟
(𝐶1(𝛿) − 𝐶2(𝛿) + 𝐶3(𝛿) − 𝐶4(𝛿)) .

(2.6)
Сформулированная краевая задача (1.11)–
(1.17), (2.1), (2.4), (2.5), (2.6) моделирует пе-
ренос ионов 1:1 соли в диффузионном слое
с учетом температурных эффектов, связан-
ных с реакцией диссоциации/рекомбинации и
джоулевым разогревом раствора, в гальвано-
статическом режиме и удобна для численного
решения [3–7].

3. Основные результаты численного
анализа

Представленные ниже на рисунках
результаты получены, в основном, при
следующих данных: 𝐶0 = 1 моль/м3,
𝐼𝑆 = 1,5𝐼np = 1,46 А/м2, 𝑘𝑤 =
= 10−8 моль/м6, 𝐶10 = 𝐶0 = 1 моль/м3,𝐶30 =

= 0,01𝐶0 = 0,01 моль/м3, 𝐶40 = 𝑘𝑤
𝐶30

=

= 10−6 моль/м3, 𝐶20 = 𝐶10 + 𝐶30 − 𝐶40 =
= 1,01 моль/м3, 𝐶1𝑚 = 𝐶0, 𝐶3𝑚 = 10−6𝐶0,
𝑘𝑟 = 1,1 · 108 м3·моль−1· с−1 [8].

В данной статье авторы сосредоточились
на некаталитической реакции диссоциации
воды, предполагая посвятить отдельную рабо-
ту взаимодействию каталитической и неката-
литической реакциям диссоциации. Поэтому
здесь 𝑗4𝑚(𝛿) = 0 моль/(м2·с).

3.1. Влияние температуры на постоянные
равновесия реакции

диссоциации/рекомбинации
Важное значение имеет постоянная 𝑏,

поскольку она определяет влияние темпе-
ратуры на равновесие реакции диссоциа-
ции/рекомбинации. Если 𝑏 = 0, то 𝑘𝑤(𝑇 ) = 𝑘𝑤
и краевая задача расщепляется: сначала мож-
но независимо решить электрохимическую

часть задачи, а затем краевую задачу для
уравнения теплопроводности. Если 𝑏 ̸= 0 (в
дальнейшем в этом случае 𝑏 = 0,05), то учи-
тывается влияние температурных эффектов
на электрохимические характеристики пере-
носа ионов соли. Поскольку температура ме-
няется по координате (рис. 1а), то и 𝑘𝑤(𝑇 )
меняется по координате, причем достаточно
существенно (рис. 1б). А это, как показано
ниже, оказывает существенное влияние на
весь процесс переноса ионов соли [9,10].

Как видно из рис. 1, при 𝑏 = 0,05, тем-
пература с большой точностью описывается
линейной функцией 𝑇 (𝑥) = (𝑇 (𝛿)−𝑇0)𝑥𝛿 +𝑇0,
соответственно 𝑘𝑤(𝑇 ) — экспоненциальной
функцией 𝑘𝑤(𝑇 (𝑥)) = 𝑘𝑤𝑒

𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)
𝑥
𝛿 .

3.2. Строение диффузионного слоя

На рис. 2 приведено распределение плот-
ности заряда в зависимости от координаты
при разных значениях: рис. 2а — при 𝑏 = 0 и
рис. 2б — при 𝑏 = 0,05. Из ее анализа следу-
ет, что диффузионный слой состоит, в самом
общем виде, из области электронейтрально-
сти (ОЭН) (интервал [0, 𝑥𝑐), где плотность
распределения зарядов практически равно
нулю) и области пространственного заряда
(ОПЗ) (интервал (𝑥𝑐, 𝛿], где плотность распре-
деления зарядов заметно отличается от нуля).
Такое строение диффузионного слоя харак-
терно для задач с пространственным заря-
дом [11–15]. Новым является то, что размеры
областей существенно зависят от значения
𝑏. Увеличение константы равновесия приво-
дит к усилению генерации ионов водорода
H+ и гидроксила OH−, а появление новых
носителей заряда — к уменьшению ОПЗ и,
соответственно, к увеличению ОЭН [16–18].

Как видно из рис. 2, распределение плот-
ности зарядов имеет четко выраженный ло-
кальный максимум на стыке ОЭН и ОПЗ
(ср. с [14]). Максимальное значение плотности
зарядов слабо зависит от значения 𝑏. Вбли-
зи ионообменной мембраны расположен уз-
кий погранслой (𝑥𝑞, 𝛿], где плотности заря-
дов быстро меняются. Можно показать, что
это квазиравновесная область пространствен-
ного заряда, поскольку ее размеры и значе-
ние плотности зарядов практически не зави-
сят от плотности тока. Часть ОПЗ, а имен-
но (𝑥𝑐, 𝑥𝑞) — это расширенная область про-
странственного заряда согласно терминоло-
гии [11–14,19].

В отличие от [11–14, 19] здесь возникает
еще одна узкая область, являющаяся внут-
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Рис. 1. Графики функций (толстые линии): а) – температуры 𝑇 (𝑥), б) – функции 𝑘𝑤(𝑇 )/𝑘𝑤. Расчет
для 𝑏 = 0 (сплошные линии) и 𝑏 = 0,05 (пунктирные линии). Тонкие линии проведены над точками

𝑥𝑐, 𝑥𝑟, 𝑥𝑞. Смысл этих точек см. п. 3.2

Рис. 2. а) Распределение плотности заряда для 𝑏 = 0 (сплошные линии) и 𝑏 = 0,05 (пунктирные
линии), б) увеличение около 𝑥 = 1
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ренним погранслоем — область рекомбина-
ции с центром в некоторой точке 𝑥𝑟, ле-
жащей в ОЭН. В этой точке концентра-
ции ионов водорода и гидроксила равны, но
𝐶3(𝑥𝑟) = 𝐶4(𝑥𝑟) ̸=

√︀
𝑘𝑤 (рис. 3г), поэтому в

окрестности точки 𝑥𝑟 не выполняется условие
равновесия. В силу условия электронейтраль-
ности концентрации ионов и натрия и хлора
также равны между собой 𝐶1(𝑥𝑟) = 𝐶2(𝑥𝑟)
(рис. 3г).

Сравнивая значения точек 𝑥𝑟, 𝑥𝑐, 𝑥𝑞 меж-
ду собой при 𝑏 = 0 и 𝑏 = 0,05 легко видеть,
что изменение температуры влияет в первую
очередь на размер ОПЗ (или ОЭН). Это вы-
звано существенным увеличением констан-
ты равновесия с увеличением температуры
(рис. 1б) и более интенсивным протекани-
ем реакции диссоциации молекул воды (см.
п. 5.3).

В ОЭН ионы натрия распределены по ко-
ординате практически линейно и их концен-
трация убывает. Концентрация ионов хлора
убывает быстрее, чем концентрация ионов
натрия (рис. 3а). Концентрация ионов водо-
рода практически линейно убывает в интер-
вале [0, 𝑥𝑟) и далее в ОЭН становится прак-
тически равной нулю. В то же время концен-
трация ионов гидроксила в интервале [0, 𝑥𝑟)
медленно растет, практически оставаясь рав-
ным нулю. Но, начиная с точки 𝑥𝑟, начинает
расти значительно быстрее (рис. 3г) и по-
степенно замещает ионы хлора, обеспечивая
выполнение условия электронейтральности
(рис. 3а). В ОПЗ концентрации всех сортов
ионов малы, но концентрация ионов натрия
больше концентрации других ионов, вслед-
ствие селективных свойств катионообменной
мембраны, это является причиной образова-
ния пространственного заряда (рис. 3б, в).
Значения концентраций ионов в расширен-
ной ОПЗ существенно зависят от постоянной
𝑏, т.е. от изменения константы равновесия 𝑘𝑤
(рис. 3в). В то же время в ОЭН и квазиравно-
весной ОПЗ эта зависимость незначительна
и ею можно пренебречь.

Напряженность электрического поля мо-
нотонно возрастает в ОЭН, достигая в ОПЗ
очень больших значений (рис. 4а) порядка
106 В/м. Поэтому в ОПЗ нужно учитывать
еще и влияние эффекта Вина, который сказы-
вается, начиная со значений напряженности
порядка 105 В/м.

Влияние температурных эффектов на на-
пряженность электрического поля существен-

но только в расширенной ОПЗ (рис. 4а) и
несущественно в ОЭН (рис. 4б) [18].

В области рекомбинации напряженность
электрического поля резко изменяется (име-
ется внутренний погранслой) вследствие из-
менения носителей электрического тока. От-
сутствует «всплеск» напряженности, возмож-
ность которого предполагалась в работе [20],
однако наблюдается «всплеск» потенциала.

3.3. Анализ реакции
диссоциации/рекомбинации молекул

воды

Так как 𝐶3 > 0, 𝐶4 > 0, то теоретически
в любой точке происходят одновременно, и
диссоциация и рекомбинация, что не меша-
ет существованию областей, где эти реакции
находятся в равновесии 𝐶3𝐶4 = 𝑘𝑤, а также
областей, где это равновесие нарушается. Из
анализа графика функции 𝑘𝑤 − 𝐶3𝐶4, про-
порциональной скорости генерации ионов во-
дорода и гидроксила (1.7), на рис. 5 следует,
что область рекомбинации (ОР), где превали-
рует реакция рекомбинации 𝑘𝑤 − 𝐶3𝐶4 < 0 с
центром в точке 𝑥𝑟, расположенной в начале
ОЭН. Конкретное значение 𝑥𝑟 зависит от pH
в глубине раствора (от граничных условий
при 𝑥 = 0). В остальной части ОЭН рав-
новесие реакции диссоциации/рекомбинации
сохраняется с большой точностью 𝐶3𝐶4 = 𝑘𝑤
(рис. 5а) [21]. В работах [22, 23] было пока-
зано, что в расширенной ОПЗ происходит
интенсивная некаталитическая диссоциация
воды, вызванная высокой напряженностью
электрического поля. В некоторых случаях
некаталитическая диссоциация воды проис-
ходит практически с максимально возмож-
ной постоянной скоростью, при этом потоки
ионов водорода и гидроксила распределены
практически линейно. На (рис. 5а) и (рис. 5б)
видно, что некаталитическая диссоциация во-
ды в данном случае, также происходит прак-
тически с максимально возможной постоян-
ной скоростью. Так как эта скорость суще-
ственно зависит от температуры, то и потоки
ионов водорода и гидроксила существенно
зависят от температуры (рис. 6а) и (рис. 6б).

Для аналитического вычисления потоков
ионов водорода и гидроксила в расширенной
области воспользуемся тем, что в этой об-
ласти напряженность электрического поля
настолько большая (рис. 4), что концентра-
ции ионов водорода и гидроксила становится
настолько малыми (рис. 3), что нарушается
равновесие, причем 𝑘𝑤 ≫ 𝐶3𝐶4. Поэтому из
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Рис. 3. Концентрационные профили для 𝑏 = 0 (сплошные линии) и 𝑏 = 0,05 (пунктирные линии): а)
общий вид, б) увеличение вблизи стыка ОЭН и ОПЗ, в) увеличение в ОПЗ, г) увеличение вблизи

области рекомбинации (см. ниже). Тонкими линиями показаны 𝑥𝑐, 𝑥𝑟, 𝑥𝑞
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Рис. 4. Графики напряженности электрического поля 𝐸 для 𝑏 = 0 (сплошные линии) и 𝑏 = 0,05
(пунктирные линии): а) общий вид, б) увеличение в ОЭН, в) увеличение в области рекомбинации

(1.6) и (1.7) следует

d𝑗𝑖
d𝑥

= 𝑘𝑑𝐶𝐻2𝑂 = 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥)), 𝐼 = 3, 4.

Откуда, интегрируя от 𝑥𝐶 до произвольно-
го 𝑥 с учетом 𝑗3(𝑥𝐶) ≈ 0 и 𝐼𝑤 = 𝐹 (𝑗3 − 𝑗4),
получаем

𝑗3(𝑥) =
𝑘𝑟𝑘𝑤𝛿

𝑏(𝑇 (𝛿) − 𝑇0)
𝑒𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)

𝑥𝐶
𝛿 ×

×
(︁
𝑒𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)(

𝑥
𝛿
−𝑥𝐶

𝛿
) − 1

)︁
.

Так как 𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)(𝑥𝛿 −
𝑥𝐶
𝛿 ) величина неболь-

шая, то

𝑗3(𝑥) = 𝑘𝑟𝑘𝑤𝛿𝑒
𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)

𝑥𝐶
𝛿

(︁𝑥
𝛿
− 𝑥𝐶

𝛿

)︁
, (3.1)

𝑗4(𝑥) = − 1

𝐹
𝐼𝑤 + 𝑘𝑟𝑘𝑤𝛿𝑒

𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)
𝑥𝐶
𝛿 ×

×
(︁𝑥
𝛿
− 𝑥𝐶

𝛿

)︁
. (3.2)

Формулы (3.1) и (3.2) с учетом
𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝐶)) = 𝑘𝑤𝑒

𝑏(𝑇 (𝛿)−𝑇0)
𝑥𝐶
𝛿 можно перепи-

сать в виде

𝑗3(𝑥) = 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝐶))(𝑥− 𝑥𝐶), (3.3)

𝑗4(𝑥) = − 1

𝐹
𝐼𝑤 + 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝐶))(𝑥− 𝑥𝐶), (3.4)
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Рис. 5. Графики функции 𝑘𝑤 − 𝐶3𝐶4, характеризующей отклонение от равновесия, 𝑏 = 0 (сплошные
линии) и 𝑏 = 0,05 (пунктирные линии): а) общий вид, б) увеличение вблизи области рекомбинации

откуда следует, что d𝑗𝑖
d𝑥 = 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝑐)),

𝑖 = 3, 4, т.е. диссоциация молекул воды проис-
ходит с максимально возможной постоянной
скоростью 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝑐)).

Как видно из рис. 5б и формул (3.3) и (3.4),
температурные эффекты практически не вли-
яют на максимальные значения потоков водо-
рода 𝑗3макс ≈ 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝐶))(1−𝑥𝐶) и гидрокси-
ла 𝑗4макс ≈ − 1

𝐹 𝐼𝑤 + 𝑘𝑟𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝐶))(1 − 𝑥𝐶), по-
скольку при увеличении температуры умень-
шение длины 1 − 𝑥𝐶 расширенной ОПЗ ком-
пенсируется увеличением коэффициента рав-
новесия 𝑘𝑤(𝑇 (𝑥𝐶)). Значения максимальных
значения потоков водорода и гидроксила име-
ют порядок 10−6–10−5 моль/(м2· с), как и экс-
периментально определенные потоки [24,25].

3.4. Температурные эффекты, связанные с
реакцией диссоциации/рекомбинации и

джоулевым разогревом раствора

Проанализируем температурные эф-
фекты, связанные с реакцией диссоциа-
ции/рекомбинации и джоулевым нагревом
раствора с использованием уравнения тепло-
проводности [26]. Каждый член уравнения
теплопроводности представляет собой плот-
ность источников тепла в единицу времени.
Для удобства анализа умножим уравнение на
𝑡0 с, на ширину диффузионного слоя 𝛿 и на
некоторую площадь 𝑍0 м2 поверхности мем-

браны, тогда каждый член уравнения [6, 27]

𝑘
d2𝑇

d𝑥2
𝛿𝑍0𝑡0 + 𝐸𝐼𝛿𝑍0𝑡0+

+ 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤)𝛿𝑍0𝑡0 = 0

будет иметь смысл количества тепла, выде-
ляемого в каждой точке объема 𝑍0𝛿 за 𝑡0 с.
Имеется определенный произвол в выборе
𝑡0, 𝑍0. Воспользовавшись этим и имея в ви-
ду впоследствии сопоставление с эксперимен-
тами, возьмем 𝑡0 = 1 с, а в качестве 𝑍0 —
площадь поверхности мембраны эксперимен-
тальной квадратной ячейки со стороной 2 см
и построим графики каждого члена урав-
нения. Это позволит учесть влияние на из-
менение температуры джоулевого разогре-
ва (слагаемое 𝐸𝐼𝛿𝑍0𝑡0) и реакции диссоци-
ации рекомбинации молекул воды (слагаемое
𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤)𝛿𝑍0𝑡0).

Как видно из рис. 7, джоулевый нагрев су-
щественен только в ОПЗ, где он на два поряд-
ка больше охлаждающего эффекта реакции
диссоциации воды. В ОЭН, за исключением
ОР, температурные эффекты малозаметны.
В каждой точке ОР из-за рекомбинации вы-
деляется примерно столько же тепла, сколько
при джоулевом нагреве в расширенной ОПЗ.
Однако из-за малости ОР локальное измене-
ние температуры незаметно [26].

Проанализируем краевые температурные
эффекты, связанные с реакцией диссоциа-
ции/рекомбинации и джоулевым нагревом
раствора.

75



Коваленко А. В., Уртенов М.Х., Чубырь Н. О., Узденова А. М., Гудза В. А.

Рис. 6. Графики потоков ионов водорода (𝑗3) и гидроксила (𝑗4) для 𝑏 = 0 (сплошные линии) и
𝑏 = 0,05 (пунктирные линии): а) общий вид, б) увеличение в ОПЗ, в) увеличение в области

рекомбинации, г) сравнение расчетных потоков и максимально возможных потоков в расширенной
ОПЗ, пунктирные линии – аналитически вычисленные максимально возможные потоки

Компоненты граничного условия
имеют значения: 𝐸𝐼𝛿/𝑘 ≈ 1,1 · 104,
𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤)𝛿/𝑘 ≈ −26. Отсюда следу-
ет, что джоулев нагрев раствора на границе
практически полностью определяет гранич-
ное условие, поскольку он на два порядка
больше охлаждающего эффекта диссоциа-
ции воды. Последний компонент граничного
условия, связанный с каталитической диссо-
циацией воды, вообще незначителен. Таким
образом, граничное условие с хорошей точно-
стью может быть записано в виде

𝑘
d𝑇 (𝛿)

d𝑥
= 𝐸𝐼𝛿.

3.5. Зависимость температуры от плотности
тока по ионам соли

Распределение температуры, оставаясь
практически линейным, существенно зависит
от парциальной плотности по ионам соли 𝐼𝑆
(рис. 8).

Увеличение парциальной плотности тока
𝐼𝑆 примерно в 1,13 раза приводит к увеличе-
нию температуры на межфазной границе бо-
лее чем на один градус, в итоге температура
раствора на межфазной границе увеличива-
ется на 2,5 °C. Простые расчеты показыва-
ют, что увеличение температуры при малых
скоростях прокачки раствора и относитель-
но широких каналах приводит к развитию
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Рис. 7. Графики функций 𝐸 · 𝐼𝛿𝑍0𝑡0, 𝑞𝑘𝑟(𝐶3𝐶4 − 𝑘𝑤)𝛿𝑆𝑡0, Дж, (𝑏 = 0 (сплошные линии) и 𝑏 = 0,05
(пунктирные линии)): а) общий вид, б) увеличение в ОР, в) увеличение в ОПЗ
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Рис. 8. Графики температуры в зависимости от парциальной плотности по ионам соли 𝐼𝑆

достаточно интенсивной гравитационной кон-
векции [27].

3.6. Общая плотность тока и контроль
точности численных результатов

Для контроля точности численных резуль-
татов может быть использован тот факт, что
парциальные плотности тока как ионов соли,
так и ионов водорода и гидроксила, следова-
тельно, и общая плотность тока должны быть
постоянными, в то время как потоки ионов
водорода и гидроксила — переменные [28].
Общая плотность, в силу предположения иде-
альной селективности катионообменной мем-
браны [29], рассчитывается по формуле

𝐼 = 𝐼𝑠 +
𝐹 2

𝑅𝑇0
(𝐷3𝐶3 +𝐷4𝐶4)𝐸−

− 𝐹𝐷3
d𝐶3

d𝑥
+ 𝐹𝐷4

d𝐶4

d𝑥
,

где 𝐼𝑠 = 𝐹𝑗1 парциальная плотность тока по
ионам соли.

Напомним, что парциальная плотность
тока 𝐼𝑠 ионов соли задается.

Анализ графика общей плотности тока
(рис. 9) показывает, что она с высокой точ-
ностью является постоянной величиной. Эта
точность характеризует и итоговую точность
почти всех вычислений.

Парциальная плотность тока ионов во-
дорода и гидроксила, посчитанная по
формуле (1.8), составила приблизительно
𝐼𝑤 = 𝐼 − 𝐼𝑠 ≈ 2𝐼пр, т.е. больше парциальной
плотности тока 𝐼𝑠 ионов соли на два предель-
ных тока.

Заключение

В статье численно проанализирована но-
вая математическая модель процесса перено-
са ионов соли в диффузионном слое с учетом
пространственного заряда, реакции диссоци-
ации/рекомбинации воды и соответствующих
температурных эффектов в виде краевой за-
дачи для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.

На основе численного анализа установле-
ны фундаментальные закономерности пере-
носа симметричной бинарной соли при запре-
дельных токовых режимах в диффузионном
слое с учетом тепловых эффектов, связан-
ных с реакцией диссоциации/рекомбинации
молекул воды и джоулевым нагревом:

1) Установлено строение диффузионного
слоя при сверхпредельных токовых режимах.
Показано, что в расширенной ОПЗ, имеющей
конечные размеры, при небольших концентра-
циях соли происходит интенсивное некатали-
тическое расщепление молекул воды, которое
обеспечивает потоки ионов водорода и гид-
роксила, сопоставимые с экспериментально
наблюдаемыми потоками.

Потоки ионов водорода и гидроксила в
расширенной ОПЗ практически распределе-
ны по линейному закону. Это связано с тем,
что в ОПЗ напряженность электрического
поля достигает таких больших значений, что
произведение концентраций ионов водорода
и гидроксила становится значительно мень-
ше постоянной равновесия 𝑘𝑤 ≫ 𝐶3𝐶4 [30],
т.е. нарушается условие равновесия реакции
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Рис. 9. Графики плотности тока: общая плотность тока и парциальная плотность тока 𝐼𝑠 по ионам
соли, нормированные на предельную плотность тока 𝐼пр (𝑏 = 0 (синие линии) и 𝑏 = 0,05 (красные

линии)): а) общий вид, б) увеличение

диссоциации/рекомбинации в пользу диссо-
циации.

Определен размер ОР, значительно мень-
шей ширины диффузионного слоя (имеет по-
рядок 1–2 %), поэтому во многих случаях
ОР может быть заменена «точкой рекомби-
нации».

Показано, что условие равновесия выпол-
няется всюду в диффузионном слое, исклю-
чая ОР и ОПЗ. Везде, где выполняется усло-
вие равновесия, концентрация либо ионов во-
дорода, либо ионов гидроксила с хорошей
точностью может считаться равной нулю, т.е.
можно считать, что эти ионы одновременно
не встречаются. Это позволяет строить упро-
щенные математические модели, имеющие в
ряде случаев достаточно простые аналити-
ческие решения, позволяющие проанализи-
ровать процесс переноса с исчерпывающей
полнотой.

2) Температура в диффузионном слое уве-
личивается линейно и при плотности тока
в полтора раза превышающем предельный
ток, повышается более чем на один градус.
Постоянная равновесия меняется при этом с
экспоненциальной скоростью и увеличивается
более чем в 2,5 раза. Это приводит к измене-
нию размеров ОПЗ [31]. Джоулевый нагрев
существенен только в ОПЗ, где он на два по-
рядка больше охлаждающего эффекта реак-
ции диссоциации воды и из-за относительно
больших размеров ОПЗ влияет на распределе-

ние температуры во всем диффузионном слое.
В ОЭН, за исключением ОР, температурные
эффекты малозаметны. В каждой точке ОР
из-за рекомбинации выделяется тепла при-
мерно столько же, сколько при джоулевом
нагреве в расширенной ОПЗ.

Увеличение плотности тока приводит к
увеличению температуры на межфазной гра-
нице она может увеличиваться до нескольких
градусов. Такое увеличение температуры при
малых скоростях прокачки раствора и отно-
сительно широких каналах может приводит
к развитию достаточно интенсивной гравита-
ционной конвекции.

Температурные эффекты, связанные с ре-
акцией диссоциации/рекомбинации и джоу-
левым нагревом, существенно влияют на пе-
ренос ионов соли через изменение ОПЗ.

Установленные выше закономерности вли-
яния реакции диссоциации/рекомбинации и
джоулевого нагрева на перенос ионов со-
ли позволяют сделать вывод о возможно-
сти возникновения интенсивной гравитаци-
онной конвекции из-за реакции диссоциа-
ции/рекомбинации молекул воды и джоуле-
вого нагрева раствора, что открывает воз-
можность интенсификации процесса переноса
ионов соли.
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