
Ф и з и к а
УДК 621.315.592 DOI: 10.31429/vestnik-15-4-93-97

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ РАЗНЫХ ФОРМ АНИЗОТРОПИИ
КРИСТАЛЛА НА РОСТ ДЕНДРИТНЫХ КРИСТАЛЛОВ

Мирющенко Н.И., Малибашев А.В.

MODELING THE INFLUENCE OF DIFFERENT FORMS OF ANISOTROPY
OF CRYSTAL ON THE GROWTH OF DENDRITIC CRYSTALS

N. I. Miryushchenko, A.V. Malibashev

Platov South-Russian State Polytechnic University (NPI), Novocherkassk, 346428, Russia
e-mail: miruha007@mail.ru

Abstract. The physical-mathematics model demonstrates the process of growth of crystalline
structures from a solution, taking into account possible factors affecting crystal growth. Anisotropy
of crystals is one of the most significant factors affecting the change in the shape of the inclusion
in the process of its movement. The simulation was carried out using numerical methods in the
integrated software development environment. The result of the program implementation of the
proposed mathematical models and algorithms was the computer system for modeling crystal
growth from the solution. With the help of simulation modeling, the influence of different forms
of anisotropy on the form of growth of dendritic crystals was studied.
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Введение

На сегодняшний момент отечественные и
зарубежные исследователи проявляют боль-
шой интерес к построению моделей кристал-
лизации, описывающих формирование струк-
туры кристаллизирующегося расплава, на-
пример, в работе [1] рассмотрены вопросы
роста дендритных кристаллов с учетом теп-
лофизических и кинематических аспектов
при формировании макроскопических струк-
тур из расплава или раствора. Построение
физико-математической модели дендритной
кристаллизации является актуальной в свя-
зи с её широким применением [2–4]. Один
из вариантов учета анизотропии в процессе
роста из химически чистой и бинарной жид-
кости с учетом вынужденной конвекции жид-
кой фазы на основе уравнения диффузии для
описания процесса неравномерного захвата
примеси поверхностью кристалла приведен
в [5]. В [6] проанализировано изменение ско-
рости неизотермического роста вершины па-
раболического дендрита до момента выхода в
стационарный режим. Имитационный подход
к модели образования дендритов при кри-
сталлизации приведен в [7], где описан также

процесс численного расчета и визуализация
роста.

В настоящей работе рассмотрена физико-
математической модель, описывающая про-
цесс роста дендритных кристаллических
структур из раствора, с учетом технологи-
чески значимых факторов, влияющих на про-
цесс роста кристалла.

В процессе затвердевания металла обра-
зуются кристаллы, которые могут иметь раз-
ную форму в зависимости от скорости охла-
ждения, характера и количества примеси. В
процессе кристаллизации чаще всего обра-
зуются разветвлённые кристаллы, которые
принято называть дендритами.

Расстояния между дендритными ветвя-
ми влияют на многие физико-механические
свойства конструкции, в частности на пре-
дел текучести и прочность на разрыв. При
образовании кристаллов их развитие идет в
основном в направлении, перпендикулярном
к плоскостям с максимальной плотностью
упаковки атомов. Это приводит к тому, что
первоначально образуются длинные ветви, на-
зывемые осями первого порядка. Одновремен-
но с удлинением осей первого порядка на их
ребрах зарождаются и растут ветви второго
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Рис. 1. Результат моделирования роста кристалла без учета анизотропии

порядка, на которых в свою очередь зарож-
даются и растут оси третьего порядка и т.д.
В результате образуются кристаллы в форме
дендритов.

Дендритное строение выявляется после
специального травления шлифов, поскольку
все промежутки между ветвями дендритов за-
полнены и видны обычно только места стыков
дендритов в виде границ зерен. Правильная
форма дендритов искажается в результате
столкновения и срастания частиц на позд-
них стадиях процесса. Дендритное строение
характерно для макро- и микроструктуры
литого металла (сплава).

Анизотропия является одним из значимых
факторов, влияющих на изменение формы об-
разующейся дендритной структуры. Знание
установившейся (стационарной) формы полу-
ченной структуры необходимо для определе-
ния многих технических и технологических
параметров образцов, например, геометриче-
ских размеров активных областей и связан-
ных с ними допустимых значений напряже-
ний и т.д. При необходимости получения за-
данных глубин внедрения легированных или
очищенных областей требуется точный про-
гноз формы и размеров, а также технологи-
ческие условия их получения.

1. Описание математической модели

При моделировании использовалась фи-
зико-математическая модель, построенная на
основе приведенной в [8]. Исходными данны-

ми моделирования выступали начальное рас-
пределение концентрации вещества и приме-
си. Время моделирования определялось с уче-
том выхода растущей структуры к границе
области. При моделировании считалось, что
перенос вещества и примеси через границу
раствор-кристалл происходило только за счет
процесса диффузии.

Для решения дифференциальных уравне-
ний была выбрана неявная разностная схе-
ма. Кристаллизация и растворение элементар-
ных ячеек рассматривались как случайные
события, происходящие с некоторой вероят-
ностью. Рост грани кристалла моделировался
пуассоновским потоком событий. При этом
считалось, что вероятности кристаллизации
𝑝 и растворения 𝑞 элементарной ячейки яв-
ляются функциями времени и определяются
следующими соотношениями:

𝑝 = 1− exp

(︂
−𝑉

Δ𝑡

Δ𝑥

)︂
,

𝑞 = 1− exp

(︂
−𝑊

Δ𝑡

Δ𝑥

)︂
,

(1.1)

где 𝑉 , 𝑊 — соответственно средняя скорость
роста и растворения грани кристалла, Δ𝑡,
Δ𝑥 — соответственно шаги дискретизации по
времени и пространству.

При построении модели учитывалось, что
скорость роста и растворения зависят от кон-
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а) б)

Рис. 2. Результат моделирования роста дендритной структуры с учетом анизотропии 1 типа:
а) форма анизотропии, б) смоделированный кристалл

центрации вещества [9]

𝑉 = 𝑉0
𝐶𝐵

𝐶0

(︂
𝜌𝐵 − 𝐶0

𝜌𝐵 − 𝐶𝐵

)︂
,

𝑊 = 𝑉0
𝐶0

𝐶𝐵

(︂
𝜌𝐵 − 𝐶𝐵

𝜌𝐵 − 𝐶0

)︂
,

(1.2)

где 𝐶𝐵 — концентрация вещества в раство-
ре, 𝜌𝐵 — плотность вещества в твердой фазе,
𝐶0 — равновесная концентрация, 𝑉0 — ско-
рость роста при равновесной концентрации.

В процессе моделирования полагалось,
что событие кристаллизации имеет место, ес-
ли концентрация вещества в ячейке меньше
плотности кристалла и в ней имеется некото-
рое количество примеси.

При кристаллизации элементарной ячей-
ки считалось, что примесь вытесняется по-
ровну во все граничащие ячейки, независимо
от концентрации примеси в них. При раство-
рении изменялся статус ячейки, переводив ее
из кристалла в раствор. Дальнейшее измене-
ние распределения концентраций происходит
за счет диффузии.

Отличительной особенностью модели яв-
ляется учет влияния анизотропии в процессе
роста дендритного кристалла за счет разной
вероятности элементарных этапов процессов
растворения и кристаллизации в зависимости
от азимутального угла направления роста в
элементарной ячейке.

2. Обсуждение и результаты
Результатом программной реализации

предложенных математических моделей и ал-
горитмов стала компьютерная система моде-
лирования роста кристалла из раствора. С по-
мощью имитационного моделирования иссле-
довалось влияние разных форм анизотропии
на форму роста дендритных кристаллов. Для
начала был смоделирован рост кристалла при
некотором наборе «типовых параметров» без
учета анизотропии, представленный на рис. 1.

Формы анизотропии, использованные в
данной работе, определялись с учетом зависи-
мости атомно-кинетических коэффициентов
от угла полярной системы координат с соот-
ветствие со следующими соотношениями [10]

𝜇(𝜙) = 2,6 · 10−6
(︀
sin2 (2𝜙) + 1

)︀
, (2.1)

𝜇(𝜙) =

= 2,6 · 10−6
(︁
sin2

(︁
1,5𝜙+

𝜙

4

)︁
+ 1

)︁
, (2.2)

где 𝜙 — угол в радианах.
Результат численного моделирования ро-

ста дендритной структуры при некотором на-
боре «типовых параметров» с учетом ани-
зотропии 1 типа (рис. 2а), соответствующей
выражению (2.1), представлен на рис. 2б.

Результат численного моделирования ро-
ста кристалла при некотором наборе «типо-
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а) б)

Рис. 3. Результат моделирования роста дендритной структуры с учетом анизотропии 2 типа:
а) форма анизотропии, б) смоделированный кристалл

вых параметров» с учетом анизотропии 2 ти-
па (рис. 3а), соответствующей выражению
(2.2), показан на рис. 3б.

Анализ полученных графических данных
показывает, что анизотропия имеет значи-
тельное влияние на форму дендритных кри-
сталлических структур. Анизотропия типа
2 наглядно демонстрирует удлинением осей
первого порядка в направлениях максималь-
ных значений атомно-кинетических коэффи-
циентов, измерение направлений роста ветвей
второго и следующих порядков.

Выводы

Таким образом, разработана физико-
математическая модель роста дендритных
кристаллических структур с учетом влия-
ния анизотропии на их форму. На основании
проведенного моделирования были получе-
ны дендритные структуры при различных
формах анизотропии и проанализированы ре-
зультаты их роста в анизотропных средах.
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