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ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ РАЗРУШЕНИЯ ХРУПКИХ

МАТЕРИАЛОВ

Дунаев В.И., Титов Н. Г., Кесова Е.Ф., Приходько М. Г.

RESEARCH OF MATHEMATICAL MODEL OF THE ENERGY CRITERION
FOR FRACTURE OF BRITTLE MATERIALS

V. I. Dunaev1, N.G. Titov2, E. F. Kesova1, M.G. Prikhodko1

1 Kuban State Technological University, Krasnodar, 350072, Russia
2 Kuban State University, Krasnodar, 350040, Russia

e-mail: liza-kesova@mail.ru

Abstract. In this paper, we study a mathematical model of the criterion for the destruction of
fragile materials at 𝜀≪ 1 where 𝜀 is the relative size of the resulting defect. Under the assumption
that the crack does not “close” during development, it is shown that the marginal curve represents
an ellipse in the space of main stresses 𝑃1, 𝑃2. If we additionally assume that we have the
physico-mechanical meaning of the determining parameter of the limiting curve, it is found that
the relative size of the resulting defect 𝜀 can be chosen significantly less than one. At the same
time, the crack “opens” during development. An estimate of the relative size of the crack from
the bottom was obtained from the condition of the non-closure of the crack faces.
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1. Об энергетическом критерии
хрупкого разрушения при

образовании «узкого»
изолированного дефекта

В [1,2] получен макроскопический крите-
рий хрупкого разрушения в виде предельной
кривой в пространстве главных напряжений
𝑃1 и 𝑃2, определяющий комбинации главных
напряжений 𝑃1 и 𝑃2, при которых возможно
развитие узкого изолированного дефекта.

Этот критерий справедлив при
𝜀 = 𝑏 (𝑎*) /𝑎* ≪ 1 и имеет вид

𝑃 2
1 + 𝑃 2

2 − 2𝜈*𝑃1𝑃2+

+ 2𝛼0𝑇0𝑘1 (1− 𝜈*) (𝑃1 − 𝑃2) =

=
32𝜇 (1− 𝜈*)

𝜒+ 1

𝛾

𝑎*
. (1.1)

Здесь 𝑎*, 𝑏 (𝑎*) — характерно критические
линейные размеры образовавшегося дефек-
та, 𝛼0 — линейный коэффициент теплового
расширения, 𝑇0 — абсолютная температура,
𝑘1 = 𝐸

1−𝜈 — для плоского напряженного со-
стояния, 𝑘1 = 𝐸

1−2𝜈 — для плоской дефор-
мации, 𝐸 — модуль упругости, 𝜈 — коэффи-
циент Пуассона, 𝜇 = 𝐸

2(1+𝜈) — модуль сдвига,
𝜒 = 3−𝜈

1+𝜈 — для плоского напряженного состоя-
ния 𝜒 = 3−4𝜈 — для плоской деформации, 𝛾 —
удельная внутренняя энергия, затраченная
на образование единицы новой поверхности,
𝜈* = 𝜈(𝑎*) — параметр предельной кривой.

При этом, следуя [3], в качестве наибо-
лее простой модели тела при образовании в
нем изолированного дефекта целесообразно
принять плоскость, ослабленную достаточно
узкой полостью (дефектом) эллиптической
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формы [1,2], когда на границе дефекта напря-
жения обращаются в нуль, а на бесконечно-
сти приложены главные напряжения 𝑃1 и 𝑃2,
действующие во взаимно перпендикулярных
направлениях, напряжения 𝑃1 при этом со-
ставляет с осью 𝑜𝑥1 на плоскости 𝑥1𝑜𝑥2 угол
𝛼.

В данном случае [1–3] имеем

𝜈 (𝑎) =
𝜀 (𝑎) + 𝑏′(𝑎)

2 + 𝜀 (𝑎) + 𝑏′ (𝑎) (1 + 2𝜀 (𝑎))
. (1.2)

Здесь 𝜀 (𝑎) = 𝑏(𝑎)
𝑎 , 𝑎, 𝑏(𝑎) — относительный и

характерные линейные размеры соответствен-
но.

При этом для определения положения де-
фекта критических размеров с учетом усло-
вия 𝜀≪ 1 при 𝑎 = 𝑎* [1–3] имеем

|cos 2𝛼| = 𝑎2*
𝑎2
, 𝑎 > 𝑎* > 0. (1.3)

Здесь 𝛼(𝑎) — величина, определяющая поло-
жения трещины относительно направления
действия главных напряжений 𝑃1 и 𝑃2.

Из выражения (1.3) следует, что независи-
мо от комбинаций критических напряжений
𝑃1 и 𝑃2 соответствующих точкам, лежащим
на предельной кривой (1.1), дефект всегда
ориентирован или перпендикулярно к линии
действия растягивающего напряжения, или
вдоль линии действия сжимающего напряже-
ния, т.е. величина 𝛼(𝑎*) принимает одно из
двух значений: 0, либо 𝜋

2 .
Допустим, что при развитии трещина не

закрывается. Это означает, что 𝑏′(𝑎) > 0 в
некоторой окрестности значения 𝑎*.

Оценим выражение (1.2):

0 <
𝜀+ 𝑏′

2 + 𝜀+ 𝑏′ (1 + 2𝜀)
<

𝜀+ 𝑏′

2 + 𝜀+ 𝑏′
=

=
1

2
𝜀+𝑏′ + 1

< 1,

т.е. 0 < 𝜈(𝑎) < 1.
Выразим коэффициенты придельной кри-

вой (1.1) через экспериментальные значения
пределов прочности материала при одноос-
ном растяжении 𝑃+ и сжатии 𝑃− при тем-
пературе опыта 𝑇 = 𝑇0. При 𝑃2 = 0, 𝑃1 = 𝑃
выражение (1.1) можно представить в виде

𝑃 2 +2𝛼0𝑇0𝑘1 (1− 𝜈*)𝑃 − 32𝜇 (1− 𝜈*)
(𝜒+ 1)𝜋

𝛾

𝑎*
= 0.

Это квадратное уравнение относительно 𝑃 .
Поскольку 𝜈* < 1 его решение имеет вид

𝑃± = −𝛼0𝑇0 (1− 𝜈*) 𝑘1
√︀
𝜓1,

𝜓1 = [𝛼0𝑇0 (1− 𝜈*) 𝑘1]
2+

+ 32𝜇 (1− 𝜈*) 𝛾 [𝜋 (𝜒+ 1) 𝑎*]
−1 ,

выполняются равенства

𝑃+ + 𝑃− = −2𝛼0𝑇0 (1− 𝜈*) 𝑘1,

𝑃+𝑃− = −32 (1− 𝜈*) 𝛾 [𝜋 (𝜒+ 1) 𝑎*]
−1 .

(1.4)
Коэффициент Пуассона 𝜈 для всех хруп-
ких материалов удовлетворяет неравенствам
0 < 𝜈 < 0,5. Тогда 𝑘1 ̸= 0. Если дополни-
тельно предположить, что 𝛼0 ̸= 0, 𝑇0 ̸= 0, из
первого равенства (1.4) имеем

2𝜈* = 2 +
𝑃+ + 𝑃−

𝛼0𝑇0𝑘1
.

С учетом второго равенства (1.4) и послед-
ней формулы представим критерий (1.1) в
следующем виде:

𝑃 2
1 + 𝑃 2

2 −
(︂
2 +

𝑃+ + 𝑃−

𝛼0𝑇0𝑘1

)︂
𝑃1𝑃2−

−
(︀
𝑃+ + 𝑃−)︀ (𝑃1 + 𝑃2) + 𝑃+𝑃− = 0. (1.5)

Итак, предельная кривая имеет вид (1.5), ес-
ли экспериментальные значения 𝑃+ и 𝑃− из-
вестны.

При этом, если 𝜈* < 1, а сумма 𝑃+ + 𝑃−

всегда отрицательна, для хрупких материа-
лов выражение (1.5) соответствует эллипсу в
пространстве главных напряжений 𝑃1 и 𝑃2.

Если в (1.1) заведомо предложить, что
𝜈* = 𝜈1 = 𝜈 [4] при плоском напряженном
состоянии и 𝜈* = 𝜈1 = 𝜈

1−𝜈 при плоской де-
формации, выражение (1.1) примет вид

𝑃 2
1 + 𝑃 2

2 − 2𝜈1𝑃1𝑃2 + 2𝛼0𝑇0𝐸1 (𝑃1 + 𝑃2) =

=
4𝐸1 (1− 𝜈1)

𝜋

𝛾

𝑎*
. (1.6)

В выражении (1.6) 𝐸1 = 𝐸 для плоского на-
пряжённого состояния и 𝐸 = 𝐸1

1−𝜈21
для плос-

кого деформированного состояния.
Очевидно, что для построения предельной

кривой (1.1) в данном случае достаточно най-
ти из эксперимента предел прочности только
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при растяжении или только при сжатии. Дей-
ствительно, полагая в критерии (1.6) 𝑃2 = 0,
𝑃1 = 𝑃 получаем

𝑃 2 + 2𝛼0𝑇0𝐸1𝑃 − 4𝐸1 (1− 𝜈1)

𝜋

𝛾

𝑎*
= 0.

Решая это уравнение, находим

𝑃± − 𝛼0𝑇0𝐸1 ±
√
𝜃,

𝜃 = (𝛼0𝑇0𝐸1)
2 + 4𝐸1 (1− 𝜈1) 𝛾(𝜋𝑎*)

−1,

𝑃+ + 𝑃− = −2𝛼0𝑇0𝐸1,

𝑃+𝑃− = −4𝐸1 (1− 𝜈1) 𝛾 (𝜋𝑎*)
−1 .

(1.7)

Тогда с учётом выражений (1.7) критерий
(1.6) запишем в виде

𝑃 2
1 + 𝑃 2

2 − 2 𝜈1𝑃1𝑃2 + 2𝛼0𝑇0𝐸1 (𝑃1 + 𝑃2)−
− 𝑃+

(︀
2𝛼0𝑇0𝐸1 + 𝑃+

)︀
= 0

или

𝑃 2
1 + 𝑃 2

2 − 2 𝜈1𝑃1𝑃2 + 2𝛼0𝑇0𝐸1 (𝑃1 + 𝑃2)−
− 𝑃− (︀2𝛼0𝑇0𝐸1 + 𝑃−)︀ = 0.

В этом случае для построения предельной
кривой достаточно определить из эксперимен-
та предел прочности только при растяжении
𝑃+ или только при сжатии 𝑃−.

При принятом предположении относи-
тельное значение 𝜈* первая формула (1.7) име-
ет смысл физического соотношения между
физико-механическими параметрами матери-
ала 𝑃+, 𝑃−, 𝐸 и температуры 𝑇0, которое
может быть проверено экспериментально.

Из второго равенства (1.7) следует также,
что

𝛾

𝑎*
= − 𝑃+𝑃−

4𝐸1 (1− 𝜈1)
=

=
𝑃− (2𝛼0𝑇0𝐸1 + 𝑃−)𝜋

4𝐸1 (1− 𝜈1)
=

=
𝑃+ (2𝛼0𝑇0𝐸1 + 𝑃+)

4𝐸1 (1− 𝜈1)
. (1.8)

Выражение (1.8) позволяет теоретически
определить величину 𝛾, если известен кри-
тический размер дефекта 𝑎* [5].

2. К исследованию математической
модели критерия хрупкого

разрушения

Если допустить, что величина 𝜈1 является
физико-механическим параметром материа-
ла [4], то можно дополнительно предполо-
жить, что 𝜈(𝑎) = 𝜈1 при всех 𝑎. Это предпо-
ложение позволяет определить зависимость
𝜀 (𝑎)

Определим зависимость 𝜀 (𝑎) при образо-
вании дефекта эллиптической формы. В этом
случае зависимость 𝜈(𝑎) имеет достаточно
простой вид. С учётом выражения (1.2) при
всех 𝑎 имеем

𝜀+ 𝑏′

2 + 𝜀+ 𝑏′(1 + 2𝜀)
= 𝜈1. (2.1)

Поскольку 𝑏′ = 𝜀 + 𝑎𝜀′, из равенства (2.1)
получим уравнение с разделяющимися пере-
менными

(1− 𝜈1)− 2 𝜈1𝜀

2 [𝜈1𝜀2 − (1− 𝜈1) 𝜀+ 𝜈1]
𝑑𝜀 =

𝑑𝑎

𝑎
. (2.2)

Общее решение уравнения (2.2) имеет вид
𝑎 = 𝐶0

|𝜈1𝜀2−(1−𝜈1)𝜀+𝜈1| .
Здесь 𝐶0 — произвольная постоянная,

которую определим из начального условия
𝜀 (𝑎*) = 𝜀0, где 𝜀0 — любое достаточно ма-
лое положительное число. Такому начально-
му условию удовлетворяет зависимость

𝜀 (𝑎) =
(1− 𝜈1)−

√
𝜓2

2𝜈1
, (2.3)

𝜓2 = (1− 𝜈1)
2 − 4𝜈21+

+ 4𝜈1
𝑎2*
𝑎2
[︀
𝜈1𝜀

2
0 − (1− 𝜈1) 𝜀0 + 𝜈1

]︀
.

Рассмотрим выражение под корнем в правой
части равенства (2.3). Для любого фиксиро-
ванного 𝑎* > 0 имеем

(1− 𝜈1)
2 − 4𝜈21+

+ 4𝜈1
𝑎2*
𝑎2
[︀
𝜈1𝜀

2
0 − (1− 𝜈1) 𝜀0 + 𝜈1

]︀
=

= ((1− 𝜈1)− 2𝜀0𝜈1)
2.

Следовательно, функция 𝜀 (𝑎) определена в
некоторой окрестности значения 𝑎* и

𝜀 (𝑎) = 𝜀 (𝑎*) = 𝜀0,

где 𝜀0 — сколь угодно малая величина для
любого фиксированного значения 𝑎*. Предпо-
ложение 𝜀≪ 1 в данном случае оправданно.
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Вычислим 𝜀′ (𝑎)

𝜀′ (𝑎) =
𝑎2*
[︀
𝜈1𝜀

2
0 − (1− 𝜈1) 𝜀0 + 𝜈1

]︀

𝑎3
√
𝜓3

, (2.4)

𝜓3 = (1− 𝜈1)
2 − 4𝜈21+

+ 4𝜈1
𝑎2*
𝑎2
[︀
𝜈1𝜀

2
0 − (1− 𝜈1) 𝜀0 + 𝜈1

]︀
.

Тогда для любого 𝑎* > 0 существует окрест-
ность значения 𝑎*, в которой с учетом ра-
венства 𝑏′ = 𝜀 + 𝑎𝜀′ и равенства (2.4) при
надлежащем выборе чисел 𝜀0 (0 < 𝜀0 <

1−𝜈
2𝜈 ,

0 < 𝜈 < 0,5) 𝑏′(𝑎) > 0.
Таким образом, при сформулированном

предположении трещина не закрывается при
развитии.

Оценим величину 𝜀 (𝑎*) снизу. Рассмот-
рим условие «несмыкания» берегов трещины.

В криволинейной системе координат (𝜌, 𝜃),
связанной с конформным преобразованием
𝑧 = 𝜔(𝜉) внешности единичного круга |𝑧| = 1
на внешность криволинейного (в частности,
эллиптического) отверстия, имеет место со-
отношение [6]

2𝜇
⃒⃒
𝜔′ (𝜉)

⃒⃒
(𝑢𝜌 + 𝑖𝑢𝜃) =

=
𝜉

𝜌
𝜔′(𝜉)

{︂
𝜒𝜙 (𝜉)− 𝜔 (𝜉)

𝜔′ (𝜉)
𝜙′ (𝜉)− 𝜓(𝜉)

}︂
.

(2.5)

В (2.5) 𝑢𝜌 и 𝑢𝜃 — компоненты перемещения
относительно криволинейной системы коорди-
нат, 𝜙(𝜉) и 𝜓(𝜉) — комплексные потенциалы,
регулярные во внешности единичного круга
|𝜉| = 1 функции, определяющие по формулам
Колосова–Мусхелишвили [6] решение соответ-
ствующей задачи теории упругости.

Поскольку на границе дефекта напряже-
ния обращаются в ноль, граничные условия
для функции 𝜙 (𝜉) и 𝜓(𝜉) при |𝜉| = 1 имеют
вид [6]

𝜙 (𝜎) +
𝜔 (𝜎)

𝜔′ (𝜎)
𝜙′ (𝜎) + 𝜓 (𝜎) = 0,

𝜎 = 𝑒𝑖𝜃, 0 < 𝜃 < 2𝜋

и выражение (2.5) принимает, с учетом по-
следнего равенства при |𝜉| = 1, вид

𝑢𝜌 + 𝑖𝑢𝜃 =
𝜒+ 1

2𝜇
𝑒−𝑖𝜃 𝜔

′ (𝑒𝑖𝜃)
|𝜔′ (𝑒𝑖𝜃)|𝜙

(︁
𝑒𝑖𝜃
)︁
. (2.6)

В (2.6) для соответствующей задачи теории
упругости (для плоскости ослабленной эллип-
тическим отверстием) имеем [3,6]

𝜔 (𝜉) = 𝑅

(︂
𝜉 +

𝑚

𝜉

)︂
, 𝑅 =

𝑎

2
(1 + 𝜀) ,

𝑚 =
1− 𝜀

1 + 𝜀
, 𝜀 =

𝑏

𝑎
,

𝑎 и 𝑏 — полуоси эллипса

𝜙 (𝜉) = 𝑅Γ𝜉 −𝑅
(︀
Γ𝑚+ Γ̄′)︀ 1

𝜉
, (2.7)

Γ =
1

4
(𝑃1 + 𝑃2) , Γ′ = −1

2
(𝑃1 + 𝑃2) 𝑒

−2𝑖𝛼.

С учётом выражений (2.7) формула (2.6) при-
нимает вид

𝑢𝜌 + 𝑖𝑢𝜃 =

=
𝜒+ 1

2𝜇
𝑅
(1−𝑚𝑒2𝑖𝜃)(Γ−

(︀
Γ𝑚+ Γ̄′)︀ 𝑒−2𝑖𝜃)√

1− 2𝑚 cos 2𝜃 +𝑚2
.

(2.8)

Отделяя в равенстве (2.8) мнимую и веще-
ственную части, получим

𝑢𝜌 =
𝜒+ 1

16𝜇

𝑎√︀
𝜀2cos2𝜃 + sin2𝜃

×

×
[︂
2(𝑃1 + 𝑃2)

(︀
𝜀2cos2𝜃 + sin2𝜃

)︀
+ (𝑃1 − 𝑃2)×

×
(︁
(1 + 𝜀)2 cos 2 (𝛼− 𝜃)−

(︀
1− 𝜀2

)︀
cos 2𝛼

)︁]︂
;

𝑢𝜃 =
𝜒+ 1

32𝜇

𝑎√︀
𝜀2cos2𝜃 + sin2𝜃

×

×
[︂
(𝑃1 − 𝑃2)((1 + 𝜀)2 sin 2 (𝛼− 𝜃)−

−
(︀
1− 𝜀2

)︀
(1 + 𝜀)2 sin 2𝛼)

]︂
. (2.9)

Из геометрического смысла компонентов сме-
щения 𝑢𝜌 и 𝑢𝜃 относительно криволинейной
системы координат, связанной с соответству-
ющим конфорным преобразованием следу-
ет, что набегание берегов трещины возможно
только при отрицательных значениях компо-
ненты 𝑢𝜌. Компонента 𝑢𝜌 принимает отрица-
тельные значения для всех 0 6 𝜃 6 2𝜋 при
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𝑃1 = 𝑃2 = 𝑃 < 0, т.е. в случае всесторонне-
го сжатия. При этом компонента 𝑢𝜃 тожде-
ственно равна нулю. В случае всестороннего
сжатия из (2.9) получаем

𝑢𝜌 =
𝜒+ 1

16𝜇
𝑎𝑃
√︀
𝜀2cos2𝜃 + sin2𝜃. (2.10)

Из соотношения (2.10) следует, что компонен-
та 𝑢𝜌 достигает максимального значения при
𝜃 = 𝜋

2 . Тогда условие несмыкания берегов
трещины имеет вид

𝑏−
⃒⃒
⃒𝑢𝜌
(︁𝜋
2

)︁⃒⃒
⃒ > 0. (2.11)

Подставив в условие (2.11) значение 𝑢𝜌
(︀
𝜋
2

)︀
,

окончательно получаем

𝜀 (𝑎*) >
𝜒+ 1

4𝜇

⃒⃒
𝑃−
*
⃒⃒
. (2.12)

В выражении (2.12) 𝑃−
* — предел прочности

при всестороннем сжатии в условиях плос-
кого напряженного состояния или плоской
деформации соответственно.

Заметим, что величина 𝜒+1
4𝜇 |𝑃−

* | в выра-
жении (2.12) значительно меньше единицы
для известных хрупких материалов.
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