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Abstract. The aim of the work is to determine the axisymmetric stress-strain state of anisotropic
bodies of revolution under the influence of an external load, and unbalanced and under conditions
of temperature influences with missing internal heat sources.

This problem is provided by the development of the method of boundary states on the class
of axisymmetric problems of thermoelasticity for anisotropic bodies of revolution. Development
of the theory of constructing the bases of spaces of internal states, including displacement,
deformation, stresses and temperature. The basis is formed on the basis of the general solution of
the thermoelasticity problem for a transversely isotropic body of revolution and the formation of
the relations determining the desired elastic state.

To determine the elastic axisymmetric state from the action of mass forces, it is assumed that
the inverse method is extended to a class of problems for anisotropic bodies. By rheology, the
inverse method is similar to the method of boundary states. The basis of the space of states is
formed with the help of fundamental polynomials. After the orthogonalization of the basis, the
desired state is determined by the Fourier series, the coefficients of which are definite integrals
whose nuclei constitute the multiplication of temperatures.

The solution of the boundary value problem of mechanics is assumed to be a means of the
method of boundary states. The basis of the space of internal states is formed according to the
fundamental system of Weierstrass polynomials. The mechanical characteristics are expanded in a
series of elements of the orthonormal basis, where the scalar products having the energy sense act
as coefficients.

The final result is written as the sum of three independent states. The solution of the test
problem for a circular cylinder from a rock with the corresponding conclusions is given, the
design problem for a body of revolution is a stepped cylinder. Explicit and indirect signs of the
convergence of the solution of problems and graphical visualization of the results are presented.

Keywords: anisotropy, thermoelasticity, boundary state method, inverse method, mass forces,
axisymmetric problems, boundary value problems.

Детали из современных материалов, ин-
терпретируемых с точки зрения теории упру-
гости как анизотропные в отношении упругих
свойств, часто пребывают в сложных эксплуа-
тационных условиях. Помимо нагрева, на них
действуют поверхностные и массовые силы.
Определение напряженно-деформированного
состояния от совокупности таких воздействий
в силу сложной физической природы матери-
алов составляет актуальную научную задачу.

В случае упругих деформаций анизотроп-
ного тела напряжения, деформации и темпе-
ратура чаще всего связываются с помощью

уравнений Дюгамеля–Неймана, вывод кото-
рых с точки зрения термодинамики приведен
в книге Новацкого [1]. Задачи термоупруго-
сти для анизотропных тел рассматривались
в книгах Б.Е. Победри [2], А.С. Кравчука [3].

Задачи определения температурного поля
по заданным на границе значениям темпера-
тур, тепловых потоков для изотропных одно-
родных и неоднородных тел исследовались
методом граничных состояний с возмущения-
ми в работе [4].

В работе [5] рассматривается осесиммет-
ричная задача статической термоупругости
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Рис. 1. Транстропное тело вращения

для трансверсально-изотропного круглого ци-
линдра конечной длины. С помощью специ-
альной функции напряжения выводится ос-
новное уравнение поставленной задачи. До-
казывается, что оператор симметричный и
положительно определенный, тем самым ре-
шение исходного уравнения сводится к задаче
о минимальном функционале.

В работе [6] показан обратный метод опре-
деления напряженно-деформированного со-
стояния упругого изотропного тела под дей-
ствием непрерывных объемных сил.

Решение краевых осесимметричных задач
теории упругости для тел вращения методом
граничных состояний проведено в работе [7].

1. Постановка задачи
Рассматривается равновесие трансвер-

сально-изотропного тела, ограниченного од-
ной или несколькими коаксиальными поверх-
ностями вращения, под действием поверхност-
ных усилий 𝑅𝑛, 𝑍𝑛, симметрично распреде-
ленных относительно оси вращения, массо-
вых сил X и находящегося в поле установив-
шихся температур 𝑇 (рис. 1). Поставленную
задачу будем называть краевой задачей тер-
моупругости.

Решение задачи можно разделить на три
этапа: сначала решается температурная зада-
ча с определением внутреннего состояния 𝜉0,
определяется упругое состояние от действия
массовых сил 𝜉𝑋 , затем решается краевая
задача механики от заданных внешних сил,
приложенных к поверхности тела или пере-
мещений 𝜉, а полученные поля механических
характеристик складываются:

Ω = 𝜉0 + 𝜉𝑋 + 𝜉. (1.1)

В этом случае можно проводить анализ, на-
пример, исходя из теорий прочности и жестко-
сти от суммарного воздействия всех факторов

на деформируемое твердое тело, при необ-
ходимости изменяя кинематику движения,
внешние нагрузки или температуру на стадии
проектирования. Необходимость в дискрети-
зации задачи обусловлена тем, что сложно
создать теорию, охватывающую все три воз-
действия разной физической природы, «тем
более, что состояния от каждого из них удо-
влетворяют разным определяющим соотно-
шениям.

Целью работы является распространение
энергетического метода граничных состоя-
ний [8] на класс статических задач теории
термоупругости для анизотропных тел, обоб-
щение обратного метода [6] на класс задач по
определению механических характеристик от
массовых сил для анизотропных тел, а также
решение классической краевой задачи теории
анизотропной упругости, тем самым позволяя
получать суммарный результат от действия
всех факторов и проводить оценку уровня на-
пряжений и конфигурации деформированной
границы твердых тел, работающих в тяжелых
условиях.

2. Общее решение осесимметричной
задачи эластостатики без учета

температурных деформаций

В работе [9] на основе метода инте-
гральных наложений установлена зависи-
мость между пространственным напряжен-
ным и деформированным состоянием упруго-
го трансверсально-изотропного тела и опре-
деленными вспомогательными двумерными
состояниями, компоненты которого зависят
от двух координат 𝑧 и 𝑦 (переменных).

В качестве плоских вспомогательных со-
стояний используется плоская деформация,
возникающая в цилиндрах с осью 𝜂, имеющих
в каждой точке плоскость упругой симмет-
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Осесимметричное термоупругое деформирование трансверсально-изотропных тел вращения

рии, параллельную плоскости 𝑧𝑦 [9]:

𝜎𝑝𝑙𝑧 = −Re[𝛾21𝜑
′
1 (𝜍1) + 𝛾22𝜑

′
2 (𝜍2)];

𝜎𝑝𝑙𝑦 = Re[𝜑′1 (𝜍1) + 𝜑′2 (𝜍2)];

𝜎𝑝𝑙𝑧𝑦 = −Re[𝛾1𝜑
′
1 (𝜍1) + 𝛾2𝜑

′
2 (𝜍2)]; (2.1)

𝜎𝑝𝑙𝜂 = 𝜈𝑟𝜎
𝑝𝑙
𝑦 + 𝜈𝑧

𝐸𝑟

𝐸𝑧
𝜎𝑝𝑙𝑧 ; 𝜏𝑧𝜃 = 0; 𝜏𝑟𝜃 = 0;

𝑢𝑝𝑙𝑧 = Re[𝑝1𝜑1 (𝜍1) + 𝑝2𝜑2 (𝜍2)];

𝑢𝑝𝑙𝑦 = Re[𝑖𝑞1𝜑1 (𝜍1) + 𝑖𝑞2𝜑2 (𝜍2)],

где константы 𝑞1 и 𝑝1 определены упруги-
ми параметрами материала,𝜍𝑗 = 𝑧/𝛾𝑗 + 𝑖𝑦,
𝛾𝑗 — комплексные корни характеристическо-
го уравнения
(︂
1− 𝜈2𝑧

𝐸𝑟

𝐸𝑧

)︂
𝛾4𝑗 −

[︂
𝐸𝑧

𝐺𝑧
− 2𝜈𝑧(1 + 𝜈𝑟)

]︂
𝛾2𝑗+

+ (1− 𝜈2𝑟 )
𝐸𝑧

𝐺𝑟
= 0,

где функции 𝜑𝑗(𝜍𝑗) — аналитические по сво-
им переменным, 𝐸𝑧 и 𝐸𝑟 — модули упруго-
сти соответственно в направлении оси 𝑧 и в
плоскости изотропии, 𝜈𝑧, 𝜈𝑟 — коэффициенты
Пуассона, 𝐺𝑟 и 𝐺𝑧 — модули сдвига [9].

Переход к осесимметричному простран-
ственному состоянию в цилиндрических коор-
динатах осуществляется по зависимостям [7]

𝜎𝑧 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝜎𝑝𝑙𝑧√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦,

𝜎𝑧𝑟 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝜎𝑝𝑙𝑧𝑦

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦, 𝜎𝑧𝜃 = 𝜎𝑟𝜃,

𝜎𝑟−𝜎𝜃 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

(𝜎𝑝𝑙𝑦 − 𝜎𝑝𝑙𝜂 )(2𝑦2 − 𝑟2)

𝑟2
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦, (2.2)

𝜎𝑟 + 𝜎𝜃 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

(𝜎𝑝𝑙𝑦 + 𝜎𝑝𝑙𝜂 )√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦,

𝑢 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝑢𝑝𝑙𝑦

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦,

𝑤 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝑢𝑝𝑙𝑧

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦, 𝑣 = 0.

3. Температурные деформации и
напряжения трансверсально-

изотропного тела

Установившееся температурное поле
𝑇 𝑝𝑙
0 (𝑧, 𝑦) плоского вспомогательного состо-

яния с отсутствующими внутри источниками
тепла удовлетворяет уравнению теплопровод-
ности [9]

(︂
𝑘𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑘𝑟

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
𝑇 𝑝𝑙
0 (𝑧, 𝑦) = 0, (3.1)

где 𝑘𝑧 и 𝑘𝑟 — коэффициенты теплопроводно-
сти в направлении оси симметрии и перпен-
дикулярно к ней,

𝑇 𝑝𝑙
0 =

𝑔0
𝐸𝑧

Re[𝜑′0 (𝜍0)],

𝜍0 = 𝑧/𝛾0 + 𝑖𝑦, 𝛾0 =
√︀
𝑘𝑧/𝑧𝑟,

(3.2)

𝑔0 =
(𝐸𝑧 − 𝜈2𝑧𝐸𝑟)(𝛾

2
1 − 𝛾20)(𝛾

2
2 − 𝛾20)

𝛾20(𝛼𝑧𝐸𝑧 + 𝛼𝑟𝜈𝑧𝐸𝑟)− 𝛼𝑟𝐸𝑧(1 + 𝜈𝑟)
.

Перемещения, соответствующие температур-
ному полю [9],

𝑢0𝑧
𝑝𝑙
= Re[𝑝0𝜑0 (𝜍0)]; 𝑢0𝑦

𝑝𝑙
= Re[𝑖𝑞0𝜑0 (𝜍0)];

𝑢0𝜂
𝑝𝑙
= 0;

𝜎0𝑧
𝑝𝑙
= −Re[𝛾20𝜑

′
0 (𝜍0)];

𝜎0𝑦
𝑝𝑙
= Re[𝜑′0 (𝜍0)];

(3.3)

𝜎0𝑧𝑦
𝑝𝑙
= −Re[𝛾0𝜑

′
0 (𝜍0)];

𝜎0𝜂
𝑝𝑙
= Re[(1− 𝜀0)𝜑

′
0 (𝜍0)]; 𝜏𝑧𝜃 = 0; 𝜏𝑟𝜃 = 0,

где 𝑝0, 𝑞0, 𝜀0 — постоянные, зависящие от
упругих констант и коэффициентов темпера-
турного расширения 𝛼𝑧 и 𝛼𝑟, 𝜑0 (𝜍0) — неко-
торая аналитическая функция переменной
𝜍0.

Переход к пространственному осесим-
метричному температурному состоянию осу-
ществляется по зависимостям (2.2), только
берутся уже плоские температурные состоя-
ния.
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4. Основные положения метода
граничных состояний

Метод является новым энергетическим
методом решения задач уравнений матема-
тической физики. Он показал свою эффек-
тивность в решении краевых задач теории
упругости как для изотропных, так и для
анизотропных сред, в решении задач термо-
упругости, гидродинамики идеальной жидко-
сти, динамики (колебаний) изотропных тел.

Фундамент метода составляют простран-
ства внутренних Ξ и граничных Γ состояний

Ξ = {𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, . . . , 𝜉𝑘, . . .} ;

Γ = {𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, . . . , 𝛾𝑘, . . .} .
Внутреннее состояние определяется набора-
ми компонент вектора перемещений, теноров
деформаций и напряжений

𝜉𝑘 = {𝑢𝑘𝑖 , 𝜀𝑘𝑖𝑗 , 𝜎𝑘𝑖𝑗}. (4.1)

Основной сложностью формирования реше-
ния в МГС является конструирование бази-
са внутренних состояний, который опирается
на общее или фундаментальное решение для
среды, также возможно использование каких-
либо частных или специальных решений.

Скалярное произведение в пространстве
Ξ внутренних состояний выражается через
внутреннюю энергию упругого деформиро-
вания (отсюда и принадлежность метода к
классу энергетических). Например, для 1-го
и 2-го внутреннего состояния тела, занимаю-
щего область 𝑉 , получим

(𝜉1, 𝜉2) =

∫︁

𝑉

𝜀1𝑖𝑗𝜎
2
𝑖𝑗 d𝑉,

причем в силу коммутативности состояний
среды

(𝜉1, 𝜉2) = (𝜉2, 𝜉1) =

∫︁

𝑉

𝜀1𝑖𝑗𝜎
2
𝑖𝑗𝑑𝑉 =

∫︁

𝑉

𝜀2𝑖𝑗𝜎
1
𝑖𝑗 d𝑉.

Граничное состояние определяется компонен-
тами вектора перемещения точек границы и
поверхностных усилий

𝛾𝑘 = {𝑢𝑘𝑖 , 𝑝𝑘𝑖 }, 𝑝𝑘𝑖 = 𝜎𝑘𝑖𝑗𝑛𝑗 ,

где 𝑛𝑗 – компонента нормали к границе.
В пространстве граничных состояний Γ

скалярное произведение выражает работу

внешних сил по поверхности тела 𝑆, напри-
мер для 1-го и 2-го состояния будем иметь

(𝛾1, 𝛾2) =

∫︁

𝑆

𝑝1𝑖𝑢
2
𝑖 d𝑆,

причем в силу принципа возможных переме-
щений

(𝛾1, 𝛾2) = (𝛾2, 𝛾1) =

∫︁

𝑆

𝑝1𝑖𝑢
2
𝑖 d𝑆 =

∫︁

𝑆

𝑝2𝑖𝑢
1
𝑖 d𝑆.

Доказано, что в случае гладкой границы оба
пространства состояний являются гильбер-
товыми и сопряжены изоморфизмом [8]. По
определению каждому элементу 𝜉𝑘 ∈ Ξ соот-
ветствует единственный элемент 𝛾𝑘 ∈ Γ, при-
чем это соответствие взаимно-однозначное:
𝜉𝑘 ↔ 𝛾𝑘. Это позволяет определение внутрен-
него состояния свести к построению изоморф-
ного ему граничного состояния. Последнее
существенно зависит от краевых условий. В
случае первой и второй основной задачи ме-
ханики проблема сводится к разрешающей
системе уравнений относительно коэффици-
ентов Фурье, разложения искомых внутрен-
него (𝜉) и граничного (𝛾) состояний в ряд по
элементам ортонормированного базиса

𝜉 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝜉𝑘; 𝛾 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛾𝑘 (4.2)

или в явном виде:

𝑝𝑖 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑝
𝑘
𝑖 ; 𝑢𝑖 =

∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑢
𝑘
𝑖 ;

𝜎𝑖𝑗 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝜎
𝑘
𝑖𝑗 ; 𝜀𝑖𝑗 =

∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝜀
𝑘
𝑖𝑗 .

Коэффициенты Фурье в случае первой основ-
ной задачи с заданными на границе усилиями
p ∈ {𝑝𝑟, 𝑝𝜃, 𝑝𝑧} в цилиндрических координа-
тах, имеют вид

𝑐𝑘 = (p,u𝑘) =

=

∫︁

𝑆

(𝑝𝑟𝑢
𝑘 + 𝑝𝜃𝑣

𝑘 + 𝑝𝑧𝑤
𝑘)𝑑𝑆, (4.3)

где u𝑘 ∈ {𝑢𝑘, 𝑣𝑘, 𝑤𝑘} — вектор перемещения
в базисном элементе 𝛾𝑘 = {𝑢𝑘𝑖 , 𝑝𝑘𝑖 }.
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5. Решение температурной задачи

В данной работе температурное поле, да-
ющее значение температуры в любой точке
тела, будем считать известным.

Определение механического состояния
анизотропного тела от температурного по-
ля осуществляется средствами, схожими по
структуре со средствами МГС. В качестве
внутреннего состояния Ξ0 =

{︀
𝜉01 , 𝜉

0
2 , 𝜉

0
3 , . . .

}︀
принимаются наборы

𝜉0𝑘 =
{︀{︀
𝑢0, 𝑣0, 𝑤0

}︀
,

{︀
𝜀0𝑧, 𝜀

0
𝑟 , 𝜀

0
𝜃, 𝜀

0
𝑧𝑟, 𝜀

0
𝑧𝜃, 𝜀

0
𝑟𝜃

}︀
,

{︀
𝜎0𝑧 , 𝜎

0
𝑟 , 𝜎

0
𝜃 , 𝜏

0
𝑧𝑟, 𝜏

0
𝑧𝜃, 𝜏

0
𝑟𝜃

}︀
, 𝑇 0

}︀
. (5.1)

Плоские вспомогательные температурные со-
стояния могут быть сконструированы, при-
давая функции 𝜑0 в (3.2), (3.3) следующие
значения:

𝜑0 = 𝜍𝑛0 , 𝑛 = 1, 2, 3, . . . .

Далее по соотношениям (2.2) вычисляются
компоненты пространственного температур-
ного состояния, образуя базис Ξ0.

Ортонормирование базиса простран-
ства Ξ0 осуществляется по разработанному
рекурсивно-матричному алгоритму ортого-
нализации [10], где в качестве перекрестных
скалярных произведений принимаются (на-
пример, для 1-го и 2-го состояния)

(𝜉01 , 𝜉
0
2) =

∫︁

𝑉

𝑇 0
1 𝑇

0
2 d𝑉.

Искомое температурное состояние представ-
ляет собой ряд Фурье

𝜉0 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐0𝑘𝜉
0
𝑘, (5.2)

где 𝜉0𝑘 — элементы ортонормированного ба-
зиса внутреннего состояния Ξ0, 𝑐0𝑘 — коэф-
фициенты Фурье, которые рассчитываются
следующим образом:

𝑐0𝑘 =

∫︁

𝑉

𝑇 𝑇 0
𝑘 𝑑𝑉, (5.3)

где 𝑇 0
𝑘 — температура в базисном элементе

𝜉0𝑘, 𝑇 — заданное поле температуры. После
восстановления поля температуры, удовлетво-
ряющего уравнению теплопроводности (3.1),
определяются вектор перемещения, тензоры
деформаций и напряжений соответствующих
температурному состоянию.

6. Состояние от массовых сил
В работе [6] изложена методика определе-

ния напряженно-деформированного состоя-
ния изотропных тел от действия неконсерва-
тивных непрерывных объемных сил.

Для построения поля перемещений от мас-
совых сил для плоских вспомогательных со-
стояний применяется фундаментальная си-
стема многочленов 𝑦𝛼𝑧𝛽 , которую можно по-
местить в любую позицию вектора перемеще-
ния u𝑋𝑝𝑙 (𝑦, 𝑧), образуя некоторое допустимое
упругое состояние

u𝑋𝑝𝑙 =
{︁{︁

𝑦𝛼𝑧𝛽, 0,
}︁
,
{︁
0, 𝑦𝛼𝑧𝛽

}︁}︁
.

Далее согласно (2.2) определяются компонен-
ты вектора перемещения u𝑋 (𝑟, 𝑧) простран-
ственного осесимметричного состояния.

Перебор всевозможных вариантов в пре-
делах 𝛼 + 𝛽 6 𝑛, (𝑛 = 1, 2, 3, . . .) позволяет
получить множество состояний, которое со-
держит конечномерный базис, дающий воз-
можность разложить произвольный вектор
непрерывных массовых сил в ряд Фурье по
его элементам при увеличении числа 𝑛 до
бесконечности.

Наличие базиса позволяет провести его
ортогонализацию [10] в соответствии со ска-
лярным произведением (например, для 1-го
и 2-го состояния)

(︁
X(1), X(2)

)︁
=

∫︁

𝑉

X(1) ·X(2) d𝑉 ;

X(𝑘) = {𝑅(𝑘) (𝑟, 𝑧) , 𝑍(𝑘) (𝑟, 𝑧)}.
Любой непрерывный вектор объемных сил
может быть представлен в виде ряда Фурье,
разложенного по элементам ортонормирован-
ного базиса,

X =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑋𝑘 X(𝑘)
орт, 𝑐𝑋𝑘 =

(︁
X,X(𝑘)

орт

)︁
, (6.1)

где X = {𝑅,𝑍} заданные массовые силы.
Каждому базисному вектору X(𝑘) соот-

ветствуют вектор перемещения и тензоры де-
формаций и напряжений, в совокупности об-
разующие внутреннее состояние от действия
массовых сил

𝜉𝑋 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑋𝑘 𝜉
𝑋
𝑘 . (6.2)
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Таблица 1. Ортонормированный базисный набор функций температуры

𝑇 0

𝜉01 −0,70711

𝜉02 −0,61237𝑧

𝜉03 0,75375 + 0,07294𝑟2 − 0,59266𝑧2

𝜉04 1,28853𝑧 + 0.21475𝑟2𝑧 − 0,58163𝑧3

𝜉05 −0,6645− 0,21216𝑟2 − 0,01278𝑟4 + 1,7238𝑧2 + 0,41552𝑟2𝑧2 − 0,56268𝑧4

7. Построение базиса внутренних
состояний в краевой задаче

Базисные наборы (4.1) можно конструи-
ровать, генерируя возможные варианты для
двух аналитических функций 𝜑1 (𝜍1) и 𝜑2 (𝜍2)
плоского вспомогательного состояния (2.1).
Эти функции составляют наборы

(︂
𝜑1 (𝜍1)
𝜑2 (𝜍2)

)︂
∈
{︃(︂

𝜍𝑛1
0

)︂
,

(︂
0
𝜍𝑛2

)︂
,

(︂
𝑖𝜍𝑛1
0

)︂
,

(︂
0
𝑖𝜍𝑛2

)︂
, ...

}︃
, (7.1)

𝑛 = 1, 2, . . . .

В соответствии с (7.1) определяются все меха-
нические характеристики плоского вспомога-
тельного состояния, и далее следует переход
к трехмерному состоянию по зависимостям
(2.2).

Дальнейший ход решения уже в простран-
ственном состоянии осуществляется по мето-
дике, описанной в п.т. 4.

8. Решение задачи для цилиндра

Рассмотрим термоупругое равнове-
сие трансверсально-изотропного круго-
вого цилиндра, занимающего область
𝐷 = {(𝑧, 𝑟) | 0 6 𝑟 6 1, −2 6 𝑧 6 2}, из
горной породы алевролита крупного темно-
серого [11]. После процедуры обезразмери-
вания с масштабным коэффициентом 𝜂* =
= 105 кгс/см2 упругие характеристики ма-
териала: 𝐸𝑧 = 6,21; 𝐸𝑟 = 5,68; 𝐺𝑧 = 2,55;
𝜈𝑧 = 0,22; 𝜈𝑟 = 0,24. В качестве температур-
ных характеристик выберем характеристики
схожей по структуре горной породы доло-
мита. В качестве коэффициентов теплопро-
водности возьмем экстремальные значения
коэффициента линейного температурного
расширения [12, 13] 𝑘𝑧 = 1,6, 𝑘𝑟 = 6,5 (мас-
штабный коэффициент 𝜂𝑘 = 1 Вт/(м ·К)).

Аналогично коэффициенты температурно-
го расширения (масштабный коэффициент
𝜂𝛼 = 1 · 10−6/град) 𝛼𝑧 = 6,7, 𝛼𝑟 = 8,6 [14, 15].

Рассмотрим первую основную задачу ме-
ханики с внешними усилиями, имитирующим
всестороннее растяжение:

𝑝𝑟 = 1, 𝑝𝑧 = 0, (𝑟 = 1, −2 6 𝑧 6 2) ;

𝑝𝑟 = 0, 𝑝𝑧 = −1, (𝑧 = −2, 0 6 𝑟 6 1) ;

𝑝𝑟 = 0, 𝑝𝑧 = 1, (𝑧 = 2, 0 6 𝑟 6 1) ,

и установившимся температурным полем
𝑇 = 𝑧. На цилиндр действуют массовые си-
лы, направленные противоположно осевому
направлению 𝑍 = −𝑧 − 2 и имитирующие
центробежные силы инерции 𝑅 = 𝑟.

Температурная задача. Ортонормирован-
ный базис функций температуры 𝑇 0 в (5.1)
представлен в табл. 1.

Коэффициенты Фурье (5.3)

𝑐0𝑘 ∈ {0,−1,63299, 0, 0, 0, . . .} .
Восстановленное температурное упругое

поле (5.2) 𝜉0

𝑢0 = −2,00736𝑟𝑧;

𝑤0 = −0,95057𝑟2 + 7,72338𝑧2; 𝑇 0 = 𝑧;

𝜎0𝑟 = −71,6334𝑧; 𝜎0𝜃 = −71,6334𝑧;

𝜎0𝑧 = 19,9333𝑧; 𝜏0𝑟𝑧 = −9,96667𝑟;

𝜏0𝑧𝜃 = 𝜏0𝑟𝜃 = 0.

Состояние от массовых сил. Ортонормирован-
ный усеченный базис массовых сил X пред-
ставлен в табл. 2. При формировании базиса
первые семь элементов удалены в силу X = 0.

Коэффициенты Фурье (6.1)

𝑐𝑋𝑘 ∈ {2,82843, 1,6323,−1, 0, 0, . . .} .
Восстановленное состояние от массовых

сил (6.2) 𝜉𝑋 :

𝑢𝑋 = −0,19607𝑟𝑧2;

𝑤𝑋 = 0,13927𝑧2 + 0,10642𝑧3;

36



Осесимметричное термоупругое деформирование трансверсально-изотропных тел вращения

Таблица 2. Ортонормированный базисный набор массовых сил

𝑅 𝑍 𝑅 𝑍

𝜉𝑋1 0 −0,707 𝜉𝑋6 0 1,224− 2.45𝑟2

𝜉𝑋2 0 −0,612𝑧 𝜉𝑋7 0 1,403𝑧 − 0,584𝑧3

𝜉𝑋3 −𝑟 0 𝜉𝑋8 1,118𝑟 − 0,838𝑟𝑧2 0
𝜉𝑋4 0 −0,79− 0,593𝑧2 𝜉𝑋9 0 1,060𝑧 − 2,121𝑟2𝑧

𝜉𝑋5 −0,866𝑟𝑧 0 𝜉𝑋10 2,828𝑟 − 4,242𝑟3 0

Таблица 3. Ортонормированный базисный набор компонент вектора перемещения в краевой задачи

𝑢 𝑤

𝜉1 0,138𝑟 −0,253𝑧

𝜉2 −0,123𝑟 −0,127𝑧

𝜉3 0,101𝑟𝑧 0,0492𝑟2 − 0,105𝑧2

𝜉4 −0.11683𝑟𝑧 0,1565𝑟2 − 0,0368𝑧2

𝜉5 −0,090𝑟 − 0,023𝑟3 + 0,0849𝑟𝑧2 0,18204𝑧 + 0,0848𝑟2𝑧 − 0,05612𝑧3

𝜉6 0.198𝑟 − 0.028𝑟3 − 0.1278𝑟𝑧2 −0,113𝑧 + 0,232𝑟2𝑧 − 0,0008𝑧3

𝜎𝑋𝑟 = 0,56286𝑧 − 1,00571𝑧2;

𝜎𝑋𝜃 = 0,56286𝑧 − 1,00571𝑧2;

𝜎𝑋𝑧 = 2𝑧 + 1,5𝑧2; 𝜏𝑋𝑟𝑧 = −1𝑟𝑧;

𝜏𝑋𝑧𝜃 = 𝜏𝑋𝑟𝜃 = 0; 𝑅𝑋 = 𝑟; 𝑍𝑋 = −2− 𝑧.

Полученные выражения для напряжений удо-
влетворяют уравнениям равновесия с учетом
массовых сил [9].

Краевая задача теории упругости. Сле-
дует отметить, что заданные силы должны
составлять уравновешенную систему. Компо-
ненты вектора перемещения в ортонормиро-
ванном базисном наборе (7.1) представлены
в табл. 3.

Коэффициенты Фурье (4.3)

𝑐𝑘 ∈ {0,04524,−0,74842, 0, 0, 0, 0, . . .} .

Восстановленное состояние (4.2) от задан-
ных сил 𝜉:

𝑢 = 0,09867𝑟; 𝑤 = 0,08373𝑧;

𝜎𝑟 = 𝜎𝜃 = 𝜎𝑧 = 1; 𝜏𝑟𝑧 = 𝜏𝑧𝜃 = 𝜏𝑟𝜃 = 0.

Окончательное решение краевой задачи тер-
моупругости (1.1) для транстропного цилин-
дра Ω:

𝑢Ω = 0,09867𝑟 − 2,00736𝑟𝑧 − 0,19608𝑟𝑧2;

𝑤Ω = −0,95057𝑟2 + 0,08373𝑧+

+ 7,86266𝑧2 + 0,106427𝑧3;

𝜎Ω𝑟 = 1− 71,0706𝑧 − 1,00571𝑧2;

𝜎Ω𝜃 = 1− 71,0706𝑧 − 1,00571𝑧2;

𝜎Ω𝑧 = 1 + 21,9333𝑧 + 1,5𝑧2;

𝜏Ω𝑟𝑧 = −9,96667𝑟 − 𝑟𝑧; 𝜏Ω𝑧𝜃 = 𝜏Ω𝑟𝜃 = 0.

Решение тестовой задачи является строгим.

9. Решение расчетной задачи для тела
вращения

Рассмотрим теперь тело вращения зани-
мающего область 𝐷 (рис. 2),

𝐷 = 𝐷1 +𝐷2;

𝐷1 = {(𝑧, 𝑟) | 0 6 𝑟 6 2, 0 6 𝑧 6 2};
𝐷2 = {(𝑧, 𝑟) | 0 6 𝑟 6 1, −1 6 𝑧 6 0}.

Граничные условия имитируют неоднород-
ное растяжение в направлении 𝑟 (рис. 2):
𝑝𝑟 = 𝑧 · 102, 𝑝𝑧 = 0, (𝑟 = 2, 0 6 𝑧 6 2); на
остальных участках усилия равны нулю. Тем-
пературное поле 𝑇 = 𝑧2. Массовые силы
X ∈ 10 · {𝑟2, 𝑧2 + 𝑟}.

При определении упругого поля от темпе-
ратуры использовался ортонормированный
базис в 20 элементов. Рис. 3 иллюстрирует
восстановленное поле температуры, которое
сопоставляется с заданным для верификации
решения.

При определении упругого поля от массо-
вых сил применялся усеченный ортонормиро-
ванный базис в 16 элементов. Сравнение за-
данного поля массовых сил |𝑋| =

√
𝑅2 + 𝑍2
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Рис. 2. Меридианное сечение тела вращения Рис. 3. Восстановленное поле температуры

а) б)

Рис. 4. Изолинии: а) заданное поле массовых сил; б) полученное в ходе решения

Рис. 5. Контур деформированного сечения
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с восстановленным, представлено в графиче-
ском виде на рис. 4 (масштаб значений 1/10).

При решении краевой задачи применялся
базис из 55 элементов. Проверка осуществля-
лась сопоставлением полученных на границе
усилий с заданными.

Результирующее состояние представляет
собой сумму трех найденных состояний от
действия температуры, массовых сил и внеш-
ней нагрузки. На рис. 5 представлен контур
результирующего деформированного мериди-
анного сечения тела (приведен в гипертрофи-
рованном в виде в силу необозримости малых
деформаций).

Таким образом, получена возможность
определения напряженно-деформированного
состояния анизотропных тел вращения от дей-
ствия поверхностных и массовых сил, а также
температуры. Точность решения в каждой из
задач сильно зависит от геометрии тела и за-
данных условий, однако трудности преодоле-
ваются наращиванием используемого базиса
внутренних состояний.
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