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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВИХРЕВЫХ СТРУКТУР
ПРИ ЭЛЕКТРОКОНВЕКЦИИ В КАНАЛЕ ЯЧЕЙКИ

ЭЛЕКТРОДИАЛИЗАТОРА НА МОДЕЛЬНЫХ МЕМБРАНАХ
С ДВУМЯ ПРОВОДЯЩИМИ УЧАСТКАМИ
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Abstract. The article deals with mathematical modeling of the mechanism of electroconvection in
electromembrane systems. The simulation is carried out by solving two-dimensional Navier–Stokes
equations for incompressible fluid with boundary adhesion conditions and a given volume force
distribution in accordance with the Rubinstein theory. It is shown that the volume force induced
by current flow that can generate paired electroconvective vortices (electroosmosis of the second
kind). It is shown that the most important parameters affecting the electroconvection are the
limit current, the size of the inhomogeneities and the value of the space charge.
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Введение

Одной из приоритетных задач современ-
ной мембранной электрохимии и технологии
является создание теории сверхпредельного
состояния при высокоинтенсивном электроди-
ализе. Теоретические [1, 2] и эксперименталь-
ные [3–6] исследования, развивающие идею
электроконвекции в электромембранных си-
стемах, показали, что она является одним из
основных механизмов интенсификации мас-
сопереноса при электродиализе разбавлен-
ных растворов. Недавний краткий обзор дан
в [7,8]. Сопряжённые свехпредельные эффек-
ты проявляются не только для ионообмен-
ных мембран при электродиализе, но и для
микро-, наноканальных систем. Поток жид-
кости в таких системах и связанные с ним
процессы, происходящие в нанометровом и
микрометрическом масштабах, изучаются на-
нофлюидикой и микрофлюидикой соответ-

ственно. Исследования этих процессов прово-
дились десятилетиями в области химии, фи-
зики, биологии, материаловедения и многих
областей техники. Среди применений таких
систем имеются электрокинетические микро-
насосы, электрофорез, способы молекулярной
манипуляции [7].

Характерной особенностью электродиали-
за, когда он работает в режимах интенсивно-
го тока, является то, что электрическое поле
индуцирует движение как ионов, так и объ-
ема раствора. Электроконвекция в электро-
диализных ячейках — это микроскопические
гидродинамические явления (даже при нуле-
вом 𝑅𝑒 = 0), демонстрирующие многие осо-
бенности обычной турбулентности при боль-
ших значениях 𝑅𝑒. Это явление представля-
ет собой сложное нелинейное взаимодействие
между зарядом, электрическим полем и дви-
жением жидкости. Приложенная электриче-
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ская объёмная сила играет роль, аналогич-
ную влиянию числа 𝑅𝑒 на характер течения:
от стабильных ламинарных течений до пол-
ностью хаотичных режимов. В отличие от
традиционной турбулентности, которую ин-
тенсивно изучают на протяжении многих де-
сятилетий, электроконвективная «турбулент-
ность» прошла первые базовые численные
эксперименты и теперь стоит перед форму-
лировкой результирующих математических
утверждений, описывающих эксперименталь-
ные данные [8,9].

Численные исследования показывают, что
электроконвекция может усилить перенос
ионов на поляризованных поверхностях. На-
ступление такого усиления транспорта может
зависеть от морфологии поверхности ионно-
селективных мембран, а также от неоднород-
ностей их электрохимических свойств. Одна-
ко недостаточно изучен механизм, благодаря
которому эти изменения поверхности способ-
ствуют транспорту ионов при электроконвек-
ции.

В работе [2] сформулирована постанов-
ка задачи по теоретическому исследования
закономерностей электроконвекции в глад-
ком прямоугольном канале обессоливания
электродиализатора с гетерогенными ионооб-
менными мембранами. Построена 2D модель
электроконвекции для бинарного электроли-
та при запредельных токовых режимах в виде
системы уравнения Нернста–Планка и Навье—
Стокса. В ней показано, что объемная сила,
индуцированная протеканием тока, способна
генерировать парные электроконвективные
вихри (электроосмос второго рода), причем
размеры индуцированных вихрей сопостави-
мы с межмембранным расстоянием в камерах
электродиализатора. Математические моде-
ли электроконвекции в мембранных каналах
с гетерогенными мембранами могут явиться
теоретической основой для целенаправленной
модификации морфологии поверхности ионо-
обменных мембран и создания ионообменных
мембран нового поколения, основным меха-
низмом переноса ионов электролита через ко-
торые при высоких плотностях тока явля-
ется гетероэлектроконвекция. Оптимизацией
морфологии можно обеспечить существенное
наращивание массопереноса в электродиали-
заторах.

Целью данной работы является дальней-
шее изучение структуры электроконвектив-
ных вихрей вблизи гетерогенной мембраны
в зависимости от плотности протекающего

тока, размеров неоднородных участков и раз-
меров пространственного заряда в котором со-
гласно теории Рубинштейна происходит пре-
имущественно электрогмиграционный пере-
нос ионов.

1. Моделирование электроконвекции в
электродиализной ячейке

Прямые эксперименты по наблюдению
электроконвективной нестабильности воз-
можно проводить с помощью лазерной интер-
ферометрии. Например, в [9] эксперименты
проводились в горизонтальной ячейке, как
показано на рис. 1a. Сверху расположена
катионообменная мембрана, снизу медный
анод, а сверху через сопротивление массив-
ный медный катод. Эксперименты проводи-
лись в непрерывном и дискретном режимах.
Наблюдалось отсутствие качественного отли-
чия вольтамперных кривых в двух режимах,
хотя временные зависимости дают дополни-
тельную информацию о процессах в запре-
дельных состояниях.

Электрический ток также увеличивает-
ся приблизительно линейно с напряжением.
Показано, что с наступлением предельного
состояния на вольтамперной кривой (рис. 2б)
одновременно начинают появляться сверху у
мембранной поверхности вихри (рис. 2в). Это
позволяет предполагать, что эти два факта:
наступление предельного состояния и появ-
ление вихрей, являются разными сторонами
одного физического явления — электрокон-
вективной нестабильности [9].

Ионообменная мембрана расположена на
верхней границы для разных приложен-
ных напряжений (V-Вольты) (рис. 2а); со-
ответствующая 𝐼–𝑉 вольтамперная кривая
(рис. 2б); средний размер (высота) измерен-
ный (пунктирная линия) и численно вычис-
ленный (сплошная линия) вихревых структур
(c) в зависимости от приложенного напряже-
ния. Адаптированный рисунок из [9].

2. Математическая модель
В основе двумерной математической мо-

дели для запредельного режима работы элек-
тродиализной ячейки лежат уравнения Навье–
Стокса, записанные в форме с условием нераз-
рывности для стационарного режима [2]

(𝑢∇)𝑢 = ∇ ·
(︂
−1

𝜌
𝑝+ 𝜈 (∇𝑢)

)︂
+

1

𝜌
𝑓 (𝑥, 𝑦) ,

(2.1)
(𝑢∇) = 0, (2.2)
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а)

б) в)

Рис. 1. Снимки экспериментальной ячейки, с добавленными частицами-трассерами
и с визуализацией линий тока

где 𝑢 — вектор скорости, 𝑓 (𝑥, 𝑦) — объем-
ная сила (в Н м−3), действующая в области
пространственного заряда, 𝜌 — плотность рас-
твора (1000 кг/м3), 𝜈 = 10−6 м2/с — динами-
ческая вязкость, 𝑅𝑒𝑦 = 𝑉max𝐻/𝜈 — критерий
Рейнольдса, 𝑉max — продольная максималь-
ная скорость протока раствора в камере элек-
тродиализатора, 𝑝 — давление; 𝜌 и 𝜈 — плот-
ность и кинематическая вязкость жидкости,
соответственно.

При формулировке краевых условий при-
мем, что на входе в мембранный канал про-
филь скоростей параболический (ламинар-
ный режим течения). На поверхности мем-
бран принимаются условия прилипания. На
выходе из канала гидростатическое давление
равно нулю

𝑦 = 0 : 𝑢 = 𝑢𝑚𝑎𝑥𝑥
(︁
𝑙 − 𝑥

ℎ

)︁
;

𝑥 = 0 : 𝑢 = 0;

𝑦 = 𝐿 : 𝑝 = 0; 𝑥 = 𝐻 : 𝑢 = 0.

(2.3)

Для решения уравнений (2.1)–(2.3) необхо-
димо знать распределение объёмной силы
𝑓 (𝑥, 𝑦), возникающей под действием электри-
ческого поля на объёмный пространственный
заряд возле границ канала.

На поверхности гетерогенных мембран
можно выделить проводящие участки с харак-
терным размером 20–50 мкм, непроводящие
участки протяженностью около 30–120 мкм и
переходную область, заполненную равновес-
ным раствором, протяженностью около 1 мкм.
Соответственно объемная сила 𝑓 задаётся в
областях зоны нарушения электронейтраль-
ности Π1 и Π2, примыкающих к границам
𝑥 = 0, 𝑥 = 𝐻 = 400 мкм (рис. 2б). Протя-
жённость пространственного заряда должна
быть выбрана. По теории Рубинштейна [1]
она может достигать половины толщины диф-
фузионного слоя. В работе [2] она полага-
лась 𝜆 = 2 мкм, в данной работе выберем её
𝜆 = 20 мкм, что более соответствует модели
Рубинштейна, в которой постановкой задачи
постулируется большие размеры простран-
ственного заряда, тогда как другие модели
предсказывают меньшие размеры. Вполне
возможно, что толщина пространственного
заряда может быть в пределах 200–1200 нм [8]
и даже меньше 50–100 нм, если рассматри-
вать микроструктуру поверхности мембраны
и строить модели согласно данным атомно-
силовой микроскопии [10]. Вопрос о размерах
пространственного заряда является достаточ-
но сложным, его разрешение требует учета
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а)

б)

в)

Рис. 2. Схематичное изображение поверхности модельной мембраны в электродиализной ячейке (а):
круги — проводящие участки ионита Δ𝑦и, тёмное поле — непроводящие участки полиэтилена Δ𝑦п,
граница — переходные участки Δ𝑦. Профиль электрической силы (б), действующей на участках 𝑆1,

𝑆2, 𝑆3, 𝑆4: 𝑆1 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦1 6 𝑦 6 𝑦2,0 6 𝑥 6 𝜆}, 𝑆2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦3 6 𝑦 6 𝑦4,0 6 𝑥 6 𝜆},
𝑆3 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦2 6 𝑦 6 𝑦3,0 6 𝑥 6 𝜆}, 𝑆4 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦4 6 𝑦 6 𝑦5,0 6 𝑥 6 𝜆} с характерными
размерами Δ𝑦, Δ𝑦и, Δ𝑦п, соответственно; 𝜆 — толщина области пространственного заряда.

многих факторов, в том числе принятия во
внимание фундаментальной теории двойных
слоёв при контакте двух фаз [1–4]. В данной
статье пока будем исходить из согласования
данных в модели Рубинштейна и работ дру-
гих авторов, в которых пространственный за-
ряд рассматривался как основная движущая
сила электроконвекции [11,12].

Высота трапеции 𝑓𝑚𝑎𝑥 (риc. 2б) соответ-
ствует максимуму функции, описывает рас-
пределение пространственного заряда у по-
верхности мембраны и рассчитывается по вы-
веденной формуле (2.5). Объёмная электриче-
ская сила 𝑓𝑥 = 𝜌𝑒𝐸𝑥 (в Н м−3) определяется
плотностью электрического заряда 𝜌𝑒 и на-
пряженностью электрического поля 𝐸. В ре-
зультате действия электрического поля в об-
ласти пространственного заряда толщиной 𝜆
возникает силовое векторное поле. Составля-
ющая силы по оси 𝑦 равна нулю: 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 0.
Как и в [2], примем, что 𝑓 изменяется кусочно-
линейно вдоль продольной оси 𝑦 (рис. 2б): на
участке 𝑆1 сила изменяется от 0 до |𝑓𝑚𝑎𝑥|, а
на 𝑆2 — убывает от |𝑓𝑚𝑎𝑥| до 0 (рис. 2). На
участке 𝑆3 сила постоянна и равна 𝑓 = 𝑓𝑚𝑎𝑥.
На непроводящем участке 𝑆4 электрическая

сила равна нулю. Таким образом, имеем:

𝑓 (𝑥, 𝑦) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

𝑓𝑚𝑎𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆1,

𝑓𝑚𝑎𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆3,

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

𝑓𝑚𝑎𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆2,

0, (𝑥, 𝑦) /∈ 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3.

(2.4)

В [2] была выведена формула для величи-
ны объемной силы, действующей на область
пространственного заряда у поверхности про-
водящих участков мембраны в зависимости
от плотности тока

𝑓𝑚𝑎𝑥 = 𝐹𝑐1𝐸 =
𝑅𝑇

𝐷1𝐹
𝑖 = 𝑘𝑓 𝑖, (2.5)

где 𝑘𝑓 = 2,5 · 107 и имеет размерность
[Н/(м·А)], если плотность тока выражена в
А/м2. Электрическая сила направлена по нор-
мали к мембране (соосно с пространственной
координатой 𝑥). Координаты электродиализ-
ной ячейки (рис. 2в): 𝑦 — длина, 0 6 𝑦 6 𝐿;
𝑥 — высота, 0 6 𝑥 6 𝐻; 𝐻 — межмембранное
расстояние. 𝑧 — ширина электродиализной
ячейки.
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а)

б)

в)

Рис. 3. Схема возникновения электроконвективных вихрей у поверхности гетерогенной мембраны

Через Π обозначается прямоугольник (от-
вечающий проводящим участкам мембраны),
состоящий из объединения прямоугольников
𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, с высотой 𝜆 и шириной 2Δ𝑦+Δ𝑦и.
𝑆4 — не проводящий участок.

3. Численные эксперименты

Численные расчёты выполнены при усло-
вии, что имеется трапецеидальное распреде-
ление объемной силы формула (2.4), на пря-
моугольных участках Π1 и Π2, каждый из
которых является объединением прямоуголь-
ников 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 (рис. 2б), в соответствии с
определением, данным выше, и с характерны-
ми размерами, найденными эксперименталь-
ными методами [10] (рис. 4–5).

На рис. 1а представлено распределение
концентраций ионов у поверхности катионооб-
менной мембраны и формирование двух раз-
нонаправленных электроконвективных вих-
рей (пространственные координаты 𝑥0𝑦 и кон-
центрационные координаты 𝑥0𝑐 совмещены);
𝑑 — диаметр вихря; 𝛿 — толщина диффузи-
онного слоя; 𝜆 — толщина ОПЗ; 𝑐Na и 𝑐Cl —
концентрации противоионов и коионов соот-
ветственно, 𝜌сp =

∫︀ 𝜆
0 𝜌(𝑥) d𝑥/𝜆 — среднеинте-

гральная плотность заряда, 𝑐Na в ОПЗ при-
ближенно постоянна. Рис. 2б фрагмент кана-
ла с гетерогенной мембраной (численный рас-
чёт), 𝑦 — горизонтальная координата; 𝑥— вер-
тикальная координата Δ𝑦,Δ𝑦и, Δ𝑦п — про-
тяженность переходных, проводящих (ионит)
и непроводящих (полиэтилен) участков со-
ответственно; 𝑆1, 𝑆2 — области переходных
участков, 𝑆3 — область проводящего участ-
ка, 𝑆4 — области инертных участков. Рисунок
здесь и далее выполнен на фоне поля абсолют-
ной величины скорости. Рис. 2в — рисунок из
работы [9], в которой рассматривались вихри
у верхней мембраны из рис. 1.

Было выполнено две серии численных
расчётов зависимостей диаметров вихрей от
плотности тока для разных геометрических
размеров проводящих участков Π1 и Π2, изоб-
раженных на рис. 4 (30 + 70 + 30 мкм) и на
рис. 5 (50 + 30 + 50 мкм) общим размером об-
ласти неоднородности 130 мкм. На рис. 4,
5 представлено распределение линий тока
жидкости в случае, когда электроконвекция
возникает возле обеих мембран (в отличие
от рис. 1) сверху и снизу, формирующих ка-
нал обессоливания в электродиализной ячей-
ке. Из рисунков видно, что размеры вихрей
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а) б)

в) г)

Рис. 4. Линии тока и вектора скорости течения жидкости в мембранном канале шириной
𝐻 = 400 мкм и длиной 𝐿 = 2200 мкм (на рисунках показана часть длины канала ячейки),

максимальная скорость течения раствора в канале обессоливания 𝑉max = 500 мкм/с

по мере возрастания плотности тока достига-
ют половины толщины канала. Дальнейший
их рост ограничивается размерами канала и
взаимодействием противоположных вихрей
на верхней и нижней мембранах. Под диа-
метром вихря понимается наибольшее рас-
стояние 𝑑 между точками принадлежащими
области Ω, охватываемой замкнутыми линия-
ми тока. Они генерируются вблизи областей
неоднородности Π1 и Π2 сил (рис. 2, 4, 5).
Два внутренних вихря имеют меньшие разме-
ры, чем крайние. Этот факт обусловлен тем,
что движение жидкости, генерируемое этими
вихрями, возле поверхности мембраны парал-
лельно поверхности и направлено навстречу
друг другу, что приводит к взаимному тормо-
жению скорости их вращения и уменьшению
их диаметров, тогда как у внешних вихрей
направление движения жидкости направле-
но наружу из области вихреобразования и
встречает меньшее сопротивление. Диаметр
первого вихря больше четвертого.

При малых токах (и следовательно, при
малых значениях объемной силы) вынужден-
ный поток жидкости огибает первый (слева)
вихрь. Вдали от поверхности мембраны ско-
рость этого потока складывается со скоро-
стью вращения первого вихря и гасит энер-
гию четвертого вихря. Поэтому диаметр чет-
вертого вихря при малых токах остаётся мень-
шим, чем первого (рис. 4, 5).

Иная картина наблюдается, когда ток воз-
растает и диаметры первого и четвертого вих-
рей оказываются сопоставимыми с шириной
ячейки и происходит их взаимодействие с про-
тивоположной границей ячейки, что приво-
дит к значительной деформации вихрей. При
возрастании тока диаметры вихрей возраста-
ют приблизительно линейно с ростом плотно-
сти тока, как и на рис. 1, однако, начиная с
момента, взаимодействия вихрей на противо-
положных сторонах канала, их рост неизбеж-
но замедляется. Масштаб вихрей становить-
ся сопоставим с внешним масштабом потока,
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а) б)

в) г)

Рис. 5. Линии тока и вектора скорости течения жидкости в мембранном канале

инерционные силы преобладают над вязкими
силами. Однако при малых скоростях (рис. 4,
5) они быстро угасают и неспособны перено-
сить информацию о возмущениях далее вниз
по потоку, возникших в выше расположен-
ных областях. Кинетическая энергия вихрей
имеет энергию местного осреднённого дви-
жения по потоку. В проделанных численных
экспериментах не наблюдалось образования
более мелких вихрей, имеющих на порядок
меньшую энергию.

На рис. 6 представлена эксперименталь-
ная зависимость размера вихря от плотно-
сти тока, полученная Васильевой и др. [2, 13]
с помощью метода лазерной интерферомет-
рии. На этом рисунке заметно, что вихревые
структуры возникают при безразмерном то-
ке, приблизительно равном единице, т.е. воз-
никновение вихрей начинается с наступлени-
ем предельного состояния, когда по теории
Рубинштейна начинает формироваться про-
странственный заряд.

На рис. 4 четыре одинаковых прямоуголь-
ника Π1 и Π2, где высота 𝜆 = 20 мкм прямо-

угольника равна толщине ОПЗ, геометриче-
ские размеры проводящих участков Π1 и Π2
равны (30 + 70 + 30 мкм), а общий (размер
области неоднородности 130 мкм [2]), кото-
рый содержит переходные области, каждая
шириной 1 мкм, при различных значениях
плотности тока: a — 0,05; б — 0,1; в — 0,2; г —
0,4 мА/см2.

На рис. 5 геометрические размеры
проводящих участков Π1 и Π2 равны
(50 + 30 + 50 мкм) и общий (размер области
неоднородности 130 мкм), который содержит
переходные области, каждая шириной 1 мкм
при различных значениях плотности тока: a —
0,05; б — 0,1; в — 0,2; г — 0,4 мА/см2. Осталь-
ные характеристики те же что и на рис. 4.

Из рис. 6 видно, что и в натурных (точ-
ки) и численных (сплошные) экспериментах
до трёх предельных токов пространственные
структуры растут приблизительно линейно с
ростом плотности тока, как в [9]. Безразмер-
ный ток является определяющим фактором,
причем влияние размеров проводящих участ-
ков сказывается на скорости возрастания раз-
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d/H

i/iпр

Рис. 6. Качественное сравнение относительных размеров 𝑑/𝐻, экспериментальных (точки) [2,13] и
численных расчетов (сплошная) (1 — для рис. 4, 2, для рис. 5 — 𝑖пр = 0,02 мА/см2) вихрей в

электродиализной ячейке с мембранами типа МК−40 при исходных данных: 𝐻 = 2 мм, 𝐿э = 42 мм,
𝑅𝑒 = 2. Кривые 1 и 2 для размеров неоднородности указанных на рис. 5 и 6 соответственно; 3 —

размеры вихрей посчитанные по формуле (3.2) при 𝛾2 = 0,22; 𝛾 = 0,005; 𝛾0 = 0; 𝛼 = 0,28

меров вихрей. Сила 𝐹max = 𝑓max𝑉 , действу-
ющая на объём 𝑉 = 𝜆𝜋𝐷2

4 = 𝜋𝐷2

4

(︁
1− 𝑖0𝑛𝑝

𝑖

)︁
𝛿

электролита в зоне ОПЗ, где 𝜆 =
(︁
1− 𝑖0𝑛𝑝

𝑖

)︁
𝛿 —

толщина ОПЗ; 𝛿 — толщина диффузионно-
го слоя; 𝐷 = 𝑦3 − 𝑦2 — обобщённая протя-
женность (диаметр) проводящей зоны ионита
(рис. 2). Тогда максимальная сила, действу-
ющая на объём электролита раствора 𝑉 над
проводящими участками 𝑆3 (рис. 2), равна

𝐹max = 𝑓max𝑉 =
𝑅𝑇

𝐷1𝐹
𝜋
(𝑦3 − 𝑦2)

2

4

(︀
𝑖− 𝑖0𝑛𝑝

)︀
=

= 𝑘𝐹
(︀
𝑖− 𝑖0𝑛𝑝

)︀
𝛿, (3.1)

где 𝑘𝐹 = 𝜋𝑅𝑇 (𝑦3−𝑦2)
2

4𝐷1𝐹
. Предположим, что

диаметр 𝑑 вихря у элемента мембраны
(рис. 2) зависит от величины электриче-
ской силы действующей на объем раствора
𝐹max = 𝑘𝐹

(︀
𝑖− 𝑖0np

)︀
𝛿, по нелинейному зако-

ну [14]

𝑑 (𝑖) = 𝛾2 [𝐹max (𝑖)]
𝛼 + 𝛾1𝐹max (𝑖) + 𝛾0, (3.2)

где 𝛾𝑖, 𝛼 — априорные числовые коэффи-
циенты: 𝛾2, 𝛼 — коэффициенты, учитываю-
щие взаимодействие вихрей; 𝛾1 — коэффици-
ент линейного воздействия электроконвекции;
𝛾0 — коэффициент, учитывающий другие си-
лы, влияющие на возникновение вихрей, по-
мимо электрической. Для токов, не слишком

превосходящих предельные, взаимодействия
вихрей отсутствует и формула (3.2) упрощает-
ся и становится линейной 𝑑 (𝑖) = 𝛾1𝐹max + 𝛾0.
Переходя к безразмерному виду, можно запи-
сать

𝑑(𝐼)

𝐻
= 𝛾2 [𝐼 − 1]𝛼 + 𝛾1 (𝐼 − 1) + 𝛾0, (3.3)

где 𝛾2, 𝛾1, 𝛾0 безразмерные параметры

𝛾2 =
𝛾2𝑘𝐹 𝛿

𝛼𝑖0пр

𝐻
, 𝛾1 =

𝛾1𝑘𝐹 𝛿
𝛼𝑖0пр

𝐻
, 𝛾0 =

𝛾0
𝐻
.

Как уже отмечалось в [9], и эта формула ещё
раз подчеркивают роль безразмерного пара-
метра тока в образовании вихревых структур.
Однако ещё более значимым фактором ока-
зывается размеры самой области простран-
ственного заряда. В данной работе размеры
пространственного заряда выбраны в соответ-
ствии с предсказаниями теории Рубинштейна
и в 10 раз больше, чем в исследовании [2],
поэтому диапазоны рассматриваемых токов
здесь приблизительно в десять раз меньше,
однако сравнения с вычислениями [2] пока-
зывают, что явления вихреобразования ока-
зываются подобными. Протяжённость про-
странственного заряда является важнейшим
параметром и в последнее время её грани-
цы для различных устройств электрохимии
и наноиндустрии, все более уточняются [7, 8].
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Заключение

Теория Рубинштейна о пространствен-
ном заряде, применённая к области форми-
рования заряда (формула (2.5)), соединён-
ная с численным моделированием с помо-
щью гидродинамических уравнений Навье–
Стокса позволяет имитировать структуры
конвективной неустойчивости. При моделиро-
вании наиболее важными параметрами явля-
ются размеры участков неоднородности, плот-
ность протекающего тока и сама протяжён-
ность пространственного заряда 𝜆. Проверка
теории и оценка размеров области неодно-
родности осуществляется с помощью атомно-
силовой микроскопии. Показано качественное
соответствие численных и эксперименталь-
ных результатов. Использование математиче-
ских подходов позволило исследовать возник-
новение вихрей непосредственно у каждой
изучаемой мембраны, включая их взаимное
влияние друг на друга. Размеры вихревых
структур и их взаимодействие удается смоде-
лировать простыми аналитическими форму-
лами. Оценка такого важного параметра как
𝜆 встречает определённые трудности и её раз-
мер варьируется в весьма широких пределах
от 50–2000 нм в электродиализных ячейках,
хотя возможны и более малые величины в
современных микроустройствах.
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