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Abstract. Alternative methods of integrability of nonlinear ordinary differential equations of
the first order with polynomial part. The method of research of integrability of the nonlinear
differential equation of the first order with polynomial part, on the basis of introduction of
parameters allowing to bring the initial equation to system of the differential equations which ways
of integrability are known is developed in work. The equations connecting the parameters and
coefficients of the original equation determining the conditions of integrability of the considered
differential equation are composed. Integral and algebraic representations of solutions of differential
equations are specified. The presented facts are structured by the method of gradualism: first,
attention is paid to the equation with the polynomial of the second degree (Riccati equation),
examples are given. Then the equation with a polynomial of the third degree is considered. Finally,
we investigate a differential equation with a polynomial of any order.
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1. Введение
1.1. Альтернативный метод исследования

интегрируемости дифференциального
уравнения Риккати и его обобщения

Объектом рассмотрения в статье является
дифференциальное уравнение Риккати

𝑤′ + 𝑎0(𝑧) + 𝑎1(𝑧)𝑤 + 𝑎2(𝑧)𝑤
2 = 0 (1.1)

и его обобщения вида

𝑤′ + 𝑎0(𝑧) + 𝑎1(𝑧)𝑤 + 𝑎2(𝑧)𝑤
2+

+ 𝑎3(𝑧)𝑤
3 = 0,

𝑤′ +
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘(𝑧)𝑤
𝑘 = 0.

(1.1′)

Задача. Разработать альтернативный
метод исследования интегрируемости диффе-
ренциальных уравнений вида (1.1), (1.1′) с це-
лью увеличения диапазона случаев интегри-
руемости этих уравнений для последующего

обобщения, систематизации, осуществления
соответствующих выводов.

Основными составляющими представлен-
ного метода исследования являются: а) вве-
дение параметров; б) сведение рассмотрения
исходного дифференциального уравнения к
рассмотрению нескольких дифференциаль-
ных уравнений, методы интегрируемости ко-
торых известны, в частности к уравнению
Бернулли [1–11]

𝑤′ + 𝑝(𝑧)𝑤 = 𝑞(𝑧)𝑤𝑚, (1.2)

решение которого выражается формулой

𝑤(𝑧) =

(︃
𝑒I

(︃
𝐶 +

∫︁
(1 −𝑚)𝑞(𝑧)𝑒I

)︃)︃ 1
1−𝑚

,

(1.3)

где 𝑒I = 𝑒
∫︀
(𝑚−1)𝑝(𝑧) d𝑧, 𝑚 ∈ Re, функции 𝑝(𝑧),

𝑞(𝑧) регулярны в области 𝐵𝑧 ⊂ 𝐶.
Для простоты записи в дальнейшем аргу-

мент 𝑧 не указывается.

Задорожная Ольга Владимировна, канд. пед. наук, доцент кафедры алгебры и анализа Калмыцкого
государственного университета им. Б.Б. Городовикова; e-mail: ovz_70@mail.ru.

Кочетков Владимир Константинович, канд. физ.-мат. наук, доцент кафедры алгебры и анализа Калмыц-
кого государственного университета им. Б.Б. Городовикова; e-mail: kvk1106@mail.ru

ISSN 1729-5459. ЭКОЛОГИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК НАУЧНЫХ ЦЕНТРОВ ЧЭС. 2019. Т. 16. № 2. C. 6–14



Задорожная О.В., Кочетков В. К.

1.2. Уравнение Риккати
Введением параметров 𝑘 = 𝑘(𝑧),𝑚 = 𝑚(𝑧)

преобразуем уравнение (1.1):

𝑤′(𝑘 + 1− 𝑘) + 𝑎0 + 𝑤(𝑎1(𝑚+ 1−𝑚))+

+ 𝑎2𝑤
2 = 0. (1.4)

С учетом выражения (1.4), составим два диф-
ференциальных уравнения

𝑘𝑤′ + 𝑎1𝑚𝑤 = −𝑎0 (1.5)

и

(1− 𝑘)𝑤′ + 𝑎1(1−𝑚)𝑤 = −𝑎2𝑤2. (1.6)

Разделив обе части выражений в (1.5), (1.6)
на соответствующие коэффициенты при 𝑤′,
получим

𝑤′ +
𝑚

𝑘
𝑎1𝑤 = −𝑎0

𝑘
(1.7)

и
𝑤′ +

1−𝑚

1− 𝑘
𝑎1𝑤 = − 𝑎2

1− 𝑘
𝑤2. (1.8)

Укажем решение 𝑤 = 𝑤1(𝑧) дифференциаль-
ного уравнения (1.7)

𝑤 = 𝑤1 =
1

𝑒II

(︂
𝑐1 +

∫︁ (︁
−𝑎0
𝑘

)︁
𝑒II d𝑧

)︂
, (1.9)

или
𝑤1 = 𝑣−1

1 𝑢1, (1.10)

где

𝑣1 = 𝑒II, 𝑢1 = 𝑐1 +

∫︁ (︁
−𝑎0
𝑘

)︁
𝑣1 d𝑧, (1.11)

𝑒II = 𝑒
∫︀

𝑚
𝑘
𝑎1 d𝑧.

В соответствии с (1.2), (1.3) решение 𝑤 =
= 𝑤2(𝑧) дифференциального уравнения (1.8)
запишем в виде

𝑤 = 𝑤2 =

=

(︂
𝑒III
(︂
𝑐2 +

∫︁
𝑎2

1− 𝑘

1

𝑒III
d𝑧

)︂)︂−1

(1.12)

или в виде

𝑤 = 𝑤2 = 𝑣−1
2

(︂
𝑐2 +

∫︁
𝑎2

1− 𝑘
𝑣−1
2 d𝑧

)︂−1

=

= 𝑣−1
2 𝑢−1

2 , (1.13)

где

𝑣2 = 𝑒III, 𝑢2 =

∫︁
𝑎2

1− 𝑘
𝑣−1
2 d𝑧, (1.14)

𝑒III = 𝑒
∫︀

1−𝑚
1−𝑘

𝑎1 d𝑧.

Считая, что 𝑤1 = 𝑤2, составим, используя
(1.9)–(1.14), равенство вида

𝑣−1
1 𝑢1 = 𝑣−1

2 𝑢−1
2 (1.15)

или
𝑣2𝑢1 = 𝑣1𝑢

−1
2 . (1.16)

Объединяя вышеизложенное, используя вы-
ражения в (1.1)–(1.16), сформулируем теоре-
му.

Теорема 1. Пусть некоторые функции
𝑘(𝑧), 𝑚(𝑧) и коэффициенты 𝑎0(𝑧), 𝑎1(𝑧),
𝑎2(𝑧) дифференциального уравнения Рикка-
ти (1.1) регулярны в области 𝐷𝑧 ⊂ 𝐶, 𝑘(𝑧) ̸=
̸= 0,1− 𝑘(𝑧) ̸= 0 в 𝐷𝑧, и удовлетворяют соот-
ношению

1

𝑒II

(︂
𝑐1 +

∫︁ (︁
−𝑎0
𝑘

)︁
𝑒II d𝑧

)︂
=

= 𝑒III
(︂
𝑐2 −

∫︁
𝑎2

1− 𝑘

1

𝑒III
d𝑧

)︂−1

, (1.17)

Тогда функция 𝑤 = 𝑤1(𝑧) в (1.9), (1.10) или
𝑤 = 𝑤2(𝑧) в (1.12), (1.13) удовлетворяют урав-
нению Риккати (1.1).

Замечание. Равенство (1.17) является
уравнением, связывающим введенные пара-
метры и коэффициенты исходного дифферен-
циального уравнения (1.1), а также является
условием интегрируемости рассматриваемого
уравнения (1.1).

1.3. Реализация уравнения связи в частном
случае

Известно, что уравнение Риккати 𝑤′ =
= 𝑎0 + 𝑎1𝑤 + 𝑎2𝑤

2 путем линейных преобра-
зований искомой функции можно привести к
виду 𝑤′ = ±𝑤 + 𝑅. Заметим, что уравнение
(1.1) при 𝑎1 = 0 примет вид

𝑤′ + 𝑎0 + 𝑎2𝑤
2 = 0, (1.18)

а уравнение связи (1.17) при 𝑎1 = 0 перепи-
шется в виде

𝑢1 =
1

𝑢2
или 𝑢2 =

1

𝑢1
,
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где

𝑢1 = 𝑐1 +

∫︁ (︁
−𝑎0
𝑘

)︁
d𝑧,

𝑢2 = 𝑐2 +

∫︁
𝑎2

1− 𝑘
d𝑧.

(1.19)

Дифференцируя обе части выражения
𝑢2 = 1/𝑢1, с учетом последнего равенства
получим

𝑢21 =
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2
.

Откуда имеем

𝑢1 =

(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2

)︂ 1
2

. (1.20)

Продифференцируем обе части, учитывая
(1.19), получим

−𝑎0
𝑘

=

(︃(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2

)︂ 1
2

)︃′

. (1.21)

Так как 1
𝑘 = 1−𝑘

𝑘 + 1, перепишем

−𝑎0 − 𝑎2

(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2

)︂
=

(︃(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2

)︂ 1
2

)︃′

.

Это выражение можно записать в виде

𝑢′1 + 𝑎0 + 𝑎2𝑢
2
1 = 0

или в виде

𝑤′ + 𝑎0 + 𝑎2𝑤
2 = 0,

так как при 𝑎1 = 0 имеем 𝑤 = 𝑢1.
Вывод. При 𝑎1 = 0 функция

𝑤 = 𝑢1 =

(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2

)︂ 1
2

является решением уравнения 𝑤′+𝑎0+𝑎2𝑤2 =
= 0, где функции 𝑘, 𝑎0, 𝑎2 — составляющие
компоненты уравнения (1.21).

Замечание. С учетом того, что 𝑢2 = 1
𝑢1

и (1.20), функцию 𝑢2 можно записать в виде

𝑢2 =

(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2

)︂− 1
2

.

1.4. Интегральное и алгебраическое
представление решений

дифференциальных уравнений вида
𝑤′ = ±𝑤 +𝑅 и 𝑤′ + 𝑎0 + 𝑎2𝑤

2 = 0

Выражение 𝑢1 в (1.19) является инте-
гральным представлением решения уравне-
ния (1.18) при условии связи (1.21), а 𝑢1 в
(1.20) является алгебраическим представле-
нием решения.

Рассматривая вопрос интегрируемости
дифференциального уравнения (1.18), можно
отметить:

1. Задавая функции 𝑘(𝑧), 𝑎0(𝑧) из (1.21),
определяем 𝑎2 как функцию 𝑘 и 𝑎0: 𝑎2 = 𝑎2(𝑘,
𝑎0). В этом случае с учетом (1.18) и (1.20),
имеем

𝑤′ + 𝑎0 + 𝑎2(𝑘, 𝑎0)𝑤
2 = 0,

𝑢1 =

(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0
𝑎2(𝑘, 𝑎0)

)︂ 1
2

.

2. Задавая 𝑘(𝑧), 𝑎2(𝑧) из (1.21), определяем
𝑎0 = 𝑎0(𝑘, 𝑎2). В этом случае имеем

𝑤′ + 𝑎0(𝑘, 𝑎2) + 𝑎2𝑤
2 = 0,

𝑢1 =

(︂
1− 𝑘

𝑘

𝑎0(𝑘, 𝑎2)

𝑎2

)︂ 1
2

.

3. Если из (1.21) функция 𝑘 = 𝑘0(𝑧) выража-
ется через 𝑎0, 𝑎2: 𝑘 = 𝑘0(𝑎0, 𝑎2), имеем

𝑤′ + 𝑎0 + 𝑎2𝑤
2 = 0, 𝑢1 =

(︂
1− 𝑘0
𝑘0

𝑎0
𝑎2

)︂ 1
2

.

1.5. Первый вариант следствия теоремы 1
Перепишем соотношения (1.15)–(1.17) в

виде
𝑢1𝑢2 = 𝐴

или в виде

𝑢2 =
𝐴

𝑢1
, (1.22)

где
𝐴 = 𝑉1𝑉

−1
2 = 𝑒

∫︀
𝑛

𝑘(1−𝑘)
d𝑧 (1.23)

и
𝑛 = (𝑚− 𝑘)𝑎1. (1.24)

С учетом (1.23), (1.24) заметим, что имеет
место соотношение

𝐴′ = 𝐴
𝑛

𝑘(1− 𝑘)
=

𝑉1𝑉
−1
2

𝑘(1− 𝑘)
𝑛. (1.25)

Продифференцируем обе части выражения
𝑢1𝑢2 = 𝐴,

𝑢′1𝑢2 + 𝑢1𝑢
′
2 = 𝐴′.
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Подставляя (1.22) в последнее выражение,
получим соотношение

𝑢′1
𝐴

𝑢1
+ 𝑢1𝑢

′
2 = 𝐴′,

которое перепишем в виде квадратного отно-
сительно 𝑢1 уравнения

𝑢′2𝑢
2
1 −𝐴′𝑢1 +𝐴𝑢′1 = 0.

Решим относительно 𝑢1 вышеуказанное квад-
ратное уравнение

𝑢1 =
𝐴′ ±

√
𝐷

2𝑢′2
, (1.26)

где дискриминант 𝐷 в (1.26) равен

𝐷 = 𝐴′2 − 4𝑢′2𝑢
′
1. (1.27)

Для простоты в (1.26) возьмем знак «+». Ис-
пользуя (1.11), (1.14), (1.22), преобразуем дис-
криминант 𝐷 в (1.27)

𝐷 = 𝐴2 ·
[︂
𝑛2 + 4𝑎0𝑎2𝑘(1− 𝑘)

𝑘(1− 𝑘)2

]︂
.

Откуда следует, что равенство

𝐷 = 0 (1.28)

будет иметь место при выполнении условия

𝑛 = 2𝐵, (1.29)

где
𝐵 =

√︀
−𝑎0𝑎2𝑘(1− 𝑘). (1.30)

Подставим (1.24) в (1.29)

(𝑚− 𝑘)𝑎1 = 2𝐵. (1.31)

Разделив на 𝑘 обе части выражения в (1.31),
получим

𝑚

𝑘
𝑎1 = 𝑎1 +

2

𝑘
𝐵. (1.32)

При условии (1.28) выражение в (1.26) пере-
пишем в виде

𝑢1 =
𝐴′

2𝑢′2
. (1.33)

Используя (1.14), (1.23), (1.25), (1.29), пере-
пишем в (1.33) в виде

𝑢1 =
(1− 𝑘)𝑉1𝑉

−1
2 𝑛

2𝑎2𝑉
−1
2 𝑘(1− 𝑘)

=
𝑉1𝑛

2𝑘𝑎2
=

=
𝑉12𝐵

2𝑘𝑎2
= 𝑉1

𝐵

𝑘𝑎2
. (1.34)

Продифференцируем обе части в (1.34),

𝑢′1 = 𝑉 ′
1

𝐵

𝑘𝑎2
+ 𝑉1

(︂
𝐵

𝑘𝑎2

)︂′
. (1.35)

После деления на 𝑉1 получим

−𝑎0
𝑘

=
𝑚

𝑘
𝑎1

𝐵

𝑘𝑎2
+

(︂
𝐵

𝑘𝑎2

)︂′
.

Используя (1.32), перепишем это выражение
в виде

−𝑎0
𝑘

=
𝐵

𝑘𝑎2

(︂
𝑎1 +

2

𝑘
𝐵

)︂
+

(︂
𝐵

𝑘𝑎2

)︂′
, (1.36)

связывающим параметр 𝑘 и коэффициенты
дифференциального уравнения (1.1) и являю-
щимся условием интегрируемости уравнения
(1.1).

Из (1.10), (1.34) имеем

𝑤 = 𝑤1 =
𝐵

𝑘𝑎2
. (1.37)

Объединяя вышеизложенное, сформулируем
следствие теоремы 1.

Следствие 1. Пусть при вышеуказан-
ных обозначениях функции 𝑘 = 𝑘(𝑧), 𝑚 =
= 𝑚(𝑧), коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 диффе-
ренциального уравнения (1.1) удовлетворя-
ют условиям (1.31), (1.36). Тогда функция
𝑤 = 𝑤(𝑧) в (1.37) удовлетворяет уравнению
(1.1).

Замечание 1. Меняя значение парамет-
ра 𝑘, будем получать, с учетом (1.36), различ-
ные условия связи между коэффициентами
исходного уравнения (1.1).

Замечание 2. Отметим, что имеют ме-
сто и другие варианты следствий теоремы 1.

Следствие 1′. Полагая

𝐵 = −𝑎0𝑎2
𝑎1

,
𝐵𝑎1
𝑘𝑎2

= −𝑎0
𝑘
,

выражение в (1.36) перепишем в виде

− 2𝐵2

𝑘𝑎1𝑘
+

(︂
𝐵

𝑘𝑎2

)︂′
= 0.

С учетом (1.30), выразив параметр 𝑘 через
коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, получим следующее

9
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выражение, являющееся условием интегриру-
емости уравнения (1.1):

−𝑎0
𝑘

=
𝑚

𝑘
𝑎1

𝐵

𝑘𝑎2
+

(︂
𝐵

𝑘𝑎2

)︂′
.

Следствие 1′′. При

𝐵

𝑘𝑎2
= 𝑐 или 𝐵 = 𝑐𝑘𝑎2, 𝑐 = const,

с учетом (1.30) выразим параметр 𝑘 через
коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, а (1.36) перепишем
в виде

𝑎0
𝑘

= 𝑐(𝑎1 + 2𝑐𝑎2).

При полученном 𝑘 это выражение будет
условием интегрируемости дифференциаль-
ного уравнения (1.1), т.е., если 𝑐 = const и
𝑘 = 𝑎0(𝑐(𝑎1 + 2𝑐𝑎2))

−1, то дифференциальное
уравнение (1.1) интегрируемо.

1.6. Второй вариант следствия теоремы 1
При 𝑚 = 𝑘 выражения в (1.11) перепи-

шутся в виде

𝑣1 = 𝑒
∫︀
𝑎1 d𝑧 = 𝑣,

𝑢1 = 𝑐1 +

∫︁
−𝑎0
𝑘
𝑣 d𝑧,

(1.38)

а выражения в (1.14) примут вид

𝑣2 = 𝑒
∫︀
𝑎2 d𝑧 = 𝑣,

𝑢2 =

∫︁
𝑎2

1− 𝑘
𝑣−1 d𝑧.

(1.39)

Таким образом, в данном случае имеет место
равенство 𝑣1 = 𝑣2. В этом случае их общее
значение обозначим через 𝑣,

𝑣1 = 𝑣2 = 𝑣 = 𝑒
∫︀
𝑎1 d𝑧. (1.40)

С учетом (1.38), (1.39), (1.40) равенства (1.15)–
(1.17) запишутся в виде

𝑢1𝑢2 = 1.

Продифференцируем обе части:

𝑢′1𝑢2 + 𝑢1𝑢
′
2 = 0.

Подставляя 𝑢2 = 1
𝑢1

в последнее выражение,
получим уравнение

𝑢′1
1

𝑢1
+ 𝑢1𝑢

′
2 = 0,

которое приведём к квадратному относитель-
но 𝑢1 алгебраическому уравнению 𝑢′2𝑢

2
1+𝑢

′
1 =

= 0.
Решим относительно 𝑢1 последнее квад-

ратное алгебраическое уравнение

𝑢1 =

√︁
−𝑢′1 (𝑢′2)−1,

взяв для определенности положительный
знак перед радикалом.

С учетом (1.38), (1.39) это решение запи-
шем в виде

𝑢1 = 𝑣𝐵, (1.41)

где

𝐵 =

√︂
𝑎0
𝑎1

1− 𝑘

𝑘
. (1.42)

Дифференцируя обе части выражения в
(1.42), получим выражение 𝑢′1 = 𝑣′𝐵 + 𝑣𝐵′,
которое с учетом (1.38), (1.39), а также соот-
ношения

𝑣′ = 𝑣𝑎1,

перепишутся в виде

−𝑎0
𝑘
𝑣 = 𝑣𝑎1𝐵 + 𝑣𝐵′

или, после деления на 𝑣,

−𝑎0
𝑘

= 𝑎1𝐵 +𝐵′, (1.43)

а также в виде

𝑎1 = −𝐵
′

𝐵
− 𝑎0
𝑘𝐵

. (1.44)

Укажем решение 𝐵 дифференциального урав-
нения (1.43)

𝐵 = 𝑒−
∫︀
𝑎1 d𝑧

(︂
𝐶 +

∫︁
−𝑎0
𝑘
𝑒
∫︀
𝑎1 d𝑧 d𝑧

)︂
,

𝐶 = const,
(1.45)

которое, с учетом (1.40), в виде

𝐵 = 𝑣−1

(︂
𝐶 +

∫︁
−𝑎0
𝑘
𝑣 d𝑧

)︂
,

𝐶 = const,

(1.46)

или, с учетом (1.42), перепишется в виде
√︂
𝑎0
𝑎2

1− 𝑘

𝑘
=

= 𝑒−
∫︀
𝑎1 d𝑧

(︂
𝐶 +

∫︁
−𝑎0
𝑘
𝑒
∫︀
𝑎1 d𝑧 d𝑧

)︂
, (1.47)

10
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Подставляя (1.41), при условии (1.42), в (1.10),
получим

𝑤 = 𝑤1 = 𝐵.

Выражения (1.44)–(1.47) являются условиями
интегрируемости дифференцируемости урав-
нения (1.1).

В выражении (1.44), используя (1.42), ко-
эффициент 𝑎1 можно выразить через 𝑎0, 𝑎2,
𝑘, а используя (1.47), коэффициент 𝑎2 можно
выразить через 𝑘, 𝑎0, 𝑎1 (в виде 𝑣).

Объединяя вышеизложенное, а также
учитывая соотношения (1.11), (1.39). (1.40),
(1.47), сформулируем второй вариант след-
ствия теоремы 1.

Следствие 2. При выполнении любого
из условий (1.43)–(1.47) дифференциальное
уравнение 1 интегрируется.

Укажем дополнение к следствию 2 в фор-
ме следствия 3.

Полагая
√︂

1− 𝑘

𝑘
= 𝛼,

√︂
𝑎0
𝑎2

= 𝛽,

имеем

𝐵 = 𝛼𝛽, 𝐵′ = 𝛼′𝛽 + 𝛼𝛽′.

Преобразуем левую часть в (1.43).

−𝑎0
𝑘

= −𝑎0
(︂
1− 𝑘

𝑘

)︂
− 𝑎0 = −𝑎0𝛼2 − 𝑎0.

Используя полученные выражения, перепи-
шем (1.43) в виде

𝛼′𝛽 + 𝛼𝛽′ + 𝑎1𝛼𝛽 = −𝑎0𝛼2 − 𝑎0.

Из компонентов этого выражения составим
дифференциальное, относительно 𝛼, уравне-
ние

𝛼′ + 𝛼
𝛽′

𝛽
= −𝑎0

𝛽
, (1.48)

а также алгебраическое, относительно 𝛼,
уравнение

−𝑎0𝛼 = 𝑎1𝛽, 𝛼 = −𝑎1𝛽
𝑎0

. (1.49)

Укажем решение 𝛼 дифференциального урав-
нения (1.48).

𝛼 =
1

𝛽

(︂
𝑐−

∫︁
𝑎0 d𝑧

)︂
, 𝑐 = const. (1.50)

Сравнивая правые части в (1.49) и (1.50), по-
лучим

1

𝛽

(︂
𝑐−

∫︁
𝑎0 d𝑧

)︂
= −𝑎1𝛽

𝑎0
.

Откуда имеем

𝑐−
∫︁
𝑎0 d𝑧 = −𝑎1

𝑎0
.

Объединяя вышеизложенное, сформулируем
следствие 3.

Следствие 3. Пусть коэффициенты 𝑎0,
𝑎1, 𝑎2, дифференциального уравнения (1.1)
удовлетворяют условию

𝑎1 = −𝑎2
(︂
𝑐−

∫︁
𝑎0 d𝑧

)︂

или (︂
𝑎1
𝑎2

)︂′
= 𝑎0.

Тогда дифференциальное уравнение (1.1) ин-
тегрируемо.

1.7. Третий вариант следствия теоремы 1

Пусть 𝛾 = 𝛾(𝑧) некоторая регулярная в
𝐷𝑧 функция. Основное соотношение теоремы
1 запишем в виде

𝑢1𝑢2 = 𝑣1𝑣
−1
2

или в виде

𝑢1𝑢2 = 𝛾 𝑣1
1

𝛾
𝑣−1
2 .

Полагая
𝑢1𝛾 𝑣1, 𝑢2 =

1

𝛾
𝑣−1
2

и дифференцируя каждое из равенств полу-
чим систему алгебраических уравнений отно-
сительно двух параметров 𝑘, 𝑚

𝛾′ +
𝑚

𝑘
𝑎1𝛾 = −𝑎0

𝑘

и (︂
1

𝛾

)︂′
+

1

𝛾

(︂
−1−𝑚

1− 𝑘
𝑎1

)︂
=

𝑎2
1− 𝑘

.

Решая последнюю систему, определяем выра-
жения для параметров 𝑘, 𝑚.
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2. Обобщение уравнения Риккати
Объектом рассмотрения во втором пара-

графе является нелинейное дифференциаль-
ное уравнение (1′), обобщающее уравнение
Риккати (1.1).

Введением параметров 𝑘𝑖(𝑧), 𝑚𝑖(𝑧), 𝑖 =
= 1, 2, 𝑘𝑗(𝑧), 𝑚𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 2, приведем уравне-
ние (1.1′) к виду

𝑤′(𝑘1 + 𝑘2 + 1− 𝑘1 − 𝑘2) + 𝑎0+

+ 𝑤𝑎1(𝑚1 +𝑚2 + 1−𝑚1 −𝑚2)+

+ 𝑎2𝑤
2 + 𝑎3𝑤

3 = 0.

С учетом этого уравнения, составим три

𝑘1𝑤
′ + 𝑎1𝑚1𝑤 = −𝑎0, (2.1)

𝑘2𝑤
′ + 𝑎1𝑚2𝑤 = −𝑎2𝑤2, (2.2)

(1− 𝑘1 − 𝑘2)𝑤
′ + 𝑎1(1−𝑚1 −𝑚2)𝑤 =

= −𝑎3𝑤3. (2.3)

Разделив обе части выражений в (2.1)–(2.3)
на соответствующие коэффициенты при 𝑤′𝑤′

и полагая

𝑎1
𝑚1

𝑘1
= 𝛼1, 𝑎1

𝑚2

𝑘2
= 𝛼2,

𝑎1
1−𝑚1 −𝑚2

1− 𝑘1 − 𝑘2
= 𝛼3,

а также введя обозначения

−𝑎0
𝑘1

= 𝛽1, −𝑎2
𝑘2

= 𝛽2, − 𝑎3
1− 𝑘1 − 𝑘2

= 𝛽3,

преобразуем дифференциальные уравнения
(2.1)–(2.3) соответственно к виду

𝑤′ + 𝛼1𝑤 = 𝛽1, (2.4)

𝑤′ + 𝛼2𝑤 = 𝛽2𝑤
2, (2.5)

𝑤′ + 𝛼3𝑤 = 𝛽3𝑤
3. (2.6)

Решением 𝑤 = 𝑤1(𝑧)𝑤 = 𝑤1(𝑧) линейного
дифференциального уравнения (2.4) являет-
ся функция

𝑤 = 𝑤1(𝑧) = 𝑣−1
1 𝑢1, (2.7)

где

𝑣1 = 𝑒
∫︀
𝛼1(𝑧) d𝑧, 𝑢1 = 𝑐1 +

∫︁
𝛽1𝑣1 d𝑧,

𝑐1 = const.

(2.8)

Дифференциальные уравнения (2.5), (2.6)
являются уравнениями Бернулли (1.2) при
𝑚 = 2𝑚 = 2 и 𝑚 = 3𝑚 = 3 соответственно,
решения которых, с учетом (1.3), имеют вид

𝑤 = 𝑤2(𝑧) = 𝑣−1
2 𝑢−1

2 , (2.9)

где

𝑣2 = 𝑒
∫︀
𝛼2(𝑧), 𝑢2 = 𝑐2+

∫︁
−𝛽2𝑣−1

2 d𝑧, (2.10)

𝑤 = 𝑤3(𝑧) = 𝑣−1
3 𝑢

− 1
2

3 , (2.11)

𝑣3 = 𝑒
∫︀
𝛼3(𝑧) d𝑧, 𝑢3 = 𝑐3 − 2

∫︁
𝛽3𝑣

−2
3 d𝑧.

(2.12)
Считая, 𝑤1 = 𝑤2𝑤1 = 𝑤2, из (2.7)–(2.10) име-
ем

𝑣−1
1 𝑢1 = 𝑣−1

2 𝑢−1
2 (2.13)

𝑢1𝑢2 = 𝑣1𝑣
−1
2 . (2.14)

Считая, 𝑤2 = 𝑤3𝑤2 = 𝑤3, из (2.9)–(2.12) име-
ем

𝑣−1
2 𝑢−1

2 = 𝑣−1
3 𝑢

− 1
2

3 (2.15)

𝑢−1
2 𝑢

1
2
3 = 𝑣2𝑣

−1
3 . (2.16)

Объединяя вышеизложенное во втором па-
раграфе в обозначениях выражений в (2.1)–
(2.16), сформулируем теорему 2.

Теорема 2. Пусть некоторые функции
𝑘𝑖 = 𝑘𝑖(𝑧), 𝑚𝑖 = 𝑚𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 2, и коэффици-
енты 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑧), 𝑖 = 0, 3, 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑧), 𝑖 = 0, 3,
дифференциального уравнения (1.1′) регуляр-
ны в области 𝐷2 ⊂ 𝐶, 𝑘𝑖 ̸= 0, 1− 𝑘1 − 𝑘2 ̸= 0,
𝑖 = 1, 2, 𝐷2 ⊂ 𝐶, 𝑘𝑖 ̸= 0, 1− 𝑘1𝑘2 ̸= 0, 𝑖 = 1, 2,
удовлетворяют соотношениям

𝑣−1
1 𝑢1 = 𝑣−1

2 𝑢−1
2 и 𝑣−1

1 𝑢1 = 𝑣−1
2 𝑢−1

2 ,

𝑣−1
2 𝑢−1

2 = 𝑣−1
3 𝑢

− 1
2

3 .𝑣−1
2 𝑢−1

2 = 𝑣−1
3 𝑢

− 1
2

3

Тогда функция 𝑤 = 𝑤1(𝑧)𝑤 = 𝑤1(𝑧) в (2.7)
удовлетворяет обобщенному уравнению (1.1′).

Замечание. Вышеуказанная схема мо-
жет быть использована в общем виде при
рассмотрении дифференциального уравнения
вида

𝑤′ +
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑖(𝑧)𝑤
𝑗 = 0.
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3. Сущность альтернативного метода
исследования интегрируемости
дифференциального уравнения
первого порядка, содержащего

многочлен
В случае дифференциального уравнения

вида
𝑤′ + 𝑎0 + 𝑎1𝑤 + . . .+ 𝑎𝑛𝑤 = 0,

путем введения параметров:
1) составляют систему линейных и диф-

ференциальных уравнений Бернулли
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑤′ + 𝑎1𝑤 = 𝑏1,
𝑤′ + 𝑎2𝑤 = 𝑏2𝑤

2,
. . .
𝑤′ + 𝑎𝑛𝑤 = 𝑏𝑛𝑤

𝑛;

2) по известной формуле Бернулли находят
решения 𝑤 = 𝑤𝑘(𝑧), 𝑘 = 1, 𝑛;

3) составляют систему равенств
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑤1(𝑧) = 𝑤2(𝑧),
𝑤2(𝑧) = 𝑤3(𝑧),
. . .
𝑤𝑛−1(𝑧) = 𝑤𝑛(𝑧).

Эта система является системой связи между
введенными параметрами и коэффициентами
исходного дифференциального уравнения, а
также условием интегрируемости рассматри-
ваемого дифференциального уравнения.

4. Теорема, обратная теореме 1

Теорема 1′. Пусть регулярные в 𝐷𝑧 ⊂ 𝐶
функции 𝑘(𝑧), 𝑚(𝑧), 𝑎0(𝑧), 𝑎1(𝑧), 𝑎2(𝑧) удовле-
творяют условиям (1.18)–(1.20).

Тогда левая и правая части в (1.18)–
(1.20) являются решениями дифференциаль-
ного уравнения (1.1), т.е. функции 𝑎0(𝑧),
𝑎1(𝑧), 𝑎2(𝑧) коэффициенты дифференциаль-
ного уравнения (1.1).

Доказательство. Обозначив через 𝛾 =
= 𝛾(𝑧) левую и правую части в (1.15), (1.17),
составим выражения

𝑣−1
1 𝑢1 = 𝛾, 𝑢1 = 𝛾𝑣1 (4.1)

𝑣−1
2 · 𝑢−2

2 = 𝛾, 𝑢2 =
𝑣−1
2

𝛾
. (4.2)

Дифференцируя левую и правую части в (4.1)

𝑢′2 = 𝛾′𝑣1 + 𝛾𝑣′1 (4.3)

и, используя (1.11) выражения в (4.3), пере-
пишем в виде

−𝑎0
𝑘
𝑣1 = 𝛾′𝑣1 + 𝛾𝑣1

𝑚

𝑘
𝑎1.

После умножения на 𝑘
𝑎1𝑣1𝛾

перепишем в виде

𝑚 = − 𝑎0
𝑎1𝛾

− 𝑘𝛾′

𝑎1𝛾
. (4.4)

Дифференцируя левую и правую части в (4.2)

𝑢′2 =
(𝑣−1

2 )′

𝛾
− 𝑣−1

2 𝛾′

𝛾2
.

𝑎2 = − (1−𝑚)
𝑎1
𝛾

− 𝛾′

𝛾2
(1− 𝑘). (4.5)

Подставив (4.4) в (4.5), находим

𝑎2 = −𝑎1
𝛾

− 𝑎0
𝛾2

− 𝛾′

𝛾2
,

𝛾′ + 𝑎0 + 𝑎1𝛾 + 𝑎2𝛾.

Последнее означает, что 𝛾 — решение урав-
нения (1.1) или что левая и правая части
в (1.15), (1.17) являются решениями диффе-
ренциального уравнения (1.1), а функции 𝑎0,
𝑎1, 𝑎2 — коэффициенты дифференциального
уравнения (1.1).

Теорема 1′ доказана. �

4.1. Сравнительный анализ теоремы 1 и
теоремы 1′

В теореме 1 исходным моментом является
дифференциальное уравнение 1 и, следова-
тельно, его коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2.

В теореме 1′, считающейся обратной к
теореме 1, исходным моментом считаются
соотношения (1.15), (1.17), где 𝑚(𝑧), 𝑘(𝑧),
𝑎0(𝑧), 𝑎1(𝑧), 𝑎2(𝑧) являются регулярными в
𝐷𝑧 функциями.

В теореме 1′ доказывается, что в этом слу-
чае левая и правая части в (1.15), (1.17), явля-
ются решениями уравнения (1.1), а функции
𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 — коэффициенты дифференциаль-
ного уравнения (1.1).

Заключение. Выводы
Разработан алгоритм получения условий

интегрируемости дифференциальное урав-
нение первого порядка с полиномиальной
частью. Альтернативный метод выявления
условий интегрируемости дифференциально-
го уравнения состоит во введении параметров
и создания системы дифференциальных урав-
нений, способы интегрируемости которых из-
вестны. Используя решения системы, состав-
лены равенства, связывающие параметры и
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коэффициенты исходного уравнения, опреде-
ляющие условия интегрируемости рассматри-
ваемого дифференциального уравнения.

Представленные факты структурированы
по методу постепенности: вначале внимание
уделяется уравнению с многочленом второй
степени (уравнению Риккати), приводятся
примеры. Затем рассматривается уравнение с
многочленом третьей степени. В завершении
исследуется дифференциальное уравнение с
многочленом любого порядка.
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