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Abstract. The discovery of a new type of cracks, complementing Griffith-Irwin cracks, put
forward the problem of a more detailed study of the state of products, namely bearings, which
have the risk of acquiring crack type defects. Since this process can occur at the stage of operation
of the product, the question arises of its resource before achieveing the conditions for its safe
replacement. In the paper by means of an example of conventional models of bearings, the
properties of a bearing with a defective coating are studied. The model is a deformable material of
the bearing race in the form of a layer, having a coating with a crack, which has a thin lubricating
layer of liquid on top. The fluid layer is exposed to the effect of vertical pressure from above from
the bearing itself. The properties of contact stresses in the zone of the defect are investigated
with allowance for external influences.
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С учетом обнаружения нового типа тре-
щин, дополняющих трещины Гриффитса–
Ирвина, изучается проблема детального ис-
следования состояния изделий, а именно, под-
шипников, имеющих опасность приобретения
дефектов, типа трещин. Поскольку этот про-
цесс может случаться на этапе эксплуатации
изделия, то возникает вопрос его ресурса до

достижения условий безопасной его замены.
В работе на примере общепринятых моделей
подшипников изучаются свойства подшипни-
ка, имеющего покрытие с дефектом. Модель
представляет собой деформируемый матери-
ал обоймы подшипника в виде слоя, имеющей
покрытие с трещиной, не которой сверху на-
ходится тонкий смазочный слой жидкости.
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Сверху на слой жидкости оказывается воз-
действие вертикального давления от самого
подшипника. Исследуются свойства контакт-
ных напряжений в зоне дефекта с учетом
внешних воздействий.

Введение

Покрытие находится под воздействием
смазки, которая в условиях функционирова-
ния утрачивает вязкость и может моделиро-
ваться тонким слоем идеальной несжимае-
мой жидкости, на который оказывается верти-
кальное внешнее давление подшипника. Для
исследования локальных свойств подшипника
в окрестности дефекта основание обоймы рас-
сматривается в форме деформируемого слоя
с дефектным покрытием, содержащим свер-
ху слой идеальной несжимаемой жидкости.
Предполагается, что покрытие имеет наибо-
лее сложный скрытый дефект, описываемый
трещиной, плоскость которой перпендикуляр-
на границе покрытия. Описанная блочная
структура исследуется методом блочного эле-
мента, выявляются особенности дальнейшего
поведения подшипника.

В связи с важностью подшипниковых пар
в машиностроении и других отраслях, в ми-
ре всестороннее исследование этих объектов
ведется многие годы и в разных направлени-
ях. Глубокие обобщающие исследования по
фрикционным явлениям и примыкающей тео-
рии подшипников выполнены в работах [1–4].
В последние годы особое внимание уделяется
проблемам трения в подшипниковых парах,
что связано с вопросами их прочности и экс-
плуатационной энергоемкости [5–7]. Важное
место занимают проблемы создания подшип-
никовых пар на основе материалов разной
реологии, в том числе с применением смазоч-
ных материалов [1–4, 8]. Дефекты, которые
рассматриваются в работе, относятся к кате-
гории скрытых, поскольку их вертикальная
плоскость является малодоступной для об-
наружения ультразвуковыми или рентгенов-
скими методами, сканирующими в вертикаль-
ном направлении. Наличие слоя жидкости
усложняет выявление дефектов. Результат
работы показывает важность их обнаруже-
ния, поскольку уже единичные дефекты мо-
гут приводить к необратимым последствиям
в таких конструкциях. Особое беспокойство
вызывает обнаружение трещин нового типа,
дополняющих трещины Гриффитса–Ирвина
и разрушающих материал иным, по сравне-

нию с первыми, механизмом [9]. В основе ис-
следования лежит метод блочного элемента,
достаточно удачно зарекомендовавший себя
в задачах со скрытыми дефектами.

1. Основные уравнения
Описанная проблема рассматривается в

четырехблочной структуре, состоящей из де-
формируемого слоя, моделирующего тело,
двух полубесконечных пластин Кирхгофа,
между торцами которых может отсутство-
вать или присутствовать некоторое расстоя-
ние, и слоя жидкости. В каждом блоке такой
структуры поставлены соответствующие гра-
ничные задачи. Методом блочного элемента
исследование сводится к изучению системы
функциональных уравнений, позволяющих
выявить концентрацию напряжений в блоч-
ной структуре. Считаем, что на смазываю-
щий материал – слой идеальной жидкости и
пластины действуют внешние гармонические
во времени силы, направленные вертикаль-
но. Покрытие жестко соединено с основанием,
однако касательными силами в контакте с ос-
нованием можно пренебречь, поскольку смаз-
ка считается идеальной жидкостью. Будем
рассматривать локальную систему координат
𝑥1𝑥2𝑥3 с началом в плоскости 𝑥1𝑥2, совпа-
дающей со срединной плоскостью пластины,
осью 𝑜𝑥3, направленной вверх по нормали
к пластине, осью 𝑜𝑥1, направленной по ка-
сательной к границе торца пластины, осью
𝑜𝑥2 — по нормали к его границе. Область, за-
нятая левой пластиной, обозначается индек-
сом 𝜆 и описывается соотношениями |𝑥1| 6 ∞,
𝑥2 6 −𝜃, а занятая правой — индексом 𝑟 и
координатами |𝑥1| 6 ∞, 𝜃 6 𝑥2. Уравнение
Кирхгофа для фрагментов пластин 𝑏, 𝑏 = 𝜆, 𝑟,
занимающих области Ω𝑏 с границами 𝜕Ω𝑏,
при вертикальных гармонических воздействи-
ях напряжением 𝑡3𝑏𝑒

−𝑖𝜔𝑡 сверху и 𝑔3𝑏𝑒
−𝑖𝜔𝑡 —

снизу после исключения временного парамет-
ра имеют вид

R𝑏(𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)𝑢3𝑏 + 𝜀53𝑏(𝑡3𝑏 − 𝑔3𝑏) ≡

≡
(︂
𝜕4

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕2

𝜕𝑥21

𝜕2

𝜕𝑥22
+

𝜕4

𝜕𝑥42
− 𝜀43𝑏

)︂
𝑢3𝑏+

+ 𝜀53𝑏(𝑔3𝑏 − 𝑡3𝑏) = 0,

R𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)𝑈3𝑏 =
[︀
(𝛼2

1 + 𝛼2
2)

2 − 𝜀43𝑏
]︀
𝑈3𝑏,

𝑈3𝑏 = F2𝑢3𝑏, 𝐺3𝑏 = F2𝑔3𝑏, 𝑇3𝑏 = F2𝑡3𝑏,

𝑏 = 𝜆, 𝑟,
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Об особенностях ресурсов подшипников, получивших дефект

𝑚𝑏 = −𝐷𝑏1

(︂
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥22

+ 𝜈𝑏
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥21

)︂
= 𝑓3𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝐷𝑏1 =
𝐷𝑏

𝐻2
, 𝐷𝑏2 =

𝐷𝑏

𝐻3
,

𝑥𝑘0 = 𝐻𝑥𝑘, 𝑘 = 1,2,

𝑞𝑏 = −𝐷𝑏2

(︂
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥32

+ (2− 𝜈𝑏)
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︂
=

= 𝑓4𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝑢3𝑏 = 𝑓1𝑏(𝜕Ω𝑏),
𝜕𝑢3𝑏
𝐻𝜕𝑥2

= 𝑓2𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝐷𝑏 =
𝐸𝑏ℎ

3
𝑏

12(1− 𝜈2𝑏 )
,

𝜀43𝑏 = 𝜔2𝜌𝑏
(1− 𝜈2𝑏 )12𝐻

4

𝐸ℎ2𝑏
,

𝜀53𝑏 =
(1− 𝜈2𝑏 )12𝐻

4

𝐸𝑏ℎ
3
𝑏

, 𝜀−1
6 =

(1− 𝜈)𝐻

𝜇
.

Здесь для пластин приняты обозначения: 𝜈𝑏 —
коэффициент Пуассона, 𝐸𝑏 — модуль Юнга,
ℎ𝑏 — толщины пластин , 𝜌𝑏 — плотность, 𝜔 —
частота колебаний. Функции 𝑔3𝑏, 𝑡3𝑏 — зна-
чения контактных напряжений со стороны
основания и давлений на пластины слоя жид-
кости сверху, действующих вдоль оси 𝑥3 в
области Ω𝑏. F2 ≡ F2(𝛼1, 𝛼2) и F1 ≡ F1(𝛼1) —
двумерный и одномерный операторы преоб-
разования Фурье соответственно, 𝑚𝑏 и 𝑞𝑏 —
изгибающий момент и перерезывающая си-
ла, 𝑓1(𝜕Ω𝑏) — вертикальное перемещение на
границе, 𝑓2(𝜕Ω𝑏) — угол поворота срединной
плоскости вокруг оси 𝑥1, в системе координат
𝑥1𝑜𝑥2; ℎ𝑏 — толщины пластин, 𝐻 — размер-
ный параметр подложки, например, толщина
деформируемого слоя материала.

Поведение блочного элемента, которым
является слой толщины 𝐻1 несжимаемой
жидкости Ω0 на поверхности, описывается
уравнениями мелкой воды.

В дальнейшем приняты обозначения: 𝑝 —
давление в слое жидкости, 𝜌 — плотность
жидкости, 𝑔 — ускорение свободного падения,
𝜑 — потенциал скоростей в жидкости, 𝑤 —
внешнее воздействие на слой. Учитывая, что
на верхней границе покрытия на него ока-
зывается давление слоя жидкости, с учетом
взятой модели необходимо принять

𝑡3𝑏 = 𝑝, 𝑢3𝑏 =
ℎ𝑏

𝑖𝜔𝐻2
1

Δ𝜑𝑏.

В результате дифференциальное уравнение
относительно потенциала скоростей принима-
ет вид

Δ3𝜑𝑏 + (𝜀53𝑏𝜌𝑔 − 𝜀43𝑏)Δ𝜑𝑏 + 𝜀53𝑏𝜌
𝜔2𝐻2

1

ℎ𝑏
𝜑𝑏−

− 𝑖𝜀53𝑏
𝜔𝐻2

1

ℎ𝑏
(𝑔3𝑏 − 𝑤𝑏) = 0.

2. Метод решения

Для использования метода блочного эле-
мента необходимо применить его алгоритм,
включающий этапы внешней алгебры, внеш-
него анализа и фактор-топологии. На этапе
внешней алгебры граничная задача сводится
к функциональному уравнению следующего
вида

𝑁𝑏(𝛼1, 𝛼2)Φ𝑏(𝛼1, 𝛼2) =

=

∫︁

𝜕Ω𝑏

𝜔𝑏(𝛼1, 𝛼2) + 𝑆𝑏(𝛼1, 𝛼2), (2.1)

𝑆𝑏(𝛼1, 𝛼2) = 𝑖𝜀53𝑏
𝜔𝐻2

1

ℎ𝑏
F2(𝛼1, 𝛼2)(𝑔3𝑏 − 𝑤𝑏),

Φ𝑏(𝛼1, 𝛼2) = F2(𝛼1, 𝛼2)𝜑𝑏, 𝑅𝑏 = 𝜌
𝜔2𝐻2

1

ℎ𝑏
.

Здесь 𝑁𝑏(𝛼1, 𝛼2) — полином шестого поряд-
ка, 𝜔𝑏(𝛼1, 𝛼2), 𝑏 = 𝜆, 𝑟 — внешние формы,
отвечающая рассматриваемой граничной за-
даче, которые достаточно просто строятся.
Для 𝑏 = 𝜆 она имеет вид

𝜔𝜆(𝛼1, 𝛼2) = 𝑒𝑖(𝛼1𝑥1−𝛼2𝜃2

[︂
𝜕5𝜑

𝜕𝑥52
− 𝑖𝛼2

𝜕4𝜑

𝜕𝑥42
−

− (𝛼2
2 + 3𝛼2

1)
𝜕3𝜑

𝜕𝑥32
+ (𝑖𝛼3

2 + 3𝛼2𝛼
2
1)
𝜕2𝜑

𝜕𝑥22
+

+ (𝛼4
2 + 3𝛼2

1𝛼
2
2 + 𝜀53𝑏𝜌𝑔 − 𝜀43𝑏)

𝜕𝜑

𝜕𝑥2
−

−
⟨︀
𝑖𝛼5

2+3𝑖𝛼3
2𝛼

2
1+𝑖𝛼23𝛼

4
1+𝑖𝛼2(𝜀53𝑏𝜌𝑔−𝜀43𝑏)

⟩︀
𝜑

]︂
𝑑𝑥1.

Аналогичный вид имеет внешняя форма для
левой полупластины.

Связь между граничными напряжения-
ми и перемещениями на поверхности упру-
гой среды, на которой находятся пластины, с
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учетом отсутствия касательных напряжений
имеет вид

𝑢3𝑚(𝑥1, 𝑥2) = 𝜀−1
6

2∑︁

𝑛=1

∫︁∫︁

Ω𝑛

𝑘(𝑥1−𝜉1, 𝑥2−𝜉2)×

× 𝑔3𝑛(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2,

𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3,

𝑢31 = 𝑢3𝜆, 𝑢32 = 𝑢3𝑟, 𝑢33 = 𝑢3𝜃,

𝑔31 = 𝑔3𝜆, 𝑔32 = 𝑔3𝑟,

Ω1 ≡ Ω𝜆(|𝑥1| 6 ∞; 𝑥2 6 −𝜃),
Ω2 ≡ Ω𝑟(|𝑥1| 6 ∞; 𝜃 6 𝑥2),

Ω3 ≡ Ω𝜃(|𝑥1| 6 ∞; −𝜃 6 𝑥2 6 𝜃).

Для исследования функциональных урав-
нений применяется этап внешнего анализа,
названного так, поскольку дифференциаль-
ные операции совершаются над внешними
формами. С этой целью представим функци-
ональные уравнения в виде

𝑈3𝑏(𝛼1, 𝛼2) = 𝑁−1
𝑏 (𝛼1, 𝛼2)×

× [𝜔𝑏(𝛼1, 𝛼2) + 𝜀53𝑏𝑆3𝑏(𝛼1, 𝛼2)] . (2.2)

Потребуем выполнение автоморфизма, одним
из способов осуществления которого являет-
ся обращение в ноль форм – вычетов Лере
лишь в тех нулях 𝛼2𝑛± = 𝛼2𝑛±(𝛼1) функ-
ции 𝑁−1

𝑏 (𝛼1, 𝛼2), которые обеспечивают каж-
дой из граничных задач в качестве носите-
лей только свои пластины. Псевдодифферен-
циальные уравнения вырождаются в алгеб-
раические. С учетом принятых обозначений
уравнение для левой пластины можно пред-
ставить в форме

− 𝑒−𝑖𝛼2−𝜃)
{︀
𝐵1𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑄𝜆(𝛼1,−𝜃)+

+𝐵2𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑀𝜆(𝛼1,−𝜃)+
+𝐵3𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑈3𝜆𝜕𝑥2(𝛼1,−𝜃)+
+𝐵4𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑈3𝜆(𝛼1,−𝜃)+
+𝐵5𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑃 (𝛼1,−𝜃)+

+𝐵6𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑉𝑥2(𝛼1,−𝜃)
}︀
+

+ 𝑆𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−) = 0,

𝑛 = 1, 2, 3.

Аналогичный вид имеет второе псевдодиффе-
ренциальное уравнение для правой пластины.

Неизвестными в функциональных уравнени-
ях являются задаваемые на торцах пластин,
являющихся дефектами, то есть при 𝑥2 = ±𝜃,
внешние воздействия.

После внесения найденных неизвестных
во внешние формы (2.2) получаем упакован-
ные блочные элементы для пластин и сло-
ев жидкости над ними. Таким образом, этап
внешнего анализа для рассматриваемой блоч-
ной структуры завершен, поскольку по по-
строению блочный элемент основания, имею-
щий неограниченный носитель, является все-
гда упакованным. Таким же можно было счи-
тать и слой жидкости. Однако, полагая, что
левая и правая пластины могут иметь раз-
ные толщины, рассматривается более слож-
ная граничная задача с учетом этого разде-
ления. Этап фактор-топологии предполага-
ет осуществление сопряжения друг с другом
блочных элементов как топологических мно-
гообразий с краем. Отношениями эквивалент-
ности являются продиктованные интересами
исследования, принятые в рассматриваемых
краевых задачах граничные условия. Для со-
пряжения блочных элементов с основанием
сопрягаются граничные перемещения и кон-
тактные напряжения пластин и основания.
Для перемещений имеем

𝑈3𝜆 + 𝑈3𝑟 + 𝑈3𝜃 = 𝑈3.

Здесь 𝑈3𝜃 — объем жидкости в области между
торцами пластин и верхней границей поверх-
ности жидкости. При сблизившихся торцах
пластин функция 𝑈3𝜃 исчезает. Выделив кон-
тактные напряжения 𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2), 𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2),
𝐺3(𝛼1, 𝛼2), последнее соотношение можно
представить в виде

𝑁−1
𝜆 (𝛼1, 𝛼2)

⟨︀
𝜔𝜆(𝛼1, 𝛼2)+

+ 𝜀53𝜆𝑖𝑅𝜆

[︀
𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2)−𝑊𝜆

⟩︀]︀
+ 𝑈3𝜃+

+𝑁−1
𝑟 (𝛼1, 𝛼2) ⟨ 𝜔𝑟(𝛼1, 𝛼2)+

+ 𝜀53𝑟𝑖𝑅𝑟

[︀
𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2)−𝑊𝑟

⟩︀]︀
=

= 𝜀−1
6 𝐾(𝛼1, 𝛼2)𝐺3(𝛼1, 𝛼2).

Приняв во внимание, что

𝐺3(𝛼1, 𝛼2) = −𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2)−𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2),

и введя обозначения

𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2) = 𝐺−(𝛼1, 𝛼2),

𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2) = 𝐺+(𝛼1, 𝛼2),

получим следующие функциональные урав-
нения типа Винера–Хопфа для определения
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контактных напряжений для двух случаев:
𝜃 > 0; 𝜃 = 0 при 𝑈3𝜃𝜆 = 0 в виде

𝑀𝑟𝜆(𝛼1, 𝛼2)𝐺
+(𝛼1, 𝛼2) =

= 𝐺−(𝛼1, 𝛼2) + 𝑇𝑟𝜆(𝛼1, 𝛼2) + 𝑈3𝜃𝜆.

Функции 𝐺+(𝛼1, 𝛼2), 𝐺−(𝛼1, 𝛼2) регулярны
по параметру 𝛼2 в верхней и нижней полу-
плоскостях, соответственно.

Дальнейший анализ полученных функци-
ональных уравнений и их решение детально
изложено в работах [10,11]. Анализ получен-
ных функциональных уравнений показал, что
они являются более сложными, чем в случае
отсутствия слоя жидкости. Поведение кон-
тактных напряжений в зоне сближения пла-
стин описывается функциями, приведенными
ниже. При исследовании решения первого
уравнения (𝜃 > 0), то есть в случае не скры-
того дефекта, а легко наблюдаемого, имеются
следующие свойства контактных напряжений
между пластинами и основанием.

𝑔3𝜆(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎1𝜆(𝑥1, 𝑥2)(−𝑥2 − 𝜃)−1/2,

𝑥2 < −𝜃,
𝑔3𝑟(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎1𝑟(𝑥1, 𝑥2)(𝑥2 − 𝜃)−1/2,

𝑥2 > 𝜃.

При 𝜃 = 0, то есть когда дефект являет-
ся скрытым, контактные напряжения в зоне
близости фрагментов лопнувшего покрытия
приобретают сингулярную составляющую и
имеют поведение вида

𝑔3𝜆(𝑥1, 𝑥2) → 𝜎2𝜆(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−1
2 ,

𝑔3𝑟(𝑥1, 𝑥2) → 𝜎2𝑟(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−1
2 .

Вещественные напряжения с учетом гармо-
нических воздействий имеют вид

𝜎3𝑏(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = Re𝜎3𝑏(𝑥1, 𝑥2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡 ≡

≡ Re𝜎3𝑏(𝑥1, 𝑥2) cos𝜔𝑡+Im𝜎3𝑏(𝑥1, 𝑥2) sin𝜔𝑡.

Выводы
Таким образом, если покрытие состоит

из материала с более высокими прочностны-
ми свойствами, то появление скрытого де-
фекта влечет за собой разрушение основания
подшипника прочными частями покрытия. В
этом случае менее разрушительным является
образование видимого дефекта с 𝜃 > 0. При

этом исчезает целый фрагмент покрытия, но
контактные напряжения в зоне покрытия ока-
зываются энергетическими. Если прочност-
ные свойства материала покрытия уступают
материалу основания, то такое покрытие при
появлении скрытого дефекта имеет меньше
шансов разрушить более прочное основание.
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