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Иванычев Д.А.

SOLUTION OF COMBINED BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR ANISOTROPIC
ROTATION BODIES WITH MASS FORCES

D.A. Ivanychev

Lipetsk State Technical University, Lipetsk, Russia
e-mail: lsivdmal@mail.ru

Abstract. The aim of the work is to determine the stress-strain state of anisotropic bodies of
revolution under the action of mass forces and external conditions of a physical and kinematic
nature in a combined formulation.

The task is ensured by the development of the method of boundary states, based on the concepts
of spaces of internal and boundary states. The theory of the formation of the basis of the space of
internal states, which includes displacements, deformations, stresses and mass forces, is constructed.
A common basis is a combination of two bases. The first is formed for the case of plane deformation
from the action of only mass forces, based on the application of the application of fundamental
polynomials. Further, on its basis, according to the method of integral overlays, a basis of internal
spatial states is induced. The second is the basis of internal states in the classical boundary value
problem for transversely isotropic bodies. After orthogonalization of the common basis, where
the inner energy of elastic deformation acts as the scalar product, the desired state is determined
by a Fourier series, the coefficients of which are defined integrals. Checking the adequacy of the
solution is carried out by comparing a given field of mass forces with that obtained, as well as by
comparing the specified boundary conditions with the resulting solutions.

Solutions of problems with different combinations of boundary conditions for a circular cylinder
of rock with the corresponding conclusions are given. Presents a graphical visualization of the
results.

Keywords: anisotropy, mixed problems, boundary state method, mass forces, axisymmetric
problems, boundary value problems.

Современные материалы, применяемые в
машиностроении, строительстве, в авиации,
обладают анизотропией в отношении упругих
свойств, поэтому детали, изготовленные из
таких материалов, требуют создания специ-
альных или усовершенствования существу-
ющих методов расчета на прочность, жест-
кость, устойчивость и т.д. На эти детали дей-
ствуют массовые силы, например, силы инер-
ции и внешние силы, а на границу наложе-
ны еще и кинематические условия. Расчет
напряженно-деформированного состояния от
совокупности таких воздействий составляет
актуальную научную задачу.

Массовые силы в задачах механики твер-
дых тел просматривались в работах различ-
ных направлений. В работе [1] построено

численно-аналитическое решение плоской за-
дачи теории упругости с использованием ме-
тода взвешенных невязок в форме метода
граничного решения. Найдено распределения
напряжений и смещений в упругом теле, под-
верженном действию заданной системы объ-
емных сил и заданных напряжений или сме-
щений на границах. В [2] исследовались вы-
нужденные деформации в виде суммы воздей-
ствий поверхностных и объемных сил. В ра-
боте [3] рассматривались задачи теории упру-
гости с заданными объемными и поверхност-
ными силами в функциональных энергетиче-
ских пространствах тензоров напряжений и
деформаций, методом ортогональных проек-
ций решены конкретные задачи. В работе [4]
для перемещений получено условие эквива-
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лентности поверхностных и объемных сил,
используя вариационное уравнение Лагран-
жа. В [5] было построено поле перемещений
для изотропного упругого тела, ограниченно-
го концентрическими сферами и находящего-
ся под действием осесимметричных нестацио-
нарных объемных сил. В [6] получены точные
аналитические решения задач о равновесии
толстостенных трансверсально-изотропных
составных сфер с жестко закрепленной или
закрепленной только в радиальном направ-
лении внешней поверхностью, находящихся
под действием массовых сил и внутреннего
давления.

Работа [7] посвящена обратному методу
определения напряженно-деформированного
состояния изотропных упругих тел от дей-
ствия непрерывных непотенциальных объем-
ных сил.

Метод граничных состояний с участием
объемных сил для изотропной среды при-
менен в [8]. В [9] продемонстрирован прием
включения в круг расчетных вопросов мето-
да граничных состояний объемных сил упру-
гой среды, составляющих линейную комбина-
цию «эталонных» воздействий на односвяз-
ное ограниченное тело. В [10] разработана
методика получения полнопараметрических
решений для анизотропных тел, где возник-
новение фиктивных массовых сил являлось
следствием применения метода Пуанкаре.

В рамках настоящей работы предлага-
ется развитие энергетического метода гра-
ничных состояний для класса задач теории
упругости с комбинированными граничны-
ми условиями при наличии массовых сил
для трансверсально-изотропных тел враще-
ния. Особенность решения состоит в том, что
искомое упругое поле удовлетворяет одновре-
менно заданным условиям на границе тела и
условиям внутри области (массовые силы), а
не представляет собой сумму решений част-
ных задач.

1. Постановка задачи

Рассматривается трансверсально-изотроп-
ное тело, ограниченное одной или нескольки-
ми коаксиальными поверхностями вращения.
Требуется восстановить упругое поле в обла-
сти 𝑉 по заданным массовым силам X внутри
области и условиям на поверхности, которые
в цилиндрической системе координат могут

быть записаны в различных комбинациях. На
всей поверхности тела заданы

1. {𝑢𝑟, 𝑝𝑧};

2. {𝑝𝑟, 𝑢𝑧};

3. {𝑝𝜏 , 𝑢𝑛}.

Для однородной трансверсально-
изотропной среды в цилиндрических коор-
динатах имеют место следующие соотноше-
ния [11]. Дифференциальные уравнения рав-
новесия в цилиндрической системе координат
𝑧, 𝑟, 𝜃:
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где 𝑅, 𝑍, 𝑄 — массовые силы.
Соотношения Коши:
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Обобщенный закон Гука:
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где 𝐸𝑧 и 𝐸𝑟 — модули упругости соответствен-
но в направлении оси 𝑧 и в плоскости изотро-
пии, 𝜈𝑧 — коэффициент Пуассона, характе-
ризующий сжатие вдоль 𝑟 при растяжении
вдоль оси 𝑧, 𝜈𝑟 — коэффициент Пуассона,
характеризующий поперечное сжатие в плос-
костях изотропии при растяжении в этих же
плоскостях, 𝐺𝑟 и 𝐺𝑧 — модуль сдвига в плос-
костях изотропии и перпендикулярных к ним.
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Решение комбинированных краевых задач для анизотропных тел вращения. . .

2. Метод решения

Для решения поставленной задачи прибег-
нем к понятиям метода граничных состояний
(МГС) [12], основу которого составляют поня-
тия пространств внутренних Ξ и граничных
Γ состояний

Ξ = {𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, . . . , 𝜉𝑘, . . .} ;
Γ = {𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, . . . , 𝛾𝑘, . . .} .

(2.1)

Внутреннее состояние определяется набора-
ми компонент вектора перемещений, тензоров
деформаций и напряжений

𝜉𝑘 = {𝑢𝑘𝑖 , 𝜀𝑘𝑖𝑗 , 𝜎𝑘𝑖𝑗}.

Скалярные произведения в базисе внутрен-
них состояний (например, для 1-го и 2-го внут-
реннего состояния) будем определять выра-
жением

(𝜉1, 𝜉2) =

∫︁

𝑉

(𝜀1𝑖𝑗𝜎
2
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1
𝑖𝑗) d𝑉 . (2.2)

В силу тождества Бетти

(𝜉1, 𝜉2) = (𝜉2, 𝜉1) =
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=
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𝑉
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1
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2
𝑖𝑗) d𝑉 = 2

∫︁

𝑉

𝜀1𝑖𝑗𝜎
2
𝑖𝑗 d𝑉 .

Граничное состояние 𝛾𝑘, в отличие от тради-
ционного 𝛾𝑘 = {𝑢𝑘𝑣𝑖, 𝑝𝑘𝑖 }, определяемого в [12],
будем формировать наборами компонент век-
тора перемещения точек границы 𝑢𝑣𝑖, поверх-
ностными усилиями 𝑝𝑖 и массовыми силами
𝑋𝑖 (последнее условно в силу того, что мас-
совые силы не относятся к элементу поверх-
ности тела)

𝛾𝑘 = {𝑢𝑘𝑣𝑖, 𝑝𝑘𝑖 , 𝑋𝑘
𝑖 }, 𝑝𝑘𝑖 = 𝜎𝑘𝑖𝑗𝑛𝑗 ,

где 𝑛𝑗 — компонента нормали к границе.
Скалярное произведение в пространстве

граничных состояний Γ, на основании уравне-
ния Клапейрона [13] и (2.2), выражает двой-
ную работу внешних сил по поверхности тела
𝑆 и двойную работу массовых сил на переме-
щениях 𝑢𝑖 внутренних точек тела

(𝛾1, 𝛾2) = 2

∫︁

𝑉

𝑋1
𝑖 𝑢

2
𝑖 𝑑𝑉 + 2

∫︁

𝑆

𝑝1𝑖𝑢
2
𝑣𝑖 d𝑆.

В случае гладкой границы оба пространства
состояний являются гильбертовыми и сопря-
жены изоморфизмом. По определению, каж-
дому элементу 𝜉𝑘 ∈ Ξ соответствует един-
ственный элемент 𝛾𝑘 ∈ Γ, причем это соот-
ветствие взаимно-однозначное 𝜉𝑘 ↔ 𝛾𝑘. Это
позволяет свести отыскание внутреннего со-
стояния к построению изоморфного ему гра-
ничного состояния. Последнее существенно
зависит от граничных условий (ГУ).

Методика формирования базиса простран-
ства внутренних состояний описана ниже.

Ортонормирование базиса простран-
ства Ξ осуществляется по разработанному
рекурсивно-матричному алгоритму ортого-
нализации [14], где в качестве перекрестных
скалярных произведений принимается (2.2).

Проблема сводится к разрешающей систе-
ме уравнений относительно коэффициентов
Фурье, разложения искомых внутреннего 𝜉 и
граничного 𝛾 состояний в ряд по элементам
ортонормированного базиса:

𝑝𝑖 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑝
𝑘
𝑖 ; 𝑢𝑖 =

∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑢
𝑘
𝑖 ;

𝜎𝑖𝑗 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝜎
𝑘
𝑖𝑗 ; 𝜀𝑖𝑗 =

∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝜀
𝑘
𝑖𝑗 ;

𝑋𝑖 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑋
𝑘
𝑖 .

(2.3)

Введем коэффициенты 𝛽𝑖𝑗 , 𝛼𝑗 и матри-
цы от этих коэффициентов 𝐵 = [𝛽𝑖𝑗 ]𝑁×𝑁 ,
𝐴 = [𝛼𝑗 ]𝑁 , которые определяются в зависи-
мости от ГУ.

1. Заданы массовые силы X внутри обла-
сти, на границе 𝑆 заданы нормальная состав-
ляющая вектора перемещения и касательная
составляющая вектора усилия {𝑝𝑟, 𝑢𝑧} |𝑆 ,

𝛽𝑖𝑗 = 2

∫︁

𝑉

X𝑖 u𝑗 d𝑉+2

∫︁

𝑆

𝑝𝑖𝑟𝑢
𝑗
𝑟 d𝑆+2

∫︁

𝑆

𝑝𝑗𝑧𝑢
𝑖
𝑧 d𝑆;

𝛼𝑗 = 2

∫︁

𝑉

Xu𝑗𝑑𝑉 +2

∫︁

𝑆

𝑝𝑟𝑢
𝑗
𝑟 d𝑆+2

∫︁

𝑆

𝑝𝑗𝑧𝑢𝑧 d𝑆.

2. Заданы массовые силы X и условия на
границе {𝑢𝑟, 𝑝𝑧} |𝑆 ,

𝛽𝑖𝑗 = 2

∫︁

𝑉

X𝑖 u𝑗 d𝑉+2

∫︁

𝑆

𝑝𝑗𝑟𝑢
𝑖
𝑟 d𝑆+2

∫︁

𝑆

𝑝𝑖𝑧𝑢
𝑗
𝑧 d𝑆;
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𝛼𝑗 = 2

∫︁

𝑉

Xu𝑗𝑑𝑉 + 2

∫︁

𝑆

𝑝𝑗𝑟𝑢𝑟 d𝑆 + 2

∫︁

𝑆

𝑝𝑧𝑢
𝑗
𝑧𝑑𝑆.

3. Заданы массовые силы X и условия на
границе {𝑢𝑛, 𝑝𝜏} |𝑆 ,

𝛽𝑖𝑗 = 2

∫︁

𝑉

X𝑖u𝑗 d𝑉 + 2

∫︁

𝑆𝑧

𝑝𝑖𝑟𝑢
𝑗
𝑟 d𝑆+

+ 2

∫︁

𝑆𝑧

𝑝𝑗𝑧𝑢
𝑖
𝑧 d𝑆 + 2

∫︁

𝑆𝑟

𝑝𝑗𝑟𝑢
𝑖
𝑟 d𝑆 + 2

∫︁

𝑆𝑟

𝑝𝑖𝑧𝑢
𝑗
𝑧 d𝑆;

𝛼𝑗 = 2

∫︁

𝑉

Xu𝑗 d𝑉+2

∫︁

𝑆𝑧

𝑝𝑟𝑢
𝑗
𝑟 d𝑆+2

∫︁

𝑆𝑧

𝑝𝑗𝑧𝑢𝑧 d𝑆+

+ 2

∫︁

𝑆𝑟

𝑝𝑗𝑟𝑢𝑟 d𝑆 + 2

∫︁

𝑆𝑟

𝑝𝑧𝑢
𝑗
𝑧 d𝑆,

где 𝑆𝑟 и 𝑆𝑧 — поверхности тела; на поверхно-
сти 𝑆𝑟 заданы {𝑢𝑟, 𝑝𝑧}, на поверхности 𝑆𝑧 —
{𝑝𝑟, 𝑢𝑧}.

Коэффициенты Фурье 𝑐 = {𝑐𝑘}𝑁 рассчи-
тываются из соотношения

𝑐 = {𝑐𝑘}𝑁 = 𝐵−1𝐴, (2.4)

где 𝑁 — число используемых элементов ба-
зиса.

3. Формирование базиса внутренних
состояний

Основную сложность формирования ре-
шения в МГС составляет конструирование
базиса внутренних состояний, который опира-
ется на общее или фундаментальное решение
для среды, возможно также использование
каких-либо частных или специальных реше-
ний.

В работе [11] с помощью метода инте-
гральных наложений установлена зависи-
мость между пространственным напряжен-
ным и деформированным состоянием упруго-
го трансверсально-изотропного тела и опре-
деленными вспомогательными двумерными
состояниями, компоненты которого зависят
от двух координат 𝑧 и 𝑦 (переменных). В ка-
честве плоских вспомогательных состояний
используется плоская деформация, возникаю-
щая в цилиндрах c осью 𝜂, имеющих в каждой
точке плоскость упругой симметрии, парал-
лельную плоскости 𝑧𝑦 (направление 𝜂).

Переход к осесимметричному простран-
ственному состоянию в цилиндрических коор-
динатах осуществляется по зависимостям [15]

𝜎𝑧 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝜎𝑝𝑙𝑧√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦;

𝜎𝑧𝑟 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝜎𝑝𝑙𝑧𝑦

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦; 𝜎𝑧𝜃 = 𝜎𝑟𝜃 = 0.

𝜎𝑟 − 𝜎𝜃 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

(𝜎𝑝𝑙𝑦 − 𝜎𝑝𝑙𝜂 )(2𝑦2 − 𝑟2)

𝑟2
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦;

𝜎𝑟 + 𝜎𝜃 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

(𝜎𝑝𝑙𝑦 + 𝜎𝑝𝑙𝜂 )√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦;

(3.1)

𝑢 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝑢𝑝𝑙𝑦

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦;

𝑤 =
1

𝜋

𝑟∫︁

−𝑟

𝑢𝑝𝑙𝑧

𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑦2

d𝑦; 𝑣 = 0.

В работе [7] изложена методика определе-
ния напряженно-деформированного состоя-
ния изотропных тел от объемных сил.

Для построения поля перемещений от мас-
совых сил для плоских вспомогательных со-
стояний применяется фундаментальная си-
стема многочленов 𝑦𝛼𝑧𝛽 , которую можно по-
местить в любую позицию вектора перемеще-
ния u𝑝𝑙 (𝑦, 𝑧), образуя некоторое допустимое
упругое плоское вспомогательное состояние

u𝑝𝑙 =
{︁{︁

𝑦𝛼𝑧𝛽, 0
}︁
,
{︁
0, 𝑦𝛼𝑧𝛽

}︁}︁
.

Перебор всевозможных вариантов в преде-
лах 𝛼 + 𝛽 6 𝑛, (𝑛 = N) позволяет получить
множество состояний.

Далее согласно (3.1) определяются ком-
поненты вектора перемещения u (𝑟, 𝑧) про-
странственного осесимметричного состояния
и формируется базис

Ξ𝑋 =
{︀
𝜉𝑋1 , 𝜉

𝑋
2 , 𝜉

𝑋
3 , . . . , 𝜉

𝑋
𝑘 , . . .

}︀
.

В работе [15] приведен прием конструирова-
ния базисных наборов плоских вспомогатель-
ных состояний в задаче эластостатики при
отсутствии массовых сил

Ξ𝑆 =
{︀
𝜉𝑆1 , 𝜉

𝑆
2 , 𝜉

𝑆
3 , . . . , 𝜉

𝑆
𝑘 , . . .

}︀
.
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Рис. 1. Трансверсально-изотропный цилиндр

Таблица 1. Перемещения ортонормированного базиса (𝑘 = 10−2)

𝑢𝑧 𝑢𝑟

𝜉1 0 26,3891𝑧

𝜉2 18,5286𝑟 −10,4291𝑧

𝜉3 0 −45,7073𝑧 + 22,8537𝑧2

𝜉4 −23,0265𝑟 + 23,0265𝑟𝑧 10,2967𝑟2 + 12,9608𝑧 − 6,4804𝑧2

𝜉5 −22,3542𝑟 + 22,3542𝑟𝑧 −33,643𝑟2 + 12,5824𝑧 − 6,2912𝑧2

Окончательно базис (2.1) представляет собой
объединение

Ξ =
{︀
𝜉𝑆1 , 𝜉

𝑋
2 , 𝜉

𝑆
3 , 𝜉

𝑋
4 , 𝜉

𝑆
𝑘−1, 𝜉

𝑋
𝑘 , . . .

}︀
.

4. Решение задач для цилиндра

Исследуем упругое равновесие транс-
версально-изотропного кругового цилин-
дра, занимающего область 𝑉 = {(𝑧, 𝑟) |
0 6 𝑟 6 1, 0 6 𝑧 6 2} (рис. 1), из горной по-
роды алевролита крупного темно-серого [13].
После процедуры обезразмеривания [16], ко-
торую в силу громоздкости приводить не
будем, упругие характеристики материала:
𝐸𝑧 = 6,21; 𝐸𝑟 = 5,68; 𝐺𝑧 = 2,55; 𝜈𝑧 = 0,22;
𝜈𝑟 = 0,24.

Зададим следующие массовые силы
и граничные условия (первая комбина-
ция) 𝑋 = {𝑟,0}; {𝑝𝑟, 𝑢𝑧} |𝑆 1 = {0,0};
{𝑝𝑟, 𝑢𝑧} |𝑆 2 = {0,0}, {𝑝𝑟, 𝑢𝑧} |𝑆 3 = {1,0}.

После ортонормирования и исключения
линейно-зависимых элементов базисный на-
бор для компонент вектора перемещения
представлен в табл. 1 (показано 5 элементов).
Здесь и далее истинное значение характери-
стики равно произведению показанной харак-
теристики на масштабный множитель 𝑘.

Для получения строгого решения потре-
бовалось 9 коэффициентов Фурье (2.4); нену-
левые: 𝑐1 = 0,31667, 𝑐2 = 0,801282, 𝑐6 =
= 0,0143507, 𝑐7 = 0,0054373, 𝑐8 = 0,0028748,
𝑐9 = −0,078292.

Искомое состояние определяется по зави-
симостям (2.3) (𝑘 = 10−2):

𝑢𝑟 = 16,7587𝑟 − 1,912𝑟3; 𝑢𝑧 = 0;

𝜎𝑟 = 141,098− 41,0981𝑟3;

𝜎𝜃 = 141,098− 23,2943𝑟3;

𝜎𝜃 = 67,7271−15,4542𝑟3; 𝑅 = 100𝑟; 𝑍 = 0.

Полученное решение удовлетворяет уравне-
ниям теории упругости (1.1)–(1.3).

Теперь рассмотрим вторую комбинацию
заданных условий: 𝑋 = {𝑟,0}; {𝑢𝑟, 𝑝𝑧} | 𝑆1 =
= {0,−1 + 𝑟2}; {𝑢𝑟, 𝑝𝑧} | 𝑆2 = {0,1 − 𝑟2};
{𝑢𝑟, 𝑝𝑧} | 𝑆3 = {0,0}.

Здесь получено приближенное решение
при 30 используемых элементах базиса. Ком-
поненты упругого состояния в явном виде
приведем для массовых сил: 𝑅 = 0,99822𝑟;
𝑍 = 0,003608 − 0,003608𝑧. На рис. 2 пред-
ставлены изолинии характеристик упругого
состояния.

Рассмотрим третью комбинацию задан-
ных условий: 𝑋 = {𝑟, 𝑧}; {𝑝𝑟, 𝑢𝑧} |𝑆 1 = {0,0};
{𝑝𝑟, 𝑢𝑧} |𝑆 2 = {0,0}; {𝑢𝑟, 𝑝𝑧} |𝑆 3 = {0,0}.

Для получения строгого решения потре-
бовалось 9 коэффициентов Фурье; ненуле-
вые: 𝑐3 = −0,304716, 𝑐6 = 0,042226, 𝑐7 =
= −0,068136, 𝑐8 = 0,0028748, 𝑐9 = −0,078292.

Искомое состояние (𝑘 = 10−2):

𝑢𝑟 = 1,91202𝑟 − 1,91202𝑟3;

𝑢𝑧 = 9,28516𝑧 − 2,3213𝑧3;

𝜎𝑟 = 34,8602− 41,0981𝑟2 − 14,0716𝑧2;
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а) б) в)

г) д) е)

Рис. 2. Изолинии: а — напряжение 𝜎𝑟 (𝑘 = 10−2), б — напряжение 𝜎𝑧 (𝑘 = 10−2), в – напряжение 𝜎𝑧𝑟
(𝑘 = 10−2), г — перемещение 𝑢𝑟 (𝑘 = 10−3), д — перемещение 𝑢𝑧 (𝑘 = 10−2), е — контур

деформированного тела в гипертрофированном виде
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𝜎𝜃 = 34,8602− 23,2943𝑟2 − 14,0716𝑧2;

𝜎𝑧 = 74,3938− 15,4542𝑟2 − 50𝑧2;

𝑅 = 100𝑟; 𝑍 = 100𝑧.

Таким образом, метод граничных состояний
показал свою эффективность в плане реше-
ния осесимметричных задач с комбинирован-
ными ГУ для ограниченных трансверсально-
изотропных тел вращения с учетом массовых
сил. Сложность задачи заключается в том,
что восстановление искомого упругого поля
осуществляется одновременно и по ГУ на по-
верхности тела и по массовым силам внутри
области.

Продемонстрирована возможность полу-
чения не только приближенных, но строгих
решений. Однако сходимость решения задач
сильно зависит от геометрии области и вида
массовых сил.
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