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Abstract. A model is constructed in the work that allows predicting the influence of local
stresses caused by changes in the volumes of the heterogeneity elements of two-component matrix
composites with orthogonal reinforced (parallel to a fixed plane) fibers on average stresses over
the material. The model is based on a generalized singular approximation of random field theory,
used in solving a system of stochastic differential equilibrium equations for an elastic medium.
When constructing the model, the concept of the stress concentration operator (fourth-rank
tensor) is used, which connects the material average stresses with their local values within a single
heterogeneity element. The generalized singular approximation allows you to obtain an explicit
expression for the concentration operator, with the help of which a calculated relation is derived
for determining average stresses in the considered matrix structures. The ratio allows you to take
into account a number of factors. These include the composition and thermoelastic characteristics
of the components of the composites, the volume concentration and orientation of the fibers in
the matrix, as well as the difference factor in the magnitude of the change (jump) in temperature
in various elements of the inhomogeneity of the material – the fibers and the matrix.

For model composites with a silicon dioxide matrix and oriented fibers (copper, aluminum),
numerical calculations were carried out to determine the values of the average material stresses in
the directions of the axes of the laboratory coordinate system. The dependences of the indicated
values on the volumetric content of fibers, as well as on variations in the magnitude of the
temperature jump in the fibers and matrix, are studied. Model calculations showed that the
difference in the magnitude of the temperature jump in the elements of heterogeneity and the
volumetric concentration of fibers in the composites have a significant effect on the values of
average stresses over the material.
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Введение

Проектирование композитных материа-
лов с заданными свойствами ведется, как
правило, при помощи включений неизомет-
ричной формы (волокна, диски и др.). В за-
висимости от требований, предъявляемых к
эксплуатационным характеристикам компо-
зитов, эти включения ориентируются в про-
странстве материала друг относительно дру-
га определенным образом [1,2]. Актуальной
задачей, возникающей при разработке и со-
здании таких композитов, является задача
прогнозирования значений локальных (внут-
ренних) напряжений в неоднородном мате-
риале при внешних воздействиях различного
вида. Однако не меньший интерес для иссле-
дователей представляет и обратная задача —
определение напряжений на границе макро-
объема материала от вариаций значений ло-
кальных напряжений, обусловленных измене-
ниями объемов его элементов неоднородности.
Эти изменения могут быть вызваны различ-
ными факторами, например, термодинамиче-
скими [3–5]. Решение данной задачи является
важным для электронной техники, машино-
строения и других отраслей промышленного
производства. Интерес к решению этой за-
дачи в микро- и наноэлектронике в первую
очередь обусловлен проблемами, возникаю-
щими при многоуровневой металлизации ин-
тегральных схем, когда при пропускании тока
может происходить разрушение диэлектри-
ческой матрицы. Такое разрушение может
быть вызвано различием термических коэф-
фициентов линейного расширения (ТКЛР)
металлических волокон и диэлектрика, рез-
ким нагревом волокон в матрице, температу-
ра которой в начальный период времени (с
момента начала пропускания тока) увеличи-
вается не столь значительно, а также особен-
ностями структуры композита, связанными с
объемной концентрацией волокон [6–13].

Задача оценки влияния внутренних изме-
нений, происходящих в компонентах компози-
тов при увеличении температуры, на средние
(внешние) напряжения для матричных струк-
тур различных типов рассматривалась в рабо-
тах [3–5]. Полученные в [3–5] результаты бы-
ли использованы при исследовании проблемы
влияния термоупругих свойств компонентов
на температуру плавления металлических ни-
тевидных нанокристаллов, электрохимически
осажденных в поры анодного оксида алюми-
ния [14, 15]. Однако основным недостатком

подхода, использованного в [3–5], являлось то,
что в этих моделях не учитывалась неравно-
мерность нагревания отдельных компонентов
композитов. В работе [16] в рамках структур-
ной модели двухкомпонентного матричного
композита с ориентированными неизометрич-
ными включениями, рассмотренной в [5], по-
лучена усовершенствованная формула для
расчета средних по материалу напряжений,
с помощью которой возможен учет неравно-
мерности нагревания включений и матрицы.
Однако в [16] не было уделено внимания важ-
ному для практики варианту армирования
композита, а именно случаю, когда включе-
ния представляют собой волокна.

1. Постановка задачи и построение
модели

В работе рассматривается двухкомпонент-
ный матричный композит с ортогонально ар-
мированными параллельно фиксированной
плоскости волокнами. Полагается, что компо-
ненты указанного неоднородного материала
изотропны. Целью настоящей работы являет-
ся:

а) построение модели, опирающейся на ре-
зультаты работы [16] и позволяющей оценить
влияние локальных напряжений в композите,
обусловленных изменениями объемов элемен-
тов неоднородности, на средние по материалу
напряжения;

б) проведение численных расчетов по
определению значений средних по матери-
алу напряжений в направлениях осей лабо-
раторной системы координат в зависимости
от состава компонентов композита, объемной
доли волокон, а также от вариаций величины
скачка температуры в волокнах и матрице.

При построении модели полагается, что
волокна ориентированы в направлениях осей
𝑥 и 𝑦 лабораторной прямоугольной системы
координат. В основе решения поставленной за-
дачи лежит условие единственности и обрати-
мости оператора концентрации напряжений
K𝜎(r) (здесь и далее r — радиус-вектор про-
извольной точки среды) [3–5, 17]. Оператор
K𝜎(r) является тензором четвертого ранга,
связывающим локальные напряжения 𝜎𝑖𝑗(r)
в каждом элементе неоднородности матери-
ала с внешними (средними) напряжениями
⟨𝜎𝑘𝑙(r)⟩, приложенными к композиту

𝜎𝑖𝑗(r) = 𝐾𝜎
𝑖𝑗𝑘𝑙(r) ⟨𝜎𝑘𝑙(r)⟩ ,

𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3,
(1.1)
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где угловые скобки означают усреднение по
объему [18].

Для матричного композита с изотропны-
ми компонентами операция усреднения для
некоторой случайной величины b сводится к
суммированию

⟨b⟩ =
∑︁

𝑠

𝑣𝑠 ⟨b𝑠⟩, (1.2)

где 𝑣𝑠 — объемное содержание компонента 𝑠-
го типа, а b𝑠 — соответствующая указанному
компоненту случайная величина,

∑︀
𝑠
𝑣𝑠 = 1.

В частности, для рассматриваемого в работе
композита (здесь и далее индекс «в» соответ-
ствует волокнам, индекс «м» — матрице)

⟨b⟩ = (𝑣в)1(bв)1 + (𝑣в)2(bв)2 + 𝑣мbм,

где значение нижнего индекса 1 соответствует
волокнам, ориентированным в направлении
𝑥, а значение нижнего индекса 2 — в направ-
лении 𝑦; (𝑣в)1 + (𝑣в)2 + 𝑣м = 1.

Для приближений, учитывающих взаимо-
действие включений, оператор K𝜎(r) мож-
но получить, решая систему стохастических
дифференциальных уравнений равновесия [3–
5, 17]. Используя метод функций Грина, с
помощью обобщенного сингулярного прибли-
жения теории случайных полей [18] и спе-
циально вводимого однородного тела срав-
нения, выражение для оператора концентра-
ции напряжений имеет вид (индексы опуще-
ны) [3–5,17]

K𝜎(r) = c(r)(I− g(r)c′′(r))−1×
×

⟨︀
c(r) (I− g(r)c′′(r))−1

⟩︀−1
,

где c(r) — тензор модулей упругости; двой-
ным штрихом определяется разность меж-
ду величинами неоднородной среды и одно-
родного тела сравнения, характеристики ко-
торого обозначаются верхним индексом «с»:
c′′(r) = c(r)−cc; I — единичный тензор; g(r) —
интеграл от сингулярной составляющей вто-
рой производной тензора Грина уравнений
равновесия. Компоненты 𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙 тензора g(r)
вычисляются следующим образом [18]:

𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑎𝑖)(𝑘𝑙)(𝑗 . (1.3)

Здесь

𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 = − 1

4𝜋

∫︁
𝑛𝑘𝑛𝑗𝑡

−1
𝑖𝑙 dΩ,

где 𝑑Ω = sin 𝜃 d𝜃 d𝜙 — элемент телесно-
го угла в сферической системе координат;
𝑡−1
𝑖𝑙 — элементы матрицы, обратной матри-

це T с элементами 𝑡𝑖𝑙 = 𝑐c𝑖𝑘𝑙𝑗𝑛𝑘𝑛𝑗 ; 𝑛𝑘 и 𝑛𝑗

(𝑘, 𝑗 = 1, 2, 3) — компоненты вектора внеш-
ней нормали к поверхности включения. Для
эллипсоидальных включений с главными по-
луосями 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3 компоненты вектора нор-
мали определяются соотношениями

𝑛1 =
1

𝑙1
sin 𝜃 cos𝜙, 𝑛2 =

1

𝑙2
sin 𝜃 sin𝜙,

𝑛3 =
1

𝑙3
cos 𝜃.

По парам индексов 𝑖 и 𝑗, 𝑘 и 𝑙, заключенным в
выражении (1.3) для компонент 𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙 тензора
g(r) в круглые скобки, осуществляется опера-
ция симметризации. В качестве параметров
тела сравнения в работе используются упру-
гие модули матрицы [19].

Пусть фактором, приводящим к измене-
нию напряженного состояния композита, яв-
ляется температурное расширение элементов
неоднородности. Тогда

𝜎𝑖𝑗(r) = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙(r)𝛼𝑘𝑙(r)Δ𝑇 (r),

где 𝛼𝑘𝑙(r) — компоненты тензора температур-
ного расширения, Δ𝑇 (r) — изменение темпе-
ратуры. В композите с изотропными компо-
нентами

𝛼𝑘𝑙(r) = 𝛼(r)𝛿𝑘𝑙,

где 𝛼(r) — ТКЛР элемента неоднородности,
𝛿𝑘𝑙 — символ Кронекера.

Для рассматриваемого в работе компо-
зита Δ𝑇 (r) = Δ𝑇м, 𝛼(r) = 𝛼м, если
элементом неоднородности является матри-
ца, Δ𝑇 (r) = (Δ𝑇в)1, 𝛼(r) = (𝛼в)1 или
Δ𝑇 (r) = (Δ𝑇в)2, 𝛼(r) = (𝛼в)2, если элементы
неоднородности — волокна, ориентированные
вдоль 𝑥 или 𝑦 соответственно. Тогда, исходя
из определения (1.1) оператора концентрации
напряжений с учетом его невырожденности,
для отдельных бесконечно малых объемов
матрицы, а также волокон 1-го или 2-го типов
вклады их локальных напряженных состоя-
ний в среднее напряженное состояние всего
композита составят соответственно

⟨𝜎м⟩ = (K𝜎
м)−1 cм𝛼мΔ𝑇м𝛿𝑘𝑙,

⟨𝜎в⟩1 = (K𝜎
в )−1

1 (cв)1(𝛼в)1(Δ𝑇в)1𝛿𝑘𝑙,

⟨𝜎в⟩2 = (K𝜎
в )−1

2 (cв)2(𝛼в)2(Δ𝑇в)2𝛿𝑘𝑙.
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а) б)

Рис. 1. Зависимости значений компонент ⟨𝜎𝑖𝑖⟩ (𝑖 = 1, 2, 3) тензора ⟨𝜎⟩ от изменений объемного
содержания 𝑣в волокон меди (а), алюминия (б ) и величины (Δ𝑇в)1 = (Δ𝑇в)2°C при Δ𝑇м = 5°C:

1 — (Δ𝑇в)1 = (Δ𝑇в)2 = 5°C; 2 — (Δ𝑇в)1 = (Δ𝑇в)2 = 10°C; 3 — (Δ𝑇в)1 = (Δ𝑇в)2 = 20°C

Отсюда, учитывая (1.2), среднее напряже-
ние по всему неоднородному материалу будет
определяться формулой

⟨𝜎⟩ =
(︁

(𝑣в)1 (K𝜎
в )−1

1 (cв)1(𝛼в)1(Δ𝑇в)1+

+ (𝑣в)2 (K𝜎
в )−1

2 (cв)2(𝛼в)2(Δ𝑇в)2+

+ 𝑣м (K𝜎
м)−1 cм𝛼мΔ𝑇м

)︁
𝛿𝑘𝑙. (1.4)

Соотношение (1.4) учитывает не только со-
став, ориентацию волокон в матрице, термо-
упругие характеристики и объемные доли
компонентов композитов, но и такой фактор
как отличие в величине изменения (скачка)
температуры для волокон и матрицы.

2. Проведение модельных расчетов

В работе по соотношению (1.4) были про-
ведены модельные расчеты компонент ⟨𝜎𝑖𝑖⟩
(𝑖 = 1, 2, 3) тензора ⟨𝜎⟩ для двух видов
композитов с ориентированными волокнами.
Первый вид — композиты с волокнами меди
(модуль Юнга 𝐸 = 120 ГПа, коэффициент
Пуассона 𝜈 = 0,38, 𝛼 = 1,75 · 10−5 K−1), вто-
рой — с волокнами алюминия (𝐸 = 70 ГПа,
𝜈 = 0,31, ТКЛР 𝛼 = 2,53 · 10−5 K−1). Мат-
рицей в обоих случаях выступал диоксид
кремния (𝐸 = 73 ГПа, 𝜈 = 0,17, 𝛼 =
= 0,61 · 10−5 K−1) [20, 21]. При проведении
расчетов в операциях над тензорами исполь-
зовалась их матричная форма записи [18].

Были исследованы зависимости компо-
нент ⟨𝜎𝑖𝑖⟩ тензора ⟨𝜎⟩ от объемного содер-

жания волокон 𝑣в = (𝑣в)1 + (𝑣в)2, а также
от вариаций величины изменения температу-
ры Δ𝑇 (r). Полагалось, что волокна имеют
одинаковую форму в виде сильно вытянутых
эллипсоидов вращения (𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3 — главные
полуоси этих эллипсоидов) и ориентирова-
ны в пространстве композита в направлениях
осей 𝑥 и𝑦 лабораторной прямоугольной систе-
мы координат. Причем 𝑙1 → ∞, 𝑙2 = 𝑙3 = 1
для включений, ориентированных в направ-
лении оси 𝑥; 𝑙2 → ∞, 𝑙1 = 𝑙3 = 1 для вклю-
чений, ориентированных в направлении оси
𝑦. Считалось, что объемные доли волокон в
каждом из направлений 𝑥 и 𝑦 одинаковы, т.е.
(𝑣в)1 = (𝑣в)2.

Результаты модельных расчетов компо-
нент ⟨𝜎𝑖𝑖⟩ (𝑖 = 1, 2, 3) тензора ⟨𝜎⟩ представ-
лены на рис. 1. При этом на рис. 1а расчетные
зависимости приведены для композитов пер-
вого вида (диоксид кремния – медь), а на
рис. 1б — для второго (диоксид кремния –
алюминий). Отметим, что при расчетах вы-
полнялось соотношение ⟨𝜎11⟩ = ⟨𝜎22⟩ в силу
структуры рассматриваемых материалов.

Заключение

В работе построена модель, позволяющая
прогнозировать влияние локальных (внут-
ренних) напряжений, обусловленных изме-
нениями объемов элементов неоднородности
двухкомпонентных матричных композитов
с ортогонально армированными (параллель-
но фиксированной плоскости) волокнами, на
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средние по материалу напряжения. Разрабо-
танная модель позволяет учитывать состав,
ориентацию волокон в матрице, термоупру-
гие характеристики и концентрацию элемен-
тов неоднородности композита, а также такой
фактор как отличие в величине изменения
(скачка) температуры для волокон и матри-
цы.

Используя построенную модель, для ком-
позитов с матрицей диоксида кремния и ори-
ентированными волокнами (медь, алюминий)
в работе проведены численные расчеты по
определению значений средних по материалу
напряжений в направлениях осей лаборатор-
ной системы координат. Исследованы зависи-
мости указанных значений от объемной до-
ли волокон, а также от вариаций величины
скачка температуры в волокнах и матрице.
Результаты расчетов показали, что все рас-
смотренные в модели факторы оказывают су-
щественное влияние на значения компонент
⟨𝜎𝑖𝑖⟩ (𝑖 = 1, 2, 3) тензора ⟨𝜎⟩. Увеличение
концентрации волокон 𝑣в и величины Δ𝑇 (r)
приводит к значительному росту значений
⟨𝜎𝑖𝑖⟩, причем характер изменения нелинеен.
Кроме того, при рассмотренном способе арми-
рования средние напряжения ⟨𝜎33⟩ в направ-
лении вертикальной оси 𝑧 превышают анало-
гичные значения напряжений ⟨𝜎11⟩ = ⟨𝜎22⟩
вдоль горизонтальной плоскости xy. Особен-
но сильно указанные отличия проявляются в
композитах, армированных волокнами алю-
миния. Это необходимо учитывать при много-
уровневой металлизации интегральных схем.

Опираясь на построенную модель, в даль-
нейшем возможна разработка теоретического
подхода к прогнозированию предельных со-
стояний композитов, возникающих в результа-
те термодинамических воздействий. Это поз-
волит уже на стадии проектирования предот-
вращать ситуации, приводящие в выходу из
строя изделий электронной техники.
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