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Abstract. A plane dynamic problem of the second kind for the Lame equation is considered in
the first quadrant. For the first time the exact solution of this boundary value problem in the
form of a Packed vector block element is constructed by the block element method. A system
of Two lame differential equations is considered in the boundary value problem. To solve it by
the block element method, operations of external algebra, external analysis are performed and a
vector block element consisting of two components is constructed. For its construction there is
a problem of differential factorization of a matrix-function of the second order-coefficient of the
functional equation necessary for the correct construction of pseudo-differential equations. Their
solution allows you to build components of the external form and the packaged block element
itself. The solution of the considered boundary value problem is of interest because it serves the
purpose of substantiating the existence and investigation of the properties of cracks of a new
type, where previously the antiplane problem was used for these purposes. Also, the solution of
the problem is important in the development of methods for designing materials based on block
elements, in the analysis of landslides, in the problems of seismology in the analysis preparation
of crustal earthquakes.
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Введение

Рассматривается в первом квадранте плос-
кая динамическая задача второго рода для
уравнения Ламе. Впервые методом блочно-
го элемента построено точное решение этой
граничной задачи в форме упакованного век-

торного блочного элемента. В граничной зада-
че рассматривается система двух дифферен-
циальных уравнений Ламе. Для ее решения
методом блочного элемента осуществляются
операции внешней алгебры, внешнего анали-
за и строится векторный блочный элемент,
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состоящий из двух компонент. При его постро-
ении возникает проблема дифференциальной
факторизации матрицы-функции коэффици-
ента функционального уравнения, необходи-
мая для правильного построения псевдодиф-
ференциальных уравнений [1]. Их решение
позволяет построить компоненты внешней
формы и сам упакованный блочный элемент.
Решение рассмотренной граничной задачи
представляет интерес, поскольку служит це-
лям обоснования существования и исследо-
вания свойств трещин нового типа, где ра-
нее для этих целей использовалась антиплос-
кая задача [2]. Также решение задачи важно
при разработке методов проектирования ма-
териалов на основе блочных элементов. Ре-
шение ряда плоских граничных задач для
уравнений Ламе в статическом случае уда-
лось выполнить благодаря связи этих урав-
нений с методами теории функций комплекс-
ного переменного, найденной Колосовым и
Мусхелишвили [3]. Это, а также другие под-
ходы позволили решить широкий круг гра-
ничных задач статической теории упругости.
Некоторые примеры выполненных работ да-
ны в [4–8].

Хотя исследования пространственных и
плоских динамических уравнений Ламе про-
изводились в значительном количестве ра-
бот, точные их решения построены лишь для
классических областей, исчерпываемых сло-
истыми телами, многослойными шарами и
цилиндрами. В частных случаях граничных
условий удалось решить некоторые гранич-
ные задачи для плит конечных размеров, в
форме бесконечных рядов. В то же время
практика исследований этих уравнений, с уче-
том развиваемых новых методов, показала,
что далеко не все свойства этих уравнений
изучены и некоторые явления только сейчас
оказываются обнаруженными [2].

1. Определяющие уравнения

Рассматривается плоская граничная зада-
ча второго рода для уравнений Ламе в первом
квадранте, обозначенном Ω, с осями коорди-
нат 𝑥1𝑜𝑥2 в предположении, что на границах
квадранта заданы векторы перемещений:

(𝜆 + 𝜇)
𝜕𝜃

𝜕𝑥1
+ 𝜇Δ𝑢1 + 𝑘2𝑢1 = 0,

(𝜆 + 𝜇)
𝜕𝜃

𝜕𝑥2
+ 𝜇Δ𝑢2 + 𝑘2𝑢2 = 0,

𝜃 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥2

, 𝑘2 = 𝜌𝜔2, 𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω,

Δ𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
.

Здесь 𝑢𝑛 (𝑥1, 𝑥2) — компоненты векторов пере-
мещений в точке 𝑥1, 𝑥2; Ω — область первого
квадранта 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0; 𝜆, 𝜇 — параметры
Ламе; 𝑔𝑛 — компоненты вектора внешних воз-
действий на тело; 𝜌 — плотность материала
деформируемого тела, 𝜔 — частота внешних
гармонических воздействий на тело, задавае-
мых комплексной функцией exp (−𝑖𝜔𝑡), где 𝑡 —
время. На границе задаются векторы переме-
щений с компонентами 𝑢𝑛 (𝑥1,0), 𝑢𝑛 (0, 𝑥2) на
осях абсцисс и ординат соответственно. При
этом для 𝑛 = 1 принимаются нормальные к
границе перемещения и при 𝑛 = 2 — каса-
тельные. Значения напряжений на границах
квадранта обозначаются на оси абсцисс функ-
циями 𝑋𝑥2𝑥2 (𝑥1,0), 𝑌𝑥2𝑥1 (𝑥1,0) и 𝑋𝑥1𝑥1 (0, 𝑥2),
𝑌𝑥1𝑥2 (0, 𝑥2) — на оси ординат. Нормальные к
границе напряжения обозначаются символом
𝑋, а касательные — 𝑌 .

2. Метод решения

Погрузив граничную задачу в топологиче-
ское пространство медленно растущих обоб-
щенных функций [1,2], применив операторы
преобразования Фурье F2 (𝛼1, 𝛼2) и алгоритм
внешней алгебры, приходим к системе функ-
циональных уравнений, имеющих в матрич-
ном представлении вид

B (𝛼1, 𝛼2)U (𝛼1, 𝛼2) = 𝜔 −G,

B (𝛼1, 𝛼2) = ‖𝑏𝑚𝑛‖ ,
𝑏11 = (𝜆 + 2𝜇)𝛼2

1 + 𝜇𝛼2
2 − 𝑘2,

𝑏12 = 𝑏21 = (𝜆 + 𝜇)𝛼1𝛼2,

𝑏22 = (𝜆 + 2𝜇)𝛼2
2 + 𝜇𝛼2

1 − 𝑘2,

U (𝛼1, 𝛼2) = {𝑈1 (𝛼1, 𝛼2) , 𝑈2 (𝛼1, 𝛼2)} .
Здесь принято обозначение преобразования
Фурье

𝑈𝑛 (𝛼1, 𝛼2) = F2 (𝛼1, 𝛼2)𝑢𝑛 (𝑥1, 𝑥2) =

=

∞∫︁

−∞

∫︁
𝑢𝑛 (𝑥1, 𝑥2) 𝑒

𝑖⟨𝛼𝑥⟩ d𝑥1 d𝑥2,

⟨𝛼𝑥⟩ = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2,

𝜔 (𝛼1, 𝛼2) = {𝜔1, 𝜔2} ,
𝜔1 (𝛼1, 𝛼2) = 𝜔11 (0, 𝛼2) + 𝜔12 (𝛼1,0) ,
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𝜔2 (𝛼1, 𝛼2) = 𝜔21 (𝛼1,0) + 𝜔22 (0, 𝛼2) .

Компоненты вектора внешней формы
𝜔 (𝛼1, 𝛼2) имеют обозначения

𝜔11 (0, 𝛼2) = −𝜎𝑥1𝑥1 (0, 𝛼2) +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼1𝑈1 (0, 𝛼2) + 𝜇𝛼2𝑈2 (0, 𝛼2)] ,

𝜔22 (0, 𝛼2) = −𝜏𝑥1𝑥2 (0, 𝛼2) +

+ 𝑖 [𝜇𝛼1𝑈2 (0, 𝛼2) + 𝜆𝛼2𝑈1 (0, 𝛼2)] −𝐺2,

𝜔12 (𝛼1,0) = −𝜏𝑥2𝑥1 (𝛼1,0) +

+ 𝑖 [𝜇𝛼2𝑈1 (𝛼1,0) + 𝜆𝛼1𝑈2 (𝛼1,0)] −𝐺1,

𝜔21 (𝛼1,0) = −𝜎𝑥2𝑥2 (𝛼1,0) +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼2𝑈2 (𝛼1,0) + 𝜇𝛼1𝑈2 (𝛼1,0)] .

Здесь 𝜎𝑥1𝑥1 , 𝜎𝑥2𝑥2 — преобразования Фурье
нормальных составляющих напряжений на
границе, а 𝜏𝑥1𝑥2 , 𝜏𝑥2𝑥1 — касательных.

Определитель функционального уравне-
ния имеет вид

det𝐵 = 𝐵0

[︀
(𝜆 + 𝜇)

(︀
𝛼2
1 + 𝛼2

2

)︀
+ 𝐵0

]︀
,

𝐵0 = 𝜇(𝛼2
1 + 𝛼2

2) + 𝛿.

Нули для каждого параметра определителя
представимы в форме

𝛼11+ = 𝑖

√︁
𝛼2
2 + (𝜆 + 2𝜇)−1 𝛿,

𝛼12+ = 𝑖
√︁

𝛼2
2 + 𝜇−1𝛿,

𝛼21+ = 𝑖

√︁
𝛼2
1 + (𝜆 + 2𝜇)−1 𝛿,

𝛼22+ = 𝑖
√︁

𝛼2
1 + 𝜇−1𝛿.

Для исследования граничной задачи мето-
дом блочного элемента на этапе внешнего
анализа необходимо осуществить дифферен-
циальную факторизацию матрицы-функции
и выполнить операцию построения автомор-
физма. С этой целью, с учетом свойств про-
странства медленно растущих обобщенных
функций, строится представление решения
матричного функционального уравнения в
виде

U (𝛼1, 𝛼2) = B−1 (𝛼1, 𝛼2)𝜔,

B−1 =
1

detB
×

×
⃦⃦
⃦⃦
⃦

(𝜆 + 𝜇)𝛼2
2 + 𝐵0 − (𝜆 + 𝜇)𝛼1𝛼2

− (𝜆 + 𝜇)𝛼1𝛼2 (𝜆 + 𝜇)𝛼2
1 + 𝐵0

⃦⃦
⃦⃦
⃦

(2.1)

и ставится требование обращения вектора ре-
шений в нуль вне носителя, то есть первого
квадранта

F−1 (𝑥1, 𝑥2)B
−1 (𝛼1, 𝛼2)𝜔 = 0,

𝑥1, 𝑥2 /∈ Ω.
(2.2)

Очевидно,

det

⃦⃦
⃦⃦
⃦

(𝜆 + 𝜇)𝛼2
2 + 𝐵0 − (𝜆 + 𝜇)𝛼1𝛼2

− (𝜆 + 𝜇)𝛼1𝛼2 (𝜆 + 𝜇)𝛼2
1 + 𝐵0

⃦⃦
⃦⃦
⃦ =

= detB.

Именно это обстоятельство, показывающее,
что матрица-функция, входящая в обрат-
ную, имеет определитель, содержащий нули
матрицы B, приводит к необходимости осу-
ществления дифференциальной факториза-
ции матрицы-функции B.

Факторизующие матрицы-функции име-
ют вид

R𝑚𝑛 = (𝛼𝑚 − 𝛼𝑚𝑛+)−1

⃦⃦
⃦⃦𝛼𝑚 − 𝛼𝑚𝑛+ 0

1 𝐶𝑚𝑛

⃦⃦
⃦⃦ ,

𝐶11 (𝛼11+, 𝛼2) = −𝑏11 (𝛼11+, 𝛼2)

𝑏21 (𝛼11+, 𝛼2)
,

𝐶12 (𝛼12+, 𝛼2) = −𝑏11 (𝛼12+, 𝛼2)

𝑏21 (𝛼12+, 𝛼2)
,

𝐶21 (𝛼1, 𝛼21+) = −𝑏11 (𝛼1, 𝛼21+)

𝑏21 (𝛼1, 𝛼21+)
,

𝐶22 (𝛼1, 𝛼22+) = −𝑏11 (𝛼1, 𝛼22+)

𝑏21 (𝛼1, 𝛼22+)
.

В связи с таким свойством обратной матрицы-
функции для правильного осуществления ав-
томорфизма необходимо выполнить диффе-
ренциальную факторизацию матрицы-функ-
ции K и произвести необходимый отбор ком-
понент вектора внешней формы [1]. В резуль-
тате выполнения требования автоморфизма
строится система псевдодифференциальных
уравнений, принимающая для компонент век-
тора внешней формы вид

𝜔1 (𝛼1, 𝛼2) = −𝜎𝑥1𝑥1 (0, 𝛼2) − 𝜏𝑥2𝑥1 (𝛼1,0) +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼1𝑢1 (0, 𝛼2) + 𝜇𝛼2𝑢2 (0, 𝛼2)]−
+ 𝑖 [𝜇𝛼2𝑢1 (𝛼1,0) + 𝜆𝛼1𝑢2 (𝛼1,0)] ,
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𝜔2 (𝛼1, 𝛼2) = −𝜎𝑥2𝑥2 (𝛼1,0) − 𝜏𝑥1𝑥2 (0, 𝛼2) +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼2𝑢2 (𝛼1,0) + 𝜇𝛼1𝑢2 (𝛼1,0)] +

+ 𝑖 [𝜇𝛼1𝑢2 (0, 𝛼2) + 𝜆𝛼2𝑢1 (0, 𝛼2)] ,

− 𝜎𝑥1𝑥1 (0, 𝛼2) − 𝜏𝑥2𝑥1 (𝛼11+,0) +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼11+𝑢1 (0, 𝛼2) + 𝜇𝛼2𝑢2 (0, 𝛼2)]−
+ 𝑖 [𝜇𝛼2𝑢1 (𝛼11+,0) + 𝜆𝛼11+𝑢2 (𝛼11+,0)] = 0.

− 𝜎𝑥1𝑥1 (0, 𝛼21+) − 𝜏𝑥2𝑥1 (𝛼1,0) +

+ 𝑖
[︀
(𝜆 + 2𝜇)𝛼1𝑢1 (0, 𝛼21+) +

+ 𝜇𝛼21+𝑢2 (0, 𝛼21+)
]︀
−

+ 𝑖 [𝜇𝛼21+𝑢1 (𝛼1,0) + 𝜆𝛼1𝑢2 (𝛼1,0)] = 0,

− 𝜎𝑥2𝑥2 (𝛼12+,0) − 𝜏𝑥1𝑥2 (0, 𝛼2) +

+ 𝑖
[︀
(𝜆 + 2𝜇)𝛼2𝑢2 (𝛼12+,0) +

+ 𝜇𝛼12+𝑢2 (𝛼12+,0)
]︀
+

+ 𝑖 [𝜇𝛼12+𝑢2 (0, 𝛼2) + 𝜆𝛼2𝑢1 (0, 𝛼2)] = 0,

− 𝜎𝑥2𝑥2 (𝛼1,0) − 𝜏𝑥1𝑥2 (0, 𝛼22+) +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼22+𝑢2 (𝛼1,0) + 𝜇𝛼1𝑢2 (𝛼1,0)] +

+𝑖 [𝜇𝛼1𝑢2 (0, 𝛼22+) + 𝜆𝛼22+𝑢1 (0, 𝛼22+)] = 0.

Решения системы псевдодифференциальных
уравнений, с учетом требования (2.2), пред-
ставимы в форме

𝜔1 (𝛼1, 𝛼2) = [𝑠1 (𝛼1, 𝛼2) − 𝑠1 (𝛼11+, 𝛼2)]−
− [𝑠1 (𝛼1, 𝛼21+) − 𝑠1 (𝛼11+, 𝛼21+)] ,

𝜔2 (𝛼1, 𝛼2) = [𝑠2 (𝛼1, 𝛼2) − 𝑠2 (𝛼12+, 𝛼2)]−
− [𝑠2 (𝛼1, 𝛼22+) − 𝑠2 (𝛼12+, 𝛼22+)] .

Здесь приняты обозначения

𝑠1 (𝛼1, 𝛼2) =

= 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼1𝑢1 (0, 𝛼2) + 𝜇𝛼2𝑢2 (0, 𝛼2)] +

+ 𝑖 [𝜇𝛼2𝑢1 (𝛼1,0) + 𝜆𝛼1𝑢2 (𝛼1,0)] ,

𝑠2 (𝛼1, 𝛼2) = 𝑖 [𝜇𝛼1𝑢2 (0, 𝛼2) + 𝜆𝛼2𝑢1 (0, 𝛼2)] +

+ 𝑖 [(𝜆 + 2𝜇)𝛼2𝑢2 (𝛼1,0) + 𝜇𝛼1𝑢1 (𝛼1,0)] ,

𝑠1 (𝛼1, 𝛼2) − 𝑠1 (𝛼11+, 𝛼2) =

= 𝑖 (𝜆 + 2𝜇) [𝛼1𝑢1 (0, 𝛼2) − 𝛼11+𝑢1 (0, 𝛼2)] +

+ 𝑖𝜇 [𝛼2𝑢1 (𝛼1,0) − 𝛼2𝑢1 (𝛼11+,0)] +

+ 𝜆 [𝛼1𝑢2 (𝛼1,0) − 𝛼11+𝑢2 (𝛼11+,0)] ,

𝑠2 (𝛼1, 𝛼22+) − 𝑠2 (𝛼12+, 𝛼22+) =

= 𝜇 [𝛼1𝑢2 (0, 𝛼22+) − 𝛼12+𝑢2 (0, 𝛼22+)] +

+ 𝑖𝜇 [𝛼1𝑢1 (𝛼1,0)¬𝛼12+𝑢1 (𝛼12+,0)] +

+(𝜆 + 2𝜇) [𝛼22+𝑢2 (𝛼1,0)¬𝛼22+𝑢2 (𝛼12+,0)] .

В построенные решения входят произвольные
перемещения, заданные на границе квадран-
та Ω.

В результате внесения построенных реше-
ний псевдодифференциальных уравнений в
правые части внешних форм в (2.1) получа-
ем представление упакованного векторного
блочного элемента, являющегося точным ре-
шением поставленной граничной задачи для
уравнений Ламе в первом квадранте в виде

u (𝑥1, 𝑥2) = F−1 (𝑥1, 𝑥2)B
−1 (𝛼1, 𝛼2)𝜔.

В случае необходимости определения напря-
жений, нужно воспользоваться соответствую-
щими уравнениями закона Гука.

Заключение

Таким образом, методом блочного эле-
мента можно строить векторные упакован-
ные блочные элементы. Особенность их, по
сравнению со скалярным случаем, состоит
в требовании дополнительного построения
дифференциальной факторизации матрицы-
функции коэффициента функционального
уравнения, который является полиномиаль-
ной матрицей.
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