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УЧЕТ ТРЕНИЯ В ОБЛАСТИ КОНТАКТА ПРИ КОЛЕБАНИЯХ
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Abstract. The dynamic contact problem of oscillation of a rigid punch on a semi-infinite
viscoelastic base is considered, moreover, friction in the contact area is taken into account. The
base is provided with a microstructure wich is determinated in the framework of the micromechanics
model. The problem is considered in a flat formulation for a steady-state oscillation regime. The
base is modeled by a viscoelastic half-space. A rigid punch oscillates on the day surface of the elastic
half-space. Normal and tangential stresses in the contact area are related by the Amonton-Coulomb
law. Displacements satisfy the Lamaet equations. The connection of displacements and stresses is
given by the generalized Hooke’s law. The solution of this boundary value problem is constructed
using the Fourier transform, which is applied to the Lamaet equations and boundary conditions.
The base microstructure was taken into account in the framework of the micromechanics model.
Mechanical characteristics corresponding to an equivalent elastic medium have been determined.
The boundary-value problem is reduced to an integral equation of the first kind with a difference
kernel. The numerical discretization of the integral equation is based on the collocation method.
As a regularizer of the main part of the kernel, a function is used to isolate the logarithmic
singularity, which coincides with it at infinity and has no singularities in the complex plane. As a
result of discretization, the solution reduces to a finite system of equations with a quasi-diagonal
matrix. The numerical analysis of the solution of the dynamic contact problem allowed us to
draw the following conclusions. The change in contact stresses depending on the coefficient of
friction in the contact region substantially depends on the oscillation frequency of the stamp. A
significant effect on contact stresses is exerted by the coefficient of friction and the mechanical
characteristics of the base material.
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Введение

При создании новых композиционных ма-
териалов антифрикционного назначения ак-
туальной и практически не исследованной
является задача изучения влияния динамиче-
ских эффектов, возникающих в трибосистеме
при наличии осцилляции. В настоящей ра-
боте рассматривается динамическая контакт-
ная задача о колебаниях жесткого штампа на
полуограниченном вязкоупругом основании,
обладающем микроструктурой, при учете тре-
ния в области контакта. Микроструктура ос-

нования учтена в рамках модели микроме-
ханики. Краевая задача с помощью преоб-
разования Фурье сведена к интегральному
уравнению первого рода, численная дискре-
тизация которого осуществлена на основе ме-
тода коллокаций. Отметим, что контактные
динамические задачи для упругих слоистых
оснований исследованы в работах [1–3], кон-
тактные задачи в квазистатической постанов-
ке о движении системы штампов по упругим
и вязкоупругим основаниям изучались в ра-
ботах [4, 5], по гетерогенным пористоупругим
основаниям — в работах [6–8].
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1. Постановка задачи

Рассмотрим плоскую область Ω1 : −∞ <
< 𝑥1 < ∞, 𝑥2 > 0, занятую вязкоупругой
средой. На лицевой поверхности упругого по-
лупространства осциллирует жесткий штамп,
к которому приложена сила P = {0, 𝑃 𝑒−𝑖𝜔𝑡}.
Полагаем, что в области контакта |𝑥1| 6 𝑎
нормальные и касательные напряжения свя-
заны законом Амонтона–Кулона, 𝜎12 = 𝑘𝑡𝑟𝜎22,
где 𝑘𝑡𝑟 — коэффициент трения. Перемещения
u = {𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)} удовлетворя-
ют уравнениям Ламе, связь перемещений и
напряжений дается обобщенным законом Гу-
ка.

Будем рассматривать установившийся за-
кон колебаний, при этом отделим временной
множитель, в дальнейшем будем вести изло-
жение для безразмерных амплитудных зна-
чений соответствующих функций. При этом
линейные размеры отнесены к полуширине
штампа, а напряжения – к модулю сдвига
среды.

Граничные условия задачи в случае плос-
кого штампа имеют вид:

𝜎12(𝑥1,0) = 0,

𝜎22(𝑥1,0) = 0; |𝑥1| > 1,

𝜎12(𝑥1,0) = 𝑘𝑡𝑟𝜎22(𝑥1,0),

𝑢2(𝑥1,0) = 𝛿, |𝑥1| 6 1,

(1.1)

где 𝛿 — осадка штампа.
Следуя идеям постановок задач триболо-

гии, описанных в работе [1], будем разыски-
вать контактные давления и горизонтальные
смещения под штампом при граничных усло-
виях (1.1).

2. Построение решения интегрального
уравнения методом коллокаций

Решение настоящей краевой задачи стро-
ится в рамках интегрального подхода [2]
с помощью преобразования Фурье, которое
применяется к уравнениям Ламе и гранич-
ным условиям. Микроструктура основания
была учтена в рамках модели микромеха-
ники, вследствие которой были определены
механические характеристики, соответству-
ющие эквивалентной упругой среде. После
построения матрицы Грина для упругого по-
лупространства [2] и удовлетворения гранич-
ных условий (1.1), приходим к интегральному

уравнению с разностным ядром
1∫︁

−1

𝑘(𝑥1 − 𝜉)𝑞(𝜉)𝑑𝜉 = 𝛿,

𝜎22(𝑥1,0) = 𝑞 (𝑥1) , |𝑥1| 6 1.

(2.1)

Ядро интегрального уравнения (2.1) имеет
вид

𝑘(𝑥1 − 𝜉) =

=
1

2𝜋

∫︁

Γ

(𝑘𝑡𝑟𝐾21(𝛼) + 𝐾22(𝛼))×

× 𝑒𝑖(𝑥1−𝜉)𝛼 d𝛼. (2.2)

Функции 𝐾𝑖𝑗(𝛼), 𝑖, 𝑗 = 1, 2 — элементы мат-
рицы Грина для упругого основания, их вид
и расположение контура интегрирования Γ
приведены в работе [2]. Элементы матрицы
Грина являются мероморфными функциями
в комплексной плоскости и на бесконечности
𝐾21(𝛼), 𝐾22(𝛼) имеют поведение

𝐾22(𝛼) → 𝑐0
|𝛼| , 𝐾21(𝛼) → 𝑐1

𝛼
,

𝛼 → ∞.
(2.3)

Аналитические и аналитико-численные мето-
ды решения интегральных уравнений с раз-
ностным ядром развиты в работах школы
академика Бабешко В.А. [1–3]. В настоящей
работе для решения интегрального уравнения
(2.1) применим метод коллокаций. В качестве
регуляризатора основной части ядра (2.2) для
выделения логарифмической особенности ис-
пользуем функцию 𝑐0/

√
𝛼2 + 𝑅2, совпадаю-

щую с функцией 𝐾22(𝛼) на бесконечности
и не имеющую особенностей в комплексной
плоскости:

𝑘(𝑥1 − 𝜉) = 𝐼1(𝑥1 − 𝜉)+

+ 𝐾0(𝑅 |𝑥1 − 𝜉|)/𝜋,

𝐼1(𝑥1 − 𝜉) =
1

2𝜋

∫︁

Γ

�̃�(𝛼)𝑒𝑖(𝑥1−𝜉)𝛼𝑑𝛼,

�̃�(𝛼) = 𝑘𝑡𝑟𝐾21(𝛼) + 𝐾22(𝛼)−
− 𝑐0/

√︀
𝛼2 + 𝑅2.

(2.4)

При дальнейших аналитических преобразова-
ниях использовалось значение интеграла [9]

∞∫︁

−∞

(𝛼2 + 𝑅2)−1/2𝑒𝑖 𝑦 𝛼𝑑𝛼 = 2𝐾0(𝑅 |𝑦|),
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Рис. 1. Нормальные контактные напряжения для различных значений точек коллокаций 𝑁 = 30,
𝑁 = 40, 𝑁 = 50

где 𝐾0(𝑧) — функция Макдональда нулевого
порядка [10].

Интеграл 𝐼1(𝑥1 − 𝜉) в представлении (2.4)
быстро сходится, при этом значение парамет-
ра 𝑅 можно выбрать достаточно большим.
Дискретизация области контакта проводится
равномерно распределенными точками кол-
локаций 𝑥1𝑖, 𝜉𝑖 с шагом ℎ = (2 − 2𝜀)/𝑁 на
отрезке [−1+𝜀,1−𝜀], 𝜀 ≪ 1. На каждом участ-
ке полагаем 𝑞(𝑥1)|𝑥1𝑖

<𝑥1<𝑥1𝑖+1
= 𝑞(𝑥1𝑖) = 𝑞𝑖,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 . В результате решение сводит-
ся к конечной системе линейных уравнений

𝑁∑︁

𝑚=1

𝑟𝑚𝑛𝑞𝑛 = 𝛿/ℎ;

𝑚,𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁,

𝑟𝑚𝑛 = 𝐼1(𝑥1𝑚 − 𝜉𝑛)+

+ 𝑐1(𝑒𝑟𝑓(𝑧2) − 𝑒𝑟𝑓(𝑧1),

𝑚 ̸= 𝑛,

𝑐1 = 𝑐0 sign(𝑥1𝑚 − 𝜉𝑛)/ℎ,

𝑧1 =
√︀

(𝑥1𝑚 − 𝜉𝑛)𝑅;

𝑧2 =
√︁

(𝑥1𝑚+1 − 𝜉𝑛)𝑅,

𝑟𝑛𝑛 = 𝐼1(𝑥1𝑛 − 𝜉𝑛)+

+ 2𝑐0𝑒𝑟𝑓(
√︀

ℎ𝑅/2)/ℎ,

(2.5)

где 𝑒𝑟𝑓(𝑧) — интеграл вероятности [11]. Гори-
зонтальные смещения под штампом опреде-

ляются соотношением (2.6)

𝑢1(𝑥1) =
1

2𝜋

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑞𝑛𝑠𝑛;

𝑠𝑛 =

𝜉𝑛+1∫︁

𝜉𝑛

∫︁

Γ

�̃�2(𝛼)𝑒𝑖(𝑥1−𝜉)𝛼 d𝛼 d𝜉,

�̃�2(𝛼) = 𝑘𝑡𝑟𝐾11(𝛼) + 𝐾12(𝛼).

(2.6)

3. Результаты численного анализа

Расчеты проводились для механических
характеристик двухфазного композиционно-
го материала с матрицей из ароматического
полиамида фенилона ФС-2 с нанонаполните-
лем в виде алюмомагниевой шпинели [12, 13].
Микроструктура композиционного матери-
ала была учтена в рамках модели микро-
механики [14, 15], при этом рассчитанные
эффективные модули композита подтвер-
ждены экспериментально [13]. При расче-
тах принято:𝐸 = 6,1283 ГПа, 𝜈 = 0,34,
𝜌 = 1330 кг/м3, 𝛿/𝑎 = 1, 𝜔 = 50 Гц. Вяз-
кость полимера учитывалась в рамках моде-
ли частотно-независимого внутреннего тре-
ния, вследствие чего присутствует малая ком-
плексная составляющая в модуле Юнга.

Численный анализ показал, что элементы
матрицы системы (2.5) имеют максимальное
значение на главной диагонали и быстро убы-
вают по мере удаления от нее. В процессе
решения контролировалась точность удовле-
творения граничных условий. При числен-
ной реализации наблюдается устойчивость и
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Рис. 2. Нормальные контактные напряжения для различных значений коэффициента трения
𝑘𝑡𝑟 = 0, 𝑘𝑡𝑟 = 0,1, 𝑘𝑡𝑟 = 0,2, 𝑘𝑡𝑟 = 0,3

Рис. 3. Горизонтальные смещения под штампом для различных значений коэффициента трения
𝑘𝑡𝑟 = 0, 𝑘𝑡𝑟 = 0,1, 𝑘𝑡𝑟 = 0,2,𝑘𝑡𝑟 = 0,3

быстрая сходимость предложенного алгорит-
ма, что иллюстрирует рис. 1, на котором при-
ведены графики действительной и мнимой
части нормальных контактных напряжений
при различном количестве точек коллокаций
𝑁и коэффициенте трения 𝑘𝑡𝑟 = 0.

При изучении нормальных и касательных
контактных напряжений особое внимание бы-
ло уделено анализу влияния коэффициента
трения. На рис. 2 и рис. 3 представлены гра-
фики действительной и мнимой части нор-
мальных контактных напряжений и горизон-
тальных смещений под штампом в зависи-
мости от коэффициента трения. Сплошная
линия соответствует вибрации штампа без
трения. Пунктирная, штриховая и штрих-
пунктирная линия соответствуют коэффици-

ентам трения 0,1, 0,2, 0,3 соответственно. Ана-
лиз результатов численных экспериментов
позволил установить, что при возрастании
коэффициента трения изменяется характер
распределения напряжений, резко увеличива-
ется несимметричность распределения напря-
жений под штампом.

Надо отметить, что асимметричность кон-
тактных напряжений характерна и для ста-
тических контактных задач при учете сил
трения [4,5].

На рис. 3 приведены действительные и
мнимые части горизонтальных смещений, от-
несенных к осадке штампа. С увеличением
коэффициента трения при частоте колебаний
𝜔 = 50 Гц точка 𝑥0, в которой перемещения
обращаются в ноль 𝑢1(𝑥0) = 0, смещается в
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Рис. 4. Действительные части нормальных напряжений в зависимости от частоты колебаний штампа

области контакта, а сами горизонтальные пе-
ремещения под штампом увеличиваются по
модулю.

Распределение нормальных и касатель-
ных напряжений изменяется с ростом ча-
стоты, что иллюстрирует рис. 4. Сплош-
ная линия соответствует частоте колеба-
ний 𝜔 = 100 Гц, пунктирная, штриховая,
штрих-пунктирная соответствуют частотам
𝜔 = 200 Гц, 𝜔 = 300 Гц и 𝜔 = 400 Гц со-
ответственно. Для малых частот эпюра кон-
тактных давлений имеет более пологий вид.
Характер изменения контактных напряже-
ний в зависимости от коэффициента трения
в области контакта существенным образом
зависит от частоты колебаний штампа.

Надо отметить, что предложенный метод
построения решения контактной динамиче-
ской задачи и найденные качественные харак-
теристики касательных перемещений могут
быть использованы при решении задач трибо-
логии для случая переменного коэффициента
трения в области контакта, при задании нор-
мальных и касательных смещений под штам-
пом [1].

Выводы

Проведенный численный анализ решения
настоящей динамической контактной задачи
показал, что изменение контактных напряже-
ний в зависимости от коэффициента трения
в области контакта существенным образом
зависит от частоты колебаний штампа, так-

же значительное влияние на контактные на-
пряжения оказывает коэффициент трения и
механические характеристики материала ос-
нования.
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