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Abstract. The block element method is used to investigate the behavior of the coated material
under the assumption that the surface is exposed to an active liquid medium capable of destroying
the coating, including in the process of subduction, tsunami preparation, landslide processes. It is
assumed that the destruction begins with the formation of vertical local cracks in the coating,
which then grow and lead to the exposure of the unprotected surface. Assuming the possibility of
modeling a liquid layer by shallow water equations, we investigate a block structure that includes
a body in the form of a deformable layer, a defective coating modeled by Kirchhoff plates and a
heavy liquid layer. The distribution of the stress concentration in such a block structure is studied
and the conditions both allowing the further use of such an object and excluding this possibility
are revealed.
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Введение

Методом блочного элемента исследуется
поведение материала с покрытием в предпо-
ложении, что поверхность подвергается воз-
действию активной жидкой среды, способной
разрушать покрытие, в том числе в процессе
субдукции, оползневых процессах. Предпола-
гается, что разрушение начинается с образо-
вания в покрытии вертикальных локальных
трещин, которые затем разрастаются и приво-
дят к обнажению незащищенной поверхности.

В предположении возможности моделирова-
ния слоя жидкости уравнениями мелкой воды
исследуется блочная структура, включающая
тело в виде деформируемого слоя, дефектное
покрытие, моделируемое пластинами Кирхго-
фа, и слой тяжелой жидкости. Изучено рас-
пределение концентрации напряжений в та-
кой блочной структуре и выявлены условия,
как позволяющеих дальнейшее использова-
ние такого объекта, так и исключающие эту
возможность.

Евдокимова Ольга Владимировна, д-р физ.-мат. наук, главный научный сотрудник Южного научного
центра РАН; e-mail: evdokimova.olga@mail.ru.

Бабешко Владимир Андреевич, академик РАН, д-р физ.-мат. наук, заведующий кафедрой математическо-
го моделирования Кубанского государственного университета, директор Научно-исследовательского центра
прогнозирования и предупреждения геоэкологических и техногенных катастроф Кубанского государственно-
го университета, заведующий лабораторией Южного федерального университета; e-mail: babeshko41@mail.ru.

Бабешко Ольга Мефодиевна, д-р физ.-мат. наук, главный научный сотрудник научно-исследовательского
центра прогнозирования и предупреждения геоэкологических и техногенных катастроф Кубанского государ-
ственного университета; e-mail: babeshko49@mail.ru.

Уафа Самир Баширович, младший научный сотрудник Южного научного центра РАН; e-mail:
uafa70@mail.ru.

Коваленко Мария Михайловна, младший научный сотрудник Южного научного центра РАН; e-mail:
akinina_mm@mail.ru.

Бушуева Ольга Алексеевна, магистрант Кубанского государственного университета; e-mail:
olyabushuyeva@gmail.com.

Отдельные фрагменты работы выполнены в рамках реализации Госзадания Минобрнауки на 2019
г. (проекты 9.8753.2017/8.9), ЮНЦ РАН на 2019 г. (проект 00-18-04) № госрег. 01201354241, программ
президиума РАН №7 (проект 00-18-21) и I-52 (проект 00-18-29), и при поддержке РФФИ (проекты 19-41-
230003, 19-41-230004, 19-48-230014, 17-08-00323, 18-08-00465, 18-01-00384, 18-05-80008).

ISSN 1729-5459. ЭКОЛОГИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК НАУЧНЫХ ЦЕНТРОВ ЧЭС. 2019. Т. 16. №3. C. 40–45



Евдокимова О. В., Бабешко В. А., Бабешко О.М., Уафа С.Б., Коваленко М. М., . . .

Дефекты, которые рассматриваются в ра-
боте, относятся к категории скрытых [1–12],
поскольку их вертикальная плоскость явля-
ется мало доступной для обнаружения уль-
тразвуковыми или рентгеновскими метода-
ми, сканирующими в вертикальном направ-
лении. Наличие слоя жидкости усложняет
выявление дефектов. Результат работы пока-
зывает важность их обнаружения, поскольку
уже единичные дефекты могут приводить к
необратимым последствиям в таких конструк-
циях. В основе исследования лежит метод
блочного элемента, достаточно удачно заре-
комендовавших себя в задачах со скрытыми
дефектами [12].

1. Основные уравнения

Рассматривается случай наличия одиноч-
ного дефекта в покрытии. Результат этого
исследования возможно перенести на изу-
чение множественных параллельных дефек-
тов, используя метод, предложенный в [13].
Описанная проблема рассматривается в четы-
рехблочной структуре, состоящей из дефор-
мируемого слоя, моделирующего тело, двух
полубесконечных пластин Кирхгофа, между
торцами которых может отсутствовать или
присутствовать некоторое расстояние, и слоя
жидкости. В каждом блоке такой структу-
ры поставлены соответствующие граничные
задачи. Методом блочного элемента исследо-
вание сводится к изучению системы функци-
ональных уравнений, позволяющих выявить
концентрацию напряжений в блочной струк-
туре.

Считаем, что на слой жидкости и пласти-
ны действуют внешние гармонические во вре-
мени силы, направленные вертикально. В ло-
кальной системе координат 𝑥1𝑥2𝑥3 с началом
в плоскости 𝑥1𝑥2, совпадающей со срединной
плоскостью пластины, осью 𝑜𝑥3, направлен-
ной вверх по нормали к пластине, осью 𝑜𝑥1,
направленной по касательной к границе тор-
ца пластины, осью 𝑜𝑥2 — по нормали к его
границе. Область, занятая левой пластиной
обозначается 𝜆 и описывается соотношениями
|𝑥1| 6 ∞, 𝑥2 6 −𝜃, а занятая правой — индек-
сом 𝑟 и координатами |𝑥1| 6 ∞, 𝜃 6 𝑥2. Для
пластин уравнения Кирхгофа для фрагмен-
тов 𝑏 = 𝜆, 𝑟, занимающих области Ω𝑏 с грани-
цами 𝜕Ω𝑏, при вертикальных гармонических
воздействиях напряжением 𝑡3𝑏𝑒

−𝑖𝜔𝑡 сверху и
𝑔3𝑏𝑒

−𝑖𝜔𝑡 — снизу после исключения временно-

го параметра имеют вид

R𝑏(𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)𝑢3𝑏 + 𝜀53𝑏(𝑡3𝑏 − 𝑔3𝑏) ≡

≡
(︂

𝜕4

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕2

𝜕𝑥21

𝜕2

𝜕𝑥22
+

𝜕4

𝜕𝑥42
− 𝜀43𝑏

)︂
𝑢3𝑏+

+ 𝜀53𝑏(𝑔3𝑏 − 𝑡3𝑏) = 0,

R𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)𝑈3𝑏 = [ (𝛼2
1 + 𝛼2

2)
2 − 𝜀43𝑏 ]𝑈3𝑏,

𝑈3𝑏 = F2𝑢3𝑏, 𝐺3𝑏 = F2𝑔3𝑏,

𝑇3𝑏 = F2𝑡3𝑏, 𝑏 = 𝜆, 𝑟,

𝑚𝑏 = −𝐷𝑏1

(︂
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥22

+ 𝜈𝑏
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥21

)︂
= 𝑓3𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝐷𝑏1 =
𝐷𝑏

𝐻2
, 𝐷𝑏2 =

𝐷𝑏

𝐻3
, 𝑥𝑘0 = 𝐻𝑥𝑘,

𝑘 = 1, 2,

𝑞𝑏 = −𝐷𝑏2

(︂
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥32

+ (2 − 𝜈𝑏)
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︂
=

= 𝑓4𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝑢3𝑏 = 𝑓1𝑏(𝜕Ω𝑏),
𝜕𝑢3𝑏
𝐻𝜕𝑥2

= 𝑓2𝑏(𝜕Ω𝑏),

𝐷𝑏 =
𝐸𝑏ℎ

3
𝑏

12(1 − 𝜈2𝑏 )
,

𝜀43𝑏 = 𝜔2𝜌𝑏
(1 − 𝜈2𝑏 )12𝐻4

𝐸ℎ2𝑏
,

𝜀53𝑏 =
(1 − 𝜈2𝑏 )12𝐻4

𝐸𝑏ℎ
3
𝑏

, 𝜀−1
6 =

(1 − 𝜈)𝐻

𝜇
.

Здесь для пластин приняты обозначения: 𝜈𝑏 —
коэффициент Пуассона, 𝐸𝑏 — модуль Юнга,
ℎ𝑏 — толщина пластины, 𝜌𝑏 — плотность, 𝜔 —
частота колебаний, 𝑔3𝑏, 𝑡3𝑏 — значения кон-
тактных напряжений со стороны основания
и давлений на пластину слоя жидкости свер-
ху, действующих вдоль оси 𝑥3 в области Ω𝑏,
F2 ≡ F2(𝛼1, 𝛼2) и F1 ≡ F1(𝛼1) — двумерный
и одномерный операторы преобразования Фу-
рье соответственно, 𝑚𝑏 и 𝑞𝑏 — изгибающий мо-
мент и перерезывающая сила, 𝑓1(𝜕Ω𝑏) — вер-
тикальное перемещение на границе, 𝑓2(𝜕Ω𝑏) —
угол поворота срединной плоскости вокруг
оси 𝑥1, в системе координат 𝑥1𝑜𝑥2; 𝐻 — раз-
мерный параметр подложки, например, тол-
щина деформируемого слоя материала.

Поведение блочного элемента, которым
является слой толщины 𝐻1 несжимаемой
жидкости Ω0 на поверхности, описывается
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уравнениями мелкой воды следующего вида
[14]

𝑝 = (𝑖𝜔𝜌𝜑 + 𝜌𝑔
𝑖ℎ𝑏
𝜔𝐻2

1

Δ𝜑)𝑒−𝑖𝜔𝑡 − 𝑤𝑒−𝑖𝜔𝑡.

Здесь 𝑝 — давление в слое жидкости, 𝜌 — плот-
ность жидкости, 𝑔 — ускорение свободного па-
дения, 𝜑 — потенциал скоростей в жидкости,
𝑤 — внешнее воздействие на слой. Учитывая,
что на верхней границе литосферной плиты
на нее оказывается давление слоя жидкости,
для выбранной модели необходимо принять

𝑡3𝑏 = 𝑝, 𝑢3𝑏 =
ℎ𝑏

𝑖𝜔𝐻2
1

Δ𝜑𝑏

В результате дифференциальное уравнение
относительно потенциала скоростей принима-
ет вид

Δ3𝜑𝑏 + (𝜀53𝑏𝜌𝑔 − 𝜀43𝑏)Δ𝜑𝑏+

+ 𝜀53𝑏𝜌
𝜔2𝐻2

1

ℎ𝑏
𝜑𝑏 − 𝑖𝜀53𝑏

𝜔𝐻2
1

ℎ𝑏
(𝑔3𝑏 − 𝑤𝑏) = 0.

2. Метод решения
Для использования метода блочного эле-

мента необходимо применить его алгоритм,
включающий этапы внешней алгебры, внеш-
него анализа и фактор-топологии. На этапе
внешней алгебры граничная задача сводится
к функциональному уравнению следующего
вида

𝑁𝑏(𝛼1, 𝛼2)Φ𝑏(𝛼1, 𝛼2) =

=

∫︁

𝜕Ω𝑏

𝜔𝑏(𝛼1, 𝛼2) + 𝑆𝑏(𝛼1, 𝛼2),

𝑁𝑏(𝛼1, 𝛼2) = (𝛼2
1 + 𝛼2

2)
3+

+(𝛼2
1 + 𝛼2

2)(𝜀53𝑏𝜌𝑔 − 𝜀43𝑏) − 𝜀53𝑏𝑅𝑏,

𝑆𝑏(𝛼1, 𝛼2) =

= 𝑖𝜀53𝑏
𝜔𝐻2

1

ℎ𝑏
F2(𝛼1, 𝛼2)(𝑔3𝑏 − 𝑤𝑏),

Φ𝑏(𝛼1, 𝛼2) = F2(𝛼1, 𝛼2)𝜑𝑏,

𝑅𝑏 = 𝜌
𝜔2𝐻2

1

ℎ𝑏
.

(2.1)

Здесь 𝜔𝑏(𝛼1, 𝛼2), 𝑏 = 𝜆, 𝑟 — внешние формы,
отвечающие рассматриваемой граничной за-
даче, которые достаточно просто строятся.

Связь между граничными напряжениями и
перемещениями на поверхности упругой сре-
ды, на которой находятся пластины, имеет
вид

𝑢3𝑚(𝑥1, 𝑥2) =

= 𝜀−1
6

2∑︁

𝑛=1

∫︁∫︁

Ω𝑛

𝑘(𝑥1−𝜉1, 𝑥2−𝜉2)𝑔3𝑛(𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2,

𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3,

𝑢31 = 𝑢3𝜆, 𝑢32 = 𝑔3𝑟, 𝑢33 = 𝑢3𝜃,

𝑔31 = 𝑔3𝜆, 𝑔32 = 𝑔3𝑟,

Ω1 ≡ Ω𝜆(|𝑥1| 6 ∞; 𝑥2 6 −𝜃),

Ω2 ≡ Ω𝑟(|𝑥1| 6 ∞; 𝜃 6 𝑥2),

Ω3 ≡ Ω𝜃(|𝑥1| 6 ∞; −𝜃 6 𝑥2 6 𝜃)

или

𝑢3𝑚(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2𝜀6

2∑︁

𝑛=1

∞∫︁

−∞

∫︁
𝐾(𝛼1, 𝛼2)×

×𝐺3𝑛(𝛼1, 𝛼2)𝑒
−𝑖⟨𝛼,𝑥⟩ d𝛼1 d𝛼2,

𝐾(𝛼1, 𝛼2) = F2(𝛼1, 𝛼2)𝑘(𝑥1, 𝑥2),

⟨𝛼, 𝑥⟩ = 𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2, 𝐾(𝛼1, 𝛼2,0) = 𝑂(𝐴−1),

𝐴 =
√︁

𝛼2
1 + 𝛼2

2 → ∞.

Здесь 𝐾 (𝛼1, 𝛼2) — аналитическая функция
двух комплексных переменных 𝛼1, 𝛼2, в част-
ности, мероморфная, разные ее примеры при-
ведены в многочисленных публикациях [15].

Применим к исследованию функциональ-
ных уравнений этап внешнего анализа, на-
званного так, поскольку дифференциальные
операции совершаются над внешними форма-
ми. С этой целью представим функциональ-
ные уравнения в виде

𝑈3𝑏(𝛼1, 𝛼2) = 𝑁−1
𝑏 (𝛼1, 𝛼2)×

× [𝜔𝑏(𝛼1, 𝛼2) + 𝜀53𝑏𝑆3𝑏(𝛼1, 𝛼2)] . (2.2)

Потребуем выполнение автоморфизма, одним
из способов осуществления которого явля-
ется обращение в ноль форм-вычетов Лере
лишь в тех нулях 𝛼2𝑛± = 𝛼2𝑛±(𝛼1) функ-
ции 𝑁−1

𝑏 (𝛼1, 𝛼2), которые обеспечивают каж-
дой из граничных задач в качестве носите-
лей только свои пластины. Псевдодифферен-
циальные уравнения вырождаются в алгеб-
раические. С учетом принятых обозначений
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уравнение для левой пластины можно пред-
ставить в форме

− 𝑒−𝑖𝛼2−𝜃)
{︀
𝐵1𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑄𝜆(𝛼1,−𝜃)+

+ 𝐵2𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑀𝜆(𝛼1,−𝜃)+

+ 𝐵3𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑈3𝜆𝜕𝑥2(𝛼1,−𝜃)+

+ 𝐵4𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑈3𝜆(𝛼1,−𝜃)+

+ 𝐵5𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑃 (𝛼1,−𝜃)+

+ 𝐵6𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−)𝑉𝑥2(𝛼1,−𝜃)
}︀

+

+ 𝑆𝜆(𝛼1, 𝛼2𝑛−) = 0,

𝑛 = 1, 2, 3.

Аналогичный вид имеет второе псевдодиффе-
ренциальное уравнение.

В каждой из двух групп псевдодиффе-
ренциальных уравнений, в соответствии с
постановки той или иной граничной задачи,
можно задавать по три граничных условия
на торцах пластин и на сечениях водного
слоя, определяемых по торцам пластин. Этап
фактор-топологии предполагает осуществле-
ние сопряжения друг с другом блочных эле-
ментов как топологических многообразий с
краем. Отношениями эквивалентности явля-
ются продиктованные интересами исследова-
ния, принятые в рассматриваемых задачах
граничные условия. Для сопряжения блоч-
ных элементов с основанием сопрягаются гра-
ничные перемещения и контактные напряже-
ния пластин и основания. Для перемещений
имеем

𝑈3𝜆 + 𝑈3𝑟 + 𝑈3𝜃 = 𝑈3.

Здесь 𝑈3𝜃 объем жидкости в области меж-
ду торцами пластин и верхней границей
поверхности жидкости. При сблизившихся
торцах пластин функция 𝑈3𝜃 исчезает. По-
следнее соотношение можно, выделив кон-
тактные напряжения 𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2), 𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2),
𝐺3(𝛼1, 𝛼2), представить в виде

𝑁−1
𝜆 (𝛼1, 𝛼2)

⟨︀
𝜔𝜆(𝛼1, 𝛼2)+

+ 𝜀53𝜆𝑖𝑅𝜆 [𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2) −𝑊𝜆]
⟩︀

+ 𝑈3𝜃+

+ 𝑁−1
𝑟 (𝛼1, 𝛼2)

⟨︀
𝜔𝑟(𝛼1, 𝛼2)+

𝜀53𝑟𝑖𝑅𝑟 [𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2) −𝑊𝑟]
⟩︀

=

= 𝜀−1
6 𝐾(𝛼1, 𝛼2)𝐺3(𝛼1, 𝛼2).

Приняв во внимание, что 𝐺3(𝛼1, 𝛼2) =
= −𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2) − 𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2), и введя
обозначения 𝐺3𝜆(𝛼1, 𝛼2) = 𝐺−(𝛼1, 𝛼2),

𝐺3𝑟(𝛼1, 𝛼2) = 𝐺+(𝛼1, 𝛼2), получим сле-
дующие функциональные уравнения типа
Винера–Хопфа для определения контактных
напряжений для двух случаев 𝜃 > 0 и 𝜃 = 0
при 𝑈3𝜃𝜆 = 0 в виде

𝑀𝑟𝜆(𝛼1, 𝛼2)𝐺
+(𝛼1, 𝛼2) =

= 𝐺−(𝛼1, 𝛼2) + 𝑇𝑟𝜆(𝛼1, 𝛼2) + 𝑈3𝜃𝜆.

Функции 𝐺+(𝛼1, 𝛼2), 𝐺−(𝛼1, 𝛼2) регулярны
по параметру 𝛼2 в верхней и нижней полу-
плоскостях, соответственно [12].

Полученные функциональные уравнения
являются более сложными, чем в случае от-
сутствия слоя жидкости. Поведение контакт-
ных напряжений в зоне сближения пластин
описывается функциями, приведенными ни-
же. При исследовании решения первого урав-
нения, 𝜃 > 0, установлены следующие свой-
ства контактных напряжений между пласти-
нами и основанием:

𝑔3𝜆(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎1𝜆(𝑥1, 𝑥2)(−𝑥2 − 𝜃)−1/2,

𝑥2 < −𝜃,

𝑔3𝑟(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎1𝑟(𝑥1, 𝑥2)(𝑥2 − 𝜃)−1/2,

𝑥2 > 𝜃.

При 𝜃 = 0 также имеются свойства решений,
подобные выявленным при отсутствии слоя
жидкости

𝑔3𝜆(𝑥1, 𝑥2) → 𝜎2𝜆(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−1
2 ,

𝑔3𝑟(𝑥1, 𝑥2) → 𝜎2𝑟(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−1
2 .

Выводы

Таким образом, наличие активных жидко-
стей, способных разрушать покрытие, может
приводить к катастрофическим последстви-
ям, если это разрушение приводит к образова-
нию скрытых дефектов. Их появлению может
способствовать возникновение изгибных де-
формаций поверхности конструкции с покры-
тием в сочетании с воздействием активной
жидкости. В то же время предварительные
исследования показали, что, в зависимости
от типов воздействия на слой жидкости, мо-
гут формироваться условия, снижающие ве-
личину коэффициентов при сингулярностях,
описывающих концентрацию контактных на-
пряжений. Однако эти исследования доста-
точно емкие и планируются для выполнения
в дальнейшем.
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