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БИМОРФИЗМЫ КОНФИГУРАЦИЙ
АБСТРАКТНЫХ ПРОСТРАНСТВ ЗНАНИЙ1

К.И. Костенко2

BIMORPHYSMS OF CONFIGURATIONS IN ABSTRACT KNOWLEDGE SPACES

Kostenko K. I.

Concepts of inclusion and morphysm of abstract knowledge spaces configurations (w-inclusions
and w-morphysms) have been specified. The notion of configurations bimorphysm has been defined
as a semantic operation on the knowledge systems. The properties of the direct sum and unification
bimorphysms, which are considered to be a formal analogue of knowledge accumulation and coordination
operations, have been explored.

Введение

Биморфизмы конфигураций являются
распространением понятия морфизма на вы-
числимые отображения, представляющие се-
мейство семантических операций над знани-
ями, задаваемых парами конфигураций аб-
страктных пространств знаний [1]. Изучение
свойств биморфизмов имеет целью классифи-
кацию методов обработки знаний, исследова-
ние уточнений операций накопления, обобще-
ния, унификации и извлечения знаний, свя-
зей между семантическими операциями и воз-
можность их декомпозиции.

1. Основные определения

Пусть M — бесконечное нумерованное
множество конфигураций, а I (Iα) — все ко-
нечные двоичные слова, включая пустое сло-
во Λ (слова, начинающиеся с α ∈ I). Если
α ∈ I, то |α| обозначает длину α. Элементам
M конструктивно сопоставляются их полные
структурные представления (ПСП), имеющие

вид нагруженных бинарных деревьев с вер-
шинами из I [1]. Множества вершин и висячих
вершин ПСП z обозначаются какD(z) иO(z).
Если z ∈ M и α ∈ D(z), то [z]α обознача-
ет разметку α, а (z)α — конфигурацию, ПСП
которой образует поддерево ПСП z с корнем
в вершине α [1]. Сопоставляемые вершинам
множеств O(z) и D(z)\O(z) значения — это
соответственно номера атомарных знаний и
семантических зависимостей фрагментов, из
которых строится знание, представленное z.
На множествах элементарных конфигураций
и семантических связей определены разреши-
мые отношения порядка ρ0 и ρ1. Запись ∆(z),
где z ∈ M, обозначает множество конфигу-
раций, ПСП которых получаются из ПСП z с
помощью конечного числа применений опера-
ции инвертирования (замены семантических
связей на обратные к ним и порядка следова-
ния потомков для вершин из D(z)\O(z) [1]).

Определение 1. Отображение ξ: I → I на-
зывается изотонным, если

∀α, β ∈ I(α ⊆ β → ξ(α) ⊆ ξ(β)).
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Определение 2. Изотонное отображение ξ:
I → I называется трассированием z1 ∈ M в
z2 ∈M, если

∀α ∈ D(z1)(α ∈ D(z1)\O(z1)↔
↔ ξ(α) ∈ D(z2)\O(z2)),

∀α, ασβ ∈ D(z), σ ∈ {0, 1}
((ξ(α) ⊂ ξ(ασβ))→ ξ(α)σ ⊆ ξ(ασβ)).

Если для α, ασ ∈ D(z1), где σ ∈ {0, 1},
имеет место равенство

|ξ(α)|+ 1 > |ξ(ασ)(|ξ(α)|+ 1 6 |ξ(ασ)|),

то для этих вершин имеет место локальное
сжатие (растяжение) z1 в z2. Трассирование
ξ конфигурации z1 в z2 называется сжатием
(растяжением), если

∀σ ∈ {0, 1}∀α, ασ ∈ D(z1)(|ξ(α)|+ 1 > |ξ(ασ)|)

(∀σ ∈ {0, 1}∀α, ασ ∈ D(z1)(|ξ(α)|+1 6 |ξ(ασ)|)).
Покажем, что если ξ является трассиро-

ванием z1 в z2 и α ∈ D(z1)\O(z1), σ ∈ {0, 1},
то справедливо включение ξ(α) ⊂ ξ(ασ).
Предположим противное: ξ(α) = ξ(ασ). То-
гда найдутся такие γ1 = ασσβ1 ∈ O(z1) и
γ2 = ασσβ2 ∈ O(z1), что ξ(ασ) ⊂ ξ(γ1) и
ξ(ασ) ⊂ ξ(γ2). Поэтому ξ(ασ)σ ⊆ ξ(γ1) и
ξ(ασ)σ ⊆ ξ(γ2). Значит, должны выполнять-
ся включения ξ(α)σ ⊆ ξ(γ1) и ξ(α)σ ⊆ ξ(γ2).
Поскольку ξ(α) ⊂ ξ(γ2), то справедливо
включение ξ(α)σ ⊆ ξ(γ2), которое приводит
к противоречию. Следовательно, равенство
ξ(α) = ξ(ασ) неверно.

Доказанное свойство означает, что для
трассирований конфигураций возможности
локальных сжатий ограничены условием
|ξ(α)| + 1 = |ξ(ασ)|, и всякое трассирование
произвольной пары конфигураций является
растяжением.

Локальные сжатия конфигураций,
для которых справедливы соотношения
|ξ(α)| + 1 > |ξ(ασ)|, возможны для специ-
ального класса отображений, называемых w-
трассированиями.

Определение 3. Изотонное отображение
ξ : I → I называется w-трассированием кон-
фигурации z1 в конфигурацию z2, если вы-
полнены условия

∀α ∈ D(z1)(α ∈ D(z1)\O(z1)↔
↔ ξ(α) ∈ D(z2)\O(z2)), (1.1)

∀α, ασ ∈ D(z), σ ∈ {0, 1}
((ξ(α) ⊂ ξ(ασ))→ ξ(α)σ ⊆ ξ(ασ)). (1.2)

Определение 4. Конфигурация z1 просле-
живается (w-прослеживается) в конфигура-
ции z2(z1 6 z2 и z1 6w z2), если существу-
ет такое трассирование (w-трассирование)
ξ : I→ I, z1 в z2, что

∀α ∈ O(z1)
(
(z1)α ρ0 (z2)ξ(α)

)
,

∀α ∈ D(z1)\O(z1)
(
[z1]α ρ1 [z2]ξ(α)

)
.

Определение 5. Конфигурация z1 вложе-
на (w-вложена) в конфигурацию z2 (z1 ⊆ z2

и z1 ⊆w z2), если существуют конфигурации
z1 ∈ ∆(z1), z2 ∈ ∆(z2), для которых z1 6 z2

(z1 6w z
2).

Существуют конфигурации, для которых
z1 ⊆w z2, и при этом не выполняется включе-
ние z1 ⊆ z2.

Определение 6. Вычислимое отображение
µ: M → M называется морфизмом (w-
морфизмом), если

∀z1, z2 ∈M
(
z1 ⊆ z2 → µ(z1) ⊆ µ(z2)

)
,

(∀z1, z2 ∈M(z1 ⊆w z2 → µ(z1) ⊆w µ(z2))).

Множество всех морфизмов (w-
морфизмов) конфигураций обозначается как
Mor (Morω).

Определение 7. Вычислимое отображение
µ: M2 → M называется биморфизмом (w-
биморфизмом), если

∀z0 ∈M(µ(z0, z) ∈Mor & µ(z, z0) ∈Mor)

(∀z0 ∈M(µ(z0, z) ∈Morω & µ(z, z0) ∈Morω).

2. Прямые суммы конфигураций

Определение 8. Отображение µ : M2 →M
называется суммой (прямой суммой) конфи-
гураций, если

∃ n ∈ N∀z1, z2 ∈M((µ(z1, z2))0 = z1) &

& (µ(z1, z2))1 = z2) & [(µ(z1, z2)]Λ = n).

Для записи операции прямой суммы ис-
пользуется выражение z0 ⊕n z1, где n — фик-
сированное значение компоненты Λ. Если же
n = 0, то символ n может опускаться и запись
суммы принимает вид z0 ⊕ z1.
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Всякая операция прямой суммы кон-
фигураций является биморфизмом (w-
биморфизмом). Действительно, пусть z0, z1,
z2 — произвольные конфигурации из M и
z1 ⊆ z2 (z1 ⊆w z2). В этом случае справедли-
вы включения

z0 ⊕n z1 ⊆ z0 ⊕n z2 и z1 ⊕n z0 ⊆ z2 ⊕n z0

(z0 ⊕n z1 ⊆w z0 ⊕n z2 и z1 ⊕n z0 ⊆w z2 ⊕n z0).

Если для любых z1, z2 ∈ M семантиче-
ская связь между z1 и z2 с номером n явля-
ется симметричной, то z1 ⊕n z2 ⊆ z2 ⊕n z1 и
z1 ⊕n z2 ⊆w z2 ⊕n z1.

Семантическая связь с номером n = 0
симметричная для любых конфигураций. По-
этому

∀z1, z2 ∈M(z1⊕z2 ⊆ z2⊕z1 и z1⊕z2 ⊆w z2⊕z1).

Определение 9. Отображение µ : M2 →M
называется β-вставкой, где β ∈ I, если

∀z0, z1 ∈M((µ(z0, z1) = z)→
→ (D(z) = ((D(z0)\(Iβ0 ∪ Iβ1))∪

∪ {β0γ|γ ∈ D(z0)∩ Iβ} ∪ {β1γ|γ ∈ D(z1)})) и
∀z0, z1 ∈

∈M

(
µ(z0, z1) = z ↔ ∀ξ ∈ D(z)([z]ξ =

=


[z1]ξ, ξ 6⊂ β,
0, ξ = β,

[z1]η, ξ = β1η,

[z0]βδ, ξ = β0δ

)

)
.

Для обозначения β-вставки используется
запись z0 β⊕ z1.

Отображение β-вставки порождает мор-
физм (w-морфизм) для всякого фиксирован-
ного значения первого аргумента. Если β = Λ,
то операция β-вставки порождает морфизм
(w-морфизм) для каждого фиксированного
значения второго аргумента. Если β 6= Λ, то
для некоторых значений второго аргумента
операция β-вставки может не образовывать
морфизм (w-морфизм).

Определение 10. Отображение µ: M→M
называется β-удалением, если

∀z ∈M((µ(z) = z0)→
→ (D(z0) = (D(z)\Iβ) ∪ {βγ|β0γ ∈ D(z)}))

и ∀z ∈M

(
µ(z) = z0 ↔

↔ ∀α ∈ D(z0)([z0]α =

{
[z0]α, α /∈ Iβ,

[z0]β0η, α = βη
)

)
.

Операции прямой суммы образуют семейство
преобразований представлений знаний, ко-
нечные комбинации которых позволяют кон-
струировать произвольные конфигурации из
элементарных конфигураций. Если z ∈M яв-
ляется неэлементарной, [z]Λ = n, а T1, T2 —
представления конфигураций (z)0 и (z)1 в ви-
де комбинаций прямых сумм элементарных
конфигураций, то z представляется суммой
T1 ⊕n T2.

Теорема 1. Если z′1 ∈ ∆(z1), z′2 ∈ ∆(z2) и
z′1 6 z′2, то справедливо

∀z′′2 ∈ ∆(z2)∃z′′1 ∈ ∆(z1)(z′′1 6 z′′2 ).

Доказательство.
Пусть ξ′: I → I — трассирование конфи-

гурации z′1 в z′2, для которого

z′1 6 z′2 и z′′2 ∈ ∆(z2)

и ξ′′2 является инверсией z′2 в z′′2 [1]. Опреде-
лим инверсию ξ′′1 конфигурации z′1 в конфи-
гурацию z′′1 с помощью следующих правил:
ξ′′1 (Λ) = Λ,

∀α ∈ I, σ ∈ {0, 1}
(
ξ′′1 (ασ) =

=



ξ′′1 (α)σ, если ∃β ∈ I((ξ′(ασ) =

= ξ′(α)σβ) ∨ (ξ′(ασ) =

= ξ′(α)σβ)) & ξ′′2 (ξ′(α)σ) =

= ξ′′2 (ξ′(α))σ,

ξ′′1 (α)σ, иначе

)
. (2.1)

Определим отображение ξ′′ = ξ′′2ξ
′(ξ′′1 )−1 и

покажем, что ξ′′ является трассированием z′′1
в z′′2 , для которого выполняются условия про-
слеживания z′′1 в z′′2 .

a. Докажем, что ξ′′ является трассирова-
нием z′′1 в z′′2 .
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Отображения (ξ′′1 )−1, ξ′′2 и ξ′ являются
трассированиями z′′1 в z′1, z′2 в z′′2 и z′1 в z′2
соответственно. Следовательно, справедливы
эквивалентности

∀α ∈ D(z′′1 )(α ∈ D(z′′1 )\O(z′′1 )⇔
⇔ (ξ′′1 )−1(α) ∈ D(z′1)\O(z′1)⇔
⇔ ξ′(ξ′′1 )−1(α) ∈ D(z′2)\O(z′2)⇔
⇔ ξ′′2ξ

′(ξ′′1 )−1(α) ∈ D(z′′2 )\O(z′′2 )),

что означает выполнимость условия (1.1).
Покажем истинность предиката

∀α, ασβ ∈ D(z),

σ ∈ {0, 1}((ξ′′(α) ⊂ ξ′′(ασβ))→
→ (ξ′′(α)σ ⊆ ξ′′(ασβ))).

Пусть ξ′′(α) ⊂ ξ′′(ασβ), где α, ασβ ∈ D(z),
а σ ∈ {0, 1}. Инверсия ξ′′1 : I → I сохраняет
длину слов из D(z′′1 ), из чего следует включе-
ние

(ξ′′1 )−1(α) ⊂ (ξ′′1 )−1(ασβ).

Поскольку инверсия ξ′′2 также сохраняет
длину слов из D(z′2), то

ξ′(ξ′′1 )−1(α) ⊂ ξ′(ξ′′1 )−1(ασβ).

Для инверсии (ξ′′1 )−1 справедливо утвер-
ждение

(ξ′′1 )−1(ασ) = γσ ∨ (ξ′′1 )−1(ασ) = γσ.

Если (ξ′′1 )−1(ασ) = γσ, то значение ξ′′1 (γσ)
определяет второе соотношение правила (2.1).
Поэтому

ξ′(ξ′′1 )−1(α)σ ⊆ ξ′(ξ′′1 )−1(ασβ) и
ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(α)σ) = ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(α))σ.

Следовательно,

ξ′′(α)σ = ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(α))σ ⊆
⊆ ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(ασβ)) = ξ′′(ασβ).

Если (ξ′′1 )−1(ασ) = γσ, то значение ξ′′1 (γσ)
определяется первым соотношением правила
(2.1). Поэтому

(ξ′(ξ′′1 )−1(α)σ ⊆ ξ′(ξ′′1 )−1(ασβ))&

&(ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(α)σ) = ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(α))σ).

Из этого следует, что

ξ′′(ασ) = ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(α))σ ⊆
⊆ ξ′′2 (ξ′(ξ′′1 )−1(ασβ)) = ξ′′(ασβ).

Последнее означает, что ξ′′ является трас-
сированием z′′1 в z′′2 .

b. Докажем, что для отображения ξ′′ вы-
полнены условия прослеживания z′′1 в z′′2 .

Пусть вершине α ∈ D(z′′1 )\O(z′′1 )(α ∈ O(z′′1 ))
ПСП конфигурации z′′1 сопоставлена семанти-
ческая связь r1 (элементарная конфигурация
c1), а вершине ξ′′(α) ∈ D(z′′2 )\O(z′′2 ) ПСП z′′2
соответствует связь r2 (элементарная конфи-
гурация c2).

Тогда вершине (ξ′′1 )−1(α) ∈ D(z′1)\O(z′1)

соответствует r1 или r−1
1 (вершине (ξ′′1 )−1(α) ∈

O(z′1) соответствует элементарная конфигу-
рация c2). Поскольку ξ′ это трассирование z′1
в z′2, то

ξ′(ξ′′1 )−1(α) ∈ D(z′2)\O(z′2)

(ξ′(ξ′′1 )−1(α) ∈ O(z′2)).

Пусть τ1 и τ2 — семантические связи (эле-
ментарные конфигурации), соответствующие
вершинам (ξ′′1 )−1(α) в z′1 и ξ′(ξ′′1 )−1(α) в z′2.

Поскольку для трассирования ξ′ выполне-
ны условия прослеживания z′1 6 z′2, то спра-
ведливо соотношение

τ1 ρ1 τ2 (τ1 ρ0 τ2).

Инверсия ξ′′2 переводит ξ′(ξ′′1 )−1(α) ∈
D(z′2)\O(z′2) в ξ′′2ξ

′(ξ′′1 )−1(α) ∈ D(z′′2 )\O(z′′2 ),
которой соответствует семантическая связь
r2, совпадающая или обратная к связи τ2, со-
поставленной вершине ξ′(ξ′′1 )−1(α) ПСП z′2. По
определению ξ′′1 первая или вторая ситуация
имеет место тогда и только тогда, когда r1

совпадает или является обратной к связи, со-
поставленной вершине (ξ′′1 )−1(α) ПСП z′1. По-
этому справедливо отношение r1 ρ1 r2.

Инверсия ξ′′2 переводит ξ′(ξ′′1 )−1(α) ∈ O(z′2)
в ξ′′2ξ′(ξ′′1 )−1(α) ∈ O(z′′2 ), которой соответству-
ет элементарная конфигурация τ2. Следова-
тельно, c1 = τ1 и c2 = τ2, что означает спра-
ведливость отношения c1 ρ0 c2 .

Теорема доказана.
Следствия
1. Если для z′1 ∈ ∆(z1), z′2 ∈ ∆(z2)(z′1 6 z′2),

то

∀z′′1 ∈ ∆(z1)∃z′′2 ∈ ∆(z2)(z′′1 6 z′′2 ).
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2. Если для z′1 ∈ ∆(z1), z′2 ∈ ∆(z2)(z′1 6w z
′
2),

то

∀z′′2 ∈ ∆(z2)∃z′′1 ∈ ∆(z1)(z′′1 6w z
′′
2 ).

3. Если для z′1 ∈ ∆(z1), z′2 ∈ ∆(z2)(z′1 6w z
′
2),

то

∀z′′1 ∈ ∆(z1)∃z′′2 ∈ ∆(z2)(z′′1 6w z
′′
2 ).

Теорема 2. Если z1 ⊆w z и z2 ⊆w z,
где z — неэлементарная конфигурация, то
z1 ⊕ z2 ⊆w z.

Доказательство. Пусть ξ1 : I → I и
ξ2 : I → I — трассирования z′1 ∈ ∆(z1) в
z′ ∈ ∆(z) и z′2 ∈ ∆(z2) в z′′ ∈ ∆(z), для ко-
торых выполняются условия прослеживания
z′1 6w z

′ и z′2 6w z
′′. Обозначим инверсии кон-

фигурации z в z′ и z′′, как ξ′ и ξ′′.
Возможен один из случаев:
1) ((ξ′)−1ξ1(Λ) 6⊂ (ξ′′)−1)ξ2(Λ)) &

& ((ξ′′)−1ξ2(Λ) 6⊂ (ξ′)−1ξ1(Λ));
2) (ξ′)−1ξ1(Λ) = (ξ′′)−1ξ2(Λ);
3) (ξ′)−1ξ1(Λ) ⊂ (ξ′′)−1ξ2(Λ);
4) (ξ′′)−1ξ2(Λ) ⊂ (ξ′)−1ξ1(Λ).
a. Условия первого случая означают, что

для α = (ξ′)−1ξ1(Λ) и β = (ξ′′)−1ξ2(Λ) спра-
ведливы соотношения:

Iα ∩ Iβ = ∅, z1 ⊆w (z)α и z2 ⊆w (z)β.

Поэтому инверсии ξ′ и ξ′′ могут изме-
нять порядок потомков только для вершин из
(Iα ∪ Iβ)∩D(z). Пусть γ — самое длинное об-
щее начало слов α и β. Тогда α = γσω или
α = γσω, где σ ∈ {0, 1}.

Определим инверсию ξ0 конфигурации z в
конфигурацию z0 с помощью следующих пра-
вил:
ξ0(Λ) = Λ,

∀εσ ∈ D(z), σ ∈ {0, 1}(ξ0(εσ) =

=



εσ, ε = γ & α = γ0ω,

εσ, ε = γ & α = γ1ω,

ξ0(γδ)π, εσ = γδπ &

& δ ∈ {0, 1} &

& (εσ ⊆ α ∨ εσ ⊆ β),

ξ0(α)π, εσ = αυ &

& ξ′(εσ) = π′π & |υ| = |π| ,
ξ0(β)π, εσ = βυ &

& ξ′′(εσ) = π′π & |υ| = |π| ,
εσ, в остальных случаях.

(2.2)

Тогда z1⊕z2 ⊆w z, поскольку для z1⊕z2 суще-
ствует трассирование ξ конфигурации z′1 ⊕ z′2
в z0 ∈ ∆(z), задаваемое соотношениями

ξ(ε) =


γ, ε = Λ,

ξ0(α)ξ1(η), ε = 0η,

ξ0(β)ξ2(η), ε = 1η,

для которого выполняется условие вложения
z1 ⊕ z2 ⊆w z.

b. Рассмотрим случай, когда (ξ′)−1ξ1(Λ) =
= (ξ′′)−1ξ2(Λ) = α. Согласно следствию 2
теоремы 1 существует такая конфигурация
z′′2 ∈ ∆(z2) и w-трассирования ξ′2 конфигу-
рации z′′2 в z′, что выполнены условия w-
прослеживания z′′2 в z′.

Определим отображение ξ с помощью со-
отношений

ξ(β) =


ξ′(α), β ∈ {Λ, 0, 1},
ξ1(γ), β = 0γ,

ξ′2(γ), β = 1γ,

β, в остальных случаях.

Покажем, что ξ является w-трассированием
конфигурации z0 = (z′1⊕ z′′2 ) ∈ ∆(z1⊕ z2) в z′.

Проверим справедливость условия (1.1).
По определению ξ, если α = σβ ∈ D(z′1 ⊕ z′′2 ),
где σ ∈ {0, 1}, то имеет место один из случаев:

ξ(α) = ξ1(β) или ξ(α) = ξ′2(β).

Если α = 0β(α = 1β), то ξ(α) = ξ1(β)
(ξ(α) = ξ′2(β)). Поэтому

α ∈ O(z′1⊕z′′2 )↔ ξ1(β) ∈ O(z′)↔ ξ(α) ∈ O(z′)

(α ∈ O(z′1⊕z′′2 )↔ ξ′2(β) ∈ O(z′)↔ ξ(α) ∈ O(z′))

и, следовательно, справедливо соотношение

∀α ∈ D(z′1⊕z′′2 )(α ∈ D(z′1⊕z′′2 )\O(z′1⊕z′′2 )↔
↔ ξ(α) ∈ D(z′)\O(z′)).

Проверим условие (1.2). Пусть
ξ(α) ⊂ ξ(ασ), где ασ ∈ D(z0) и σ ∈ {0, 1}.

Возможен один из двух случаев:
1. ξ(α) = ξ1(α) & ξ(ασ) = ξ1(ασ), а зна-

чит, ξ(α)σ = ξ1(α)σ ⊆ ξ1(ασ) = ξ(ασ).
2. ξ(α) = ξ′2(α) & ξ(ασ) = ξ′2(ασ), поэтому

ξ(α)σ = ξ′2(α)σ ⊆ ξ′2(ασ) = ξ(ασ).
Следовательно, ξ является w-трассирова-

нием.
Проверим, что для w-трассирования

ξ выполняется условие прослеживания
(z′1 ⊕ z′′2 ) 6w z′. Пусть α = Λ. Поскольку
[z′1⊕z′′2 ]Λ является минимальной в отношении
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ρ1 семантической связью [1], то справедливо
соотношение

[z′1 ⊕ z′′2 ]Λ ρ1 [z′]ξ(α).

Пусть α = 0β (α = 1β). Если
α ∈ D(z′1 ⊕ z′′2 ), то [z′1 ⊕ z′′2 ]α = [z′1]β и
ξ(α) = ξ1(β)([z′1 ⊕ z′′2 ]α = [z′′2 ]β и ξ(α) = ξ′2(β)).

Отсюда следует справедливость утвер-
ждений

α ∈ D(z′1⊕z′′2 )\O(z′1⊕z′′2 )→ [z′1⊕z′′2 ]α ρ1 [z′]ξ(α),

α ∈ O(z′1 ⊕ z′′2 )→ [z′1 ⊕ z′′2 ]α ρ0 [z′]ξ(α).

c. Рассмотрим третий случай. Пусть для
α = (ξ′)−1ξ1(Λ) и β = (ξ′′)−1ξ2(Λ) имеет ме-
сто включение α ⊂ β. Из следствия 2 тео-
ремы 1 следует существование конфигура-
ции z′′2 и w-трассирования ξ′2 конфигурации
z′′2 в z′, для которых выполнены условия w-
прослеживания z′′2 в z′.

Обозначим как ξ0 — элементарную инвер-
сию [1], осуществляющую перестановку по-
томков вершины ξ′(α) ∈ D(z′). Определим
отображение ξ′′′ с помощью соотношений

ξ′′′ =

{
ξ0ξ
′, ξ′(α)0 ⊆ ξ′(β),

ξ′, ξ′(α)1 ⊆ ξ′(β).

Отображение ξ′′′ является инверсией, преоб-
разующей z в конфигурацию z′′′ ∈ ∆(z), ко-
торая либо совпадает с конфигурацией z′, ли-
бо получается из z′ с помощью элементарной
инверсии ξ0. Отображение ξ′′2 , определяемое
как ξ0ξ

′
2 (если ξ′(α)0 ⊆ ξ′(β)) и как ξ′2 (если

ξ′(α)1 ⊆ ξ′(β)), является w-трассированием
z′′2 в z′′′, для которого выполняются условия
w−прослеживания z′′2 6w z

′′′.
Поскольку z′′′ ∈ ∆(z), то согласно след-

ствию 2 теоремы 1 найдутся такие z′′1 ∈ ∆(z1)
и w-трассирование ξ′1 конфигурации z′′1 в z′′′,
для которых ξ′1(Λ) = α и выполнено условие
w-прослеживания z′′1 6w z

′′′.
Определим отображение ξ

ξ(τ) =


ξ′(α), τ = Λ,

ξ′1(ω), τ = 0ω,

ξ0ξ
′
2(ω), τ = 1ω и ξ′(α)0 ⊆ ξ′(β),

ξ′2(ω), τ = 1ω и ξ′(α)1 ⊆ ξ′(β).

Покажем, что ξ является w-трассированием
конфигурации z′′1 ⊕ z′′2 в z′′′, для которого вы-
полнены условия w-прослеживания z′′1 ⊕ z′′2 в
z′′′.

Проверим выполнимость условий (1.1) и
(1.2).

Если τ = Λ ∈ D(z′′1 ⊕ z′′2 )\O(z′′1 ⊕ z′′2 ), то
ξ(τ) = α ∈ D(z′′′)\O(z′′′).

Для τ = 0ω справедливы утверждения

τ ∈ D(z′′1⊕z′′2 )\O(z′′1⊕z′′2 )(τ ∈ O(z′′1⊕z′′2 ))↔
↔ ξ(τ) = ξ′1(ω) ∈ D(z′′′)\O(z′′′)(ξ(τ) ∈ O(z′′′)).

Если τ = 1ω, то ξ(τ) = ξ0ξ
′
2(ω) или

ξ(τ) = ξ′2(ω). В каждом из двух последних
случаев справедливы соотношения

τ ∈ D(z′′1 ⊕ z′′2 )\O(z′′1 ⊕ z′′2 )↔
↔ ξ(τ) ∈ D(z′′′)\O(z′′′),

(τ ∈ O(z′′1 ⊕ z′′2 )↔ ξ(τ) ∈ O(z′′′)).

Следовательно, условие (1.1) выполнено.
Пусть ξ(τ) ⊂ ξ(τσ) и σ ∈ {0, 1}. Рассмот-

рим три случая: τ = Λ, τ = 0ω и τ = 1ω.
Если τ = Λ и ξ′(α)1 ⊆ ξ′(β), то σ = 1,

так как ξ(Λ) ⊂ ξ(1) и ξ(Λ) = ξ(0). Из
ξ(1) = ξ′′2 (Λ) = ξ′2(Λ) = ξ′(β) = α1γ следует
включение ξ(Λ)1 ⊆ ξ(1).

Если τ = Λ и ξ′(α)0 ⊆ ξ′(β)), то σ = 1,
так как ξ(Λ) ⊂ ξ(1) и ξ(Λ) = ξ(0). Тогда из
ξ(1) = ξ0ξ

′
2(Λ) = ξ0(α0γ) = α1γ следует, что

ξ(Λ)1 ⊆ ξ(1).
Если τ = 0ω, то ξ(0ω) = ξ′1(ω) и

ξ(0ωσ) = ξ′1(ωσ). Поэтому справедливо вклю-
чение ξ′1(ω) ⊂ ξ′1(ωσ).

Поскольку ξ′1 является w-трассированием
z′′1 в z′′′, то ξ′1(ω)σ ⊆ ξ′0(ωσ), из чего следует
включение ξ(0ω)σ ⊆ ξ(0ωσ).

Для τ = 1ω значения ξ(1ω) и ξ(1ωσ) опре-
деляются с помощью одного из двух соотно-
шений определения ξ, соответствующего од-
ному из условий

ξ′(α)1 ⊆ ξ′(β) или ξ′(α)0 ⊆ ξ′(β).

Если ξ′(α)1 ⊆ ξ′(β), то ξ(τ) = ξ′2(ω) ⊂
⊂ ξ(τσ) = ξ′2(ωσ).

Поскольку ξ′2 является w-трассирование
z′′2 в z′′′, то ξ′2(ω)σ ⊆ ξ′2(ωσ). Следовательно,
ξ(τ)σ ⊆ ξ(τσ).

Если ξ′(α)0 ⊆ ξ′(β), то

ξ(τ) = ξ0ξ
′
2(ω) ⊂ ξ(τσ) = ξ0ξ

′
2(ωσ).

Поскольку ξ0 является элементарной ин-
версией, а ξ0ξ

′
2 — w-трассированием z′′2 в

z′′′, то ξ′2(ω) ⊂ ξ′2(ωσ) и ξ′2(ω)σ ⊆ ξ′2(ωσ).
Поэтому ξ0(ξ′2(ω)σ) = ξ0(ξ′2(ω))σ и
ξ0(ξ′2(ω)σ) ⊆ ξ0ξ

′
2(ωσ), что означает истин-

ность соотношения ξ(τ)σ ⊆ ξ(τσ).
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Покажем, что для w-трассирования ξ
справедливы условия w-прослеживания кон-
фигурации z′′1 ⊕ z′′2 в z′′′. Пусть

τ ∈ O(z′′1 ⊕ z′′2 )(τ ∈ D(z′′1 ⊕ z′′2 )\O(z′′1 ⊕ z′′2 )).

Для τ = 0ω справедливы соотношения

[z′′1 ⊕ z′′2 ]τ = [z′′1 ]ω и ξ(τ) = ξ′1(ω).

Поскольку ξ′1 является w-трассированием
z′′1 в z′′′, то

[z′′1 ]ω ρ0 [z′′′]ξ(τ)([z
′′
1 ]ω ρ1 [z′′′]ξ(τ)).

Следовательно,

[z′′1 ⊕ z′′2 ]τ ρ0 [z′′′0 ]ξ(τ)([z
′′
1 ⊕ z′′2 ]τ ρ1 [z′′′]ξ(τ)).

Если τ = 1ω, то истинны соотношения

[z′′1⊕z′′2 ]τ = [z′′2 ]ω, (ξ(τ) = ξ′2(ω)∨ξ(τ) = ξ0ξ
′
2(ω)),

поэтому

[z′′1 ⊕ z′′2 ]τρ0[z′′′]ξ(τ)([z
′′
1 ⊕ z′′2 ]τ ρ1 [z′′1 ⊕ z′′2 ]ξ(τ)),

что завершает доказательство случая c.
d. Случай (ξ′′)−1ξ2(Λ) ⊂ (ξ′)−1ξ1(Λ) ана-

логичен уже рассмотренному случаю 3, а его
справедливость может быть показана с по-
мощью доказательства части c перестановкой
ролей конфигураций z1 и z2 в доказательстве
существования w-трассирования ξ конфигу-
рации z′′1 ⊕ z′′2 в z′′′, для которого выполнены
условия включения z1 ⊕ z2 ⊆w z.

Следовательно, во всех возможных слу-
чаях оказывается справедливым включение
z1 ⊕ z2 ⊆w z.

Теорема доказана.
Существуют такие конфигурации z0, z1

и z2, что z1 ⊆ z0 и z2 ⊆ z0, а включение
z1 ⊕n z2 ⊆ z0 является неверным. Следова-
тельно, утверждение теоремы 2 неверно для
трассирований и морфизмов конфигураций.

Если z′ ⊆w z′′ и z′ — неэлементарная кон-
фигурация, то z′′ также является неэлемен-
тарной. Поэтому теорема 2 неверна в случае
z1 ⊆w z, z2 ⊆w z и z является элементар-
ной конфигурацией. Если конфигурации z1 и
z2 являются элементарными, то утверждение
теоремы 2 не всегда верно.

Теорема 3. Если µ : M → M является
морфизмом, то существует такой биморфизм
µ′: M2 →M, что ∀z ∈M(µ(z) = µ′(z, z)).

3. Унифицирующие биморфизмы

Определение 11. Биморфизм µ называ-
ется унифицирующим (унификатором), если:
∀z1, z2 ∈M(µ(z1, z2) ⊆ z1 & µ(z1, z2) ⊆ z2).

Конфигурация z является общим
примером конфигураций z1 и z2, ес-
ли z ⊆ z1 и z ⊆ z2. Множество
U(z1, z2) = {z| z является общим примером
z1 и z2} — рекурсивное, так как отношение
вложения конфигураций является разреши-
мым. Множество элементарных конфигура-
ций содержит минимальный в отношении ρ0

элемент κ, представляемый в ПСП конфигу-
раций с помощью числа 0 [1, 3].

Поскольку ∀z1, z2 ∈ M(κ ∈ U(z1, z2)), то
∀z1, z2 ∈M(U(z1, z2) 6= ∅).

Следовательно, всякое множество
U(z1, z2) содержит минимальный в отноше-
нии вложения конфигураций элемент.

Конфигурация z является неэлементар-
ной, если дерево ПСП z имеет более одной
вершины. Для неэлементарных конфигура-
ций z1 и z2 множества U(z1, z2) являются бес-
конечными.

На множестве всех унификаторов µU
определим отношение предшествования 6 с
помощью соотношения

∀µ1, µ2 ∈ µU(µ1 6 µ2 ↔
↔ ∀z1, z2 ∈M(µ1(z1, z2) ⊆ µ2(z1, z2))).

Множество U(z1, z2) может не содержать
максимального в отношении ⊆ элемента, что
влечет отсутствие наибольшего унификатора
в (µU,6) [2].

Определим специальный подкласс множе-
ства унифицирующих биморфизмов, элемен-
ты которого обобщают известные методы уни-
фикации предикатов, содержащий наиболь-
ший в отношении 6 элемент. Для сравнения
конфигураций в отношении ⊆ будем рассмат-
ривать только такие изотонные отображе-
ния трассирования, которые являются тож-
дественными для вершин ПСП вкладывае-
мых конфигураций. Потребуем также, чтобы
включение z1 ⊆ z2 выполнялось тогда и толь-
ко тогда, когда z1 6 z2. Удовлетворяющие
приведенным условиям ограничения понятий
вложения и морфизма конфигураций будем
называть s — вложениями и s — морфизма-
ми.

Будем обозначать отношение s-вложения
и s-прослеживания конфигураций специаль-
ными символами ⊆s и 6s.
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Биморфизм µ : M2 → M является s-
биморфизмом, если

∀z0 ∈M(µ(z0, z) и µ(z, z0) это s-морфизмы).

Для s-вложения конфигураций справед-
ливо свойство

z1 ⊆s z2 ↔ ∀α ∈ D(z1)((z1)α ⊆s (z2)α).

Символом ∩ будем обозначать операции
образования нижних граней пар элементов из
множеств семантических зависимостей и эле-
ментарных конфигураций [3].

Определение 12. s-биморфизм µ называет-
ся простым, если для любых z1, z2 ∈ M вы-
полняются соотношения

∀α ∈ (D(z1)\O(z1)) ∩ (D(z2)\O(z2))

([µ(z1, z2)]α ρ1 [z1]α ∩ [z2]α),

∀α ∈ O(z1)∩O(z2)([µ(z1, z2)]α ρ0 [z1]α∩[z2]α),

∀α ∈ ((D(z1)\O(z1)) ∩O(z2))

([µ(z1, z2)]α = κ), (3.1)

∀α ∈ (O(z1) ∩ (D(z2)\O(z2)))

([µ(z1, z2)]α = κ).

Для всякого s-биморфизма µ справедливо
соотношение

∀z1, z2 ∈M(D(µ(z1, z2)) = D(z1) ∩D(z2)).

Каждый простой биморфизм является
унификатором.

Если µ1 — простой биморфизм,
то биморфизм µ2, определяемый как
µ2(z1, z2) = µ1(z2, z1), также является про-
стым.

Обозначим символом µSU множество
всех простых s-биморфизмов.

Определим отображение µms : M2 → M
соотношениями

∀α ∈ (D(z1)\O(z1)) ∩ (D(z2)\O(z2))

([µms(z1, z2)]α = [z1]α ∩ [z2]α),

∀α ∈ O(z1) ∩O(z2)

([µms(z1, z2)]α = [z1]α ∩ [z2]α),

∀α ∈ (D(z1)\O(z1)) ∩O(z2))

([µms(z1, z2)]α = κ),

∀α ∈ (O(z1) ∩ (D(z2))\O(z2)))

([µms(z1, z2)]α = κ).

Теорема 4. Отображение µms является
наибольшим элементом упорядоченного мно-
жества (µSU,6).

Доказательство.
1. Докажем истинность предиката

∀z1, z2 ∈M∀z ∈M(z1 6s z2 →
→ µms(z1, z) 6s µms(z2, z)).

Трассирование ξ является тождествен-
ным на D(µms(z1, z))\O(µms(z1, z)) и пере-
водит элементы O(µms(z1, z)) в элементы
O(µms(z2, z)).

Покажем, что µms(z1, z) 6s µms(z1, z)
для отображения трассирования ξ.

Если α ∈ O(µms(z1, z)), то из определе-
ния ξ следует

ξ(α) ∈ O(µms(z2, z)) &

[µms(z1, z)]α ρ0 [µms(z2, z)]ξ(α).

Последнее соотношение верно для случая
[µms(z1, z)]α = κ. Если же [µms(z1, z)]α 6= κ,
то справедливы соотношения

[z1]α ρ0 [z2]α, [µms(z1, z)]α =

= [z1]α ∩ [z]α, [µms(z2, z)]α = [z2]α ∩ [z]α.

Следовательно,

[µms(z1, z)]α ρ0 [µms(z2, z)]ξ(α).

Если α ∈ D(µms(z1, z))\O(µms(z1, z)), то
ξ(α) ∈ D(µms(z2, z))\O(µms(z2, z)). Кроме
того,

[z1]α ρ1 [z2]α, [µms(z1, z)]α = [z1]α ∩ [z]α и
[µms(z2, z)]α = [z2]α ∩ [z]α,

поэтому [µms(z1, z)]α ρ1 [µms(z2, z)]ξ(α) и

∀z1, z2 ∈M ∀z ∈M

(z1 6s z2 → µms(z1, z) 6s µms(z1, z)).

2. Истинность предиката

∀z1, z2 ∈M∀z ∈M

(z1 6s z2 → µms(z, z1) 6s µms(z, z2))



Биморфизмы конфигураций абстрактных пространств знаний 15

доказывается аналогично.
Следовательно, отображение µms являет-

ся биморфизмом.
3. Поскольку µms удовлетворяет услови-

ям (3.1), то ∀z0 ∈ M(µ(z) = µms(z, z0) и
µ′(z) = µms(z0, z) являются s-морфизмами).

Следовательно, µms(z1, z2) является
s-биморфизмом.

4. Покажем, что µms это наибольший эле-
мент в упорядоченном множестве (µSU,6).

Пусть µ ∈ µSU. Если α ∈ O(µ(z1, z2)), то
из

([µ(z1, z2)]α = κ ∨ [µ(z1, z2)]α ρ0 [z1]α ∩ [z2]α)

следует, что

∀z1, z2 ∈M∀α ∈ O

(µ(z1, z2))([µ(z1, z2)]α ρ0 [µms(z1, z2)]α).

Если же α /∈ O(µ(z1, z2)), то

[µ(z1, z2)]α ρ1 [z1]α ∩ [z2]α.

Таким образом [µ(z1, z2)]α ρ1 [µms(z1, z2)]α
и ∀µ ∈ µSU(µ 6 µms).

Теорема доказана.
Множества µU унификаторов конкрет-

ных абстрактных пространств знаний со-
держат все преобразования, осуществляющие
построение общих примеров произвольных
пар конфигураций. При этом s-биморфизмы
образуют собственный подкласс достаточно
простых отображений из µU.

В модели логических программ хорошо
изучены и применяются в конкретных прило-
жениях преобразования унификации преди-
катов. Можно определить абстрактное про-
странство знаний, конфигурации которого
представляют множество правильных запи-
сей предикатов, составленных с использова-
нием счетно-бесконечных множеств функци-

ональных и предикатных символов, обозначе-
ний переменных и констант. При этом семей-
ства предикатных и функциональных сим-
волов одинаковых размерностей также явля-
ются счетно-бесконечными. В этом простран-
стве биморфизм µms является аналогом пре-
образования унификации предикатов, выпол-
няемого с помощью алгоритма Робинсона [2].
Особенностью биморфизма µms является су-
ществование значений в случаях, когда уни-
фикация знаний, представляемых конфигура-
циями, невозможна. В этом случае µms(z1, z2)
может рассматриваться как результат процес-
са унификации по алгоритму Робинсона до
тех фрагментов предикатов, в которых про-
должение унификации невозможно.

Заключение

Предложенные в работе определения w-
трассирования и w-вложения расширяют по-
нятия трассирования и вложения конфигура-
ций. Они делают возможным изучение и ис-
пользование преобразований, основанных как
на растяжении, так и на сжатии структу-
ры знаний. Рассматривавшиеся классы би-
морфизмов унификации и прямой суммы яв-
ляются уточнениями для пространств знаний
классов преобразований согласования и инте-
грации знаний.
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