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Abstract. The work is devoted to studying the characteristics of the stress-strain state of
underground structures with multiple partitions, for example, thin deposits exposed by a system
of parallel horizontal adits.

The structure is modeled by a system of Kirchhoff plates located between a linearly elastic layer
located on top and a deformable foundation on the bottom. The latter can be modeled both by
the elastic layer and by the Winkler foundation. We consider a method for studying boundary
value problems for two deformable layers separated by a plate that has a finite number of strip
cavities, based on the application of the block element method using the integral factorization
method. The described approach allows us to reduce the boundary-value problem to a system of
integral equations.

In the work we propose a method of approximate factorization of matrix functions with two
complex variables, including polynomial ones, in respect to one of the variables with fixed real
values of the other. This method can be used to solve the systems of integral equations to which
the problems under consideration are reduced, thus finding contact stresses on supports and
sagging of adit roofs.

Keywords: deformable layers, Kirchhoff plates, block element method, system of integral equa-
tions, approximate matrix factorization.

Введение

В работах [1–3] рассматривается проблема
оценки прочностных характеристик подзем-
ных сооружений с множественными перего-
родками, например, тонких месторождений,
вскрытых системой параллельных горизон-
тальных штолен. Сооружение моделируется
системой пластин Кирхгофа между линейно-
упругим слоем, расположенным сверху, и де-
формируемым основанием — снизу. Послед-
нее может моделироваться как упругим сло-
ем, так и основанием Винклера.

Считается, что верхний и нижний дефор-
мируемые слои имеют толщины 𝐻𝑘 (𝑘 = 1, 2),
соответственно. Толщина рудного пласта —
ℎ много меньше толщины покрывающего
слоя и подложки. Координатная плоскость
𝑥1𝑂𝑥2 совмещена с общей срединной плоско-

стью пластин, моделирующих рудный пласт,
вскрытый 𝑁 протяженными штольнями, рас-
положенными параллельно 𝑂𝑥1, ось 𝑂𝑥3 пер-
пендикулярна срединной плоскости пластин.

Для исследования напряженно-деформи-
рованного состояния системы, рассматривае-
мой как сложная блочная структура, исполь-
зован метод блочного элемента [4]. В [1, 3]
описан подход, обеспечивающий сведение кра-
евой задачи для двух деформируемых слоев,
разделенных пластиной с системой 𝑁 беско-
нечных полосовых полостей, к системе инте-
гральных уравнений (СИУ) типа Фредгольма.
Последнюю предлагается решать с помощью
интегрального метода факторизации.

Основные трудности применения данного
метода связаны с выполнением факториза-
ции матриц. Алгоритмы приближенной фак-
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торизации для матриц, описаны, например,
в [5–7]. В настоящей работе рассмотрен еще
один подход, позволяющий осуществлять при-
ближенную факторизацию матриц-функций
двух комплексных переменных, в том чис-
ле полиномиальных, по одной из переменных
при фиксированных вещественных значениях
другой.

1. Определяющие уравнения для
элементов блочной структуры

Для случая статического взаимодействия
элементов блочной структуры уравнения для
смещений опор (фрагментов рудного пласта
между штольнями) примут следующий вид:

R𝑗 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u𝑗 (𝑥1, 𝑥2)−E𝑗g𝑗 (𝑥1, 𝑥2) =

= −𝜀𝑗5t𝑗 (𝑥1, 𝑥2) , (1.1)

𝑥2 ∈ Ω𝑗 , 𝑥1 ∈ 𝑅.

Здесь u𝑗 = {𝑢𝑗𝑘}, 𝑘 = 1, 3 — вектор ампли-
туд смещений срединной поверхности 𝑗-й опо-
ры; элементы матричных дифференциальных
операторов R𝑗 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) [1–3]:

𝑅𝑗
11 =

𝜕2

𝜕𝑥21
+ 𝜀𝑗1

𝜕2

𝜕𝑥22
, 𝑅𝑗

22 =
𝜕2

𝜕𝑥22
+ 𝜀𝑗1

𝜕2

𝜕𝑥21
,

𝑅𝑗
12 = 𝑅𝑗

21 = 𝜀𝑗2
𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
,

𝑅𝑗
33 = 𝜀𝑗3

(︂
𝜕4

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕4

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝜕4

𝜕𝑥42

)︂
,

𝑅𝑗
13 = 𝑅𝑗

23 = 𝑅𝑗
31 = 𝑅𝑗

32 = 0.

Здесь

𝜀𝑗1 =
1− 𝜈𝑗

2
, 𝜀𝑗2 =

1 + 𝜈𝑗
2

, 𝜀𝑗3 =
ℎ2𝑗
12
,

𝜀𝑗5 =
1− 𝜈2𝑗
𝐸𝑗ℎ𝑗

,

𝜈𝑗 — коэффициент Пуассона, 𝐸𝑗 — модуль
Юнга, 𝜌𝑗 — плотность, ℎ𝑗 — высота 𝑗-й
опоры. В (1.1) E𝑗 = diag {−𝜀𝑗5,−𝜀𝑗5, 𝜀𝑗5},
g𝑗 = {𝑔𝑗𝑘} — вектор контактных напряжений,
действующих со стороны 𝑗-й опоры на верх-
ний слой; t𝑗 = {𝑡𝑗𝑘} — на основание, 𝑘 = 1,3.

Для случая 𝑁 штолен, занимающих об-
ласти Σ𝑘 = {𝑎2𝑘 6 𝑥2 6 𝑎2𝑘+1}, 𝑘 = 1, 𝑁 ,
𝑥1 ∈ 𝑅 [1–3], число опор — 𝑁 + 1, тогда в
(1.1) 𝑗 = 1, 𝑁 + 1,

Ω1 = {−∞ < 𝑥2 6 𝑎2} ,

Ω𝑁+1 = {𝑎2𝑁+1 6 𝑥2 < +∞} ,
Ω𝑗 = {𝑎2𝑗−1 6 𝑥2 6 𝑎2𝑗} ,

𝑗 = 2, 𝑁.

Таким образом, можно принять 𝑎1 = −∞,
𝑎2𝑁+2 = +∞.

Граничные условия на краях пластин, мо-
делирующих пласт и опоры, при −∞ < 𝑥1 <
< +∞ задаются соотношениями

L𝑗1 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u (𝑥1, 𝑥2)|𝑥2=𝑎2𝑗−1
= b𝑗1 (𝑥1) ,

L𝑗2 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u (𝑥1, 𝑥2)|𝑥2=𝑎2𝑗
= b𝑗2 (𝑥1) .

Через L𝑗𝑙 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) здесь обозначены диффе-
ренциальные операторы, вид которых, как
и функций b𝑗𝑙 (𝑥1) (𝑙 = 1,2), определяются
типом крепи (для капитальных, подготови-
тельных, очистных выработок и пр.). В рабо-
тах [8,9] описаны различные варианты геомет-
рических и статических граничных условий
для пластин.

В работах [1, 2] исследован случай воздей-
ствия вертикальных сил, в том числе веса
верхнего упругого слоя, на перегородки што-
лен. В [3] рассмотрена задача при учете толь-
ко касательных напряжений в зонах контакта
опор с покрывающим слоем и подложкой. В
качестве подложки рассматривались основа-
ние Винклера [1, 2], и однородный упругий
слой [3]. В обоих случаях перемещения в обла-
стях контакта перегородок с верхним упругим
слоем, имеющим свободную от напряжений
верхнюю границу, описываются соотношени-
ем

u+ (𝑥1, 𝑥2) = (1− 𝜈)𝐻1𝜇
−1×

×
+∞∫︁

−∞

+∞∫︁

−∞

k (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× (g (𝜉1, 𝜉2)− q0) d𝜉1 d𝜉2, (1.2)

k (𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2

+∞∫︁

−∞

+∞∫︁

−∞

K (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝛼1 d𝛼2,

𝑙 = 1, 2,

где 𝜈, 𝜇 — соответственно коэффициент Пуас-
сона и модуль сдвига верхнего упругого слоя,
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Об одном обобщенном подходе в проблеме оценки прочности подземных сооружений. . .

q0 = {0,0, 𝜌𝑔𝐻1}, так как сделано допуще-
ние о том, что покрывающий месторождение
упругий слой со свободной от напряжений
верхней границей и плотностью 𝜌 оказывает
на пласт воздействие (𝑔 — ускорение свобод-
ного падения) перпендикулярно его средин-
ной плоскости. Возникающие при этом ка-
сательные напряжения считаются настолько
малыми, что ими можно пренебречь.

Напряжения t (𝑥1, 𝑥2) и перемещения
u (𝑥1, 𝑥2) верхней границы основания Вин-
клера с коэффициентом постели 𝑘 связаны
соотношением

u− (𝑥1, 𝑥2) = (1− 𝜈)𝐻2𝜇
−1𝑘t (𝑥1, 𝑥2) .

Для модели основания в виде упругого слоя
в предположении одинаковых механических
свойств покрывающего и подстилающего сло-
ев будем иметь

u− (𝑥1, 𝑥2) = (1− 𝜈)𝐻2𝜇
−1×

×
+∞∫︁

−∞

+∞∫︁

−∞

k (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× t (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2. (1.3)

Последнее соотношение можно переписать
для Фурье-образов напряжений и перемеще-
ний в виде

U− (𝛼1, 𝛼2) = (1− 𝜈)𝐻2𝜇
−1×

×K (𝛼1, 𝛼2)
𝑁+1∑︁

𝑗=1

T𝑗 (𝛼1, 𝛼2) ,

где

U = 𝑉2 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗)u, T𝑗 = 𝑉2 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗) t𝑗 ,

𝑉2 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗) — двумерное преобразование Фу-
рье:

𝑉2 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗)u =

+∞∫︁

−∞

u (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥1d𝑥2,

T𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

𝑎2𝑗∫︁

𝑎2𝑗−1

t𝑗 (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥1d𝑥2.

2. Построение системы интегральных
уравнений

Для решения краевой задачи использо-
ван хорошо зарекомендовавший себя метод
блочного элемента, основанный на фактори-
зационных подходах. Следуя алгоритму мето-
да [4], для 𝑗-й опоры приходим к следующим
функциональным уравнениям [1,2]:

U𝑗 = R−1
𝑗 (−i𝛼1𝑗 ,−i𝛼2𝑗)×

×

⎧
⎪⎨
⎪⎩

∫︁

𝜕Ω𝑗

𝜔𝑗 +EG𝑗 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗)− 𝜀𝑗5T𝑗 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗)

⎫
⎪⎬
⎪⎭
,

(2.1)

𝜕Ω𝑗 = {𝑥2 = 𝑎2𝑗−1,−∞ < 𝑥1 < +∞}∪
∪ {𝑥2 = 𝑎2𝑗 ,−∞ < 𝑥1 < +∞} ,

где

U𝑗 = 𝑉2 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗)u𝑗 , G𝑗 = 𝑉2 (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗)g𝑗 ,

так

U𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

𝑎2𝑗+1∫︁

𝑎2𝑗

u𝑗 (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥1 d𝑥2,

G𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

𝑎2𝑗∫︁

𝑎2𝑗−1

g𝑗 (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥1 d𝑥2.

В локальной системе координат компоненты
вектора внешней формы имеют вид

𝜔1𝑗 = exp (i (𝛼𝑗 ,x𝑗))×

×
{︂
−
(︂
𝜀𝑗1

𝜕𝑢1𝑗
𝜕𝑥2𝑗

+ 𝜀𝑗2
𝜕𝑢2𝑗
𝜕𝑥1𝑗

− i𝜀𝑗1𝛼2𝑗𝑢1𝑗

)︂
d𝑥1𝑗+

+

(︂
𝜕𝑢1𝑗
𝜕𝑥1𝑗

− i𝛼1𝑗𝑢1𝑗 − i𝜀𝑗𝑗𝛼𝑗2𝑢2𝑗

)︂
d𝑥2𝑗

}︂
;

𝜔2𝑗 = exp (i (𝛼𝑗 ,x𝑗))×

×
{︂
−
(︂
𝜀𝑗2

𝜕𝑢1𝑗
𝜕𝑥1𝑗

+
𝜕𝑢2𝑗
𝜕𝑥2𝑗

− i𝛼2𝑗𝑢2𝑗

)︂
d𝑥1𝑗+

+

(︂
𝜀𝑗1

𝜕𝑢2𝑗
𝜕𝑥1𝑗

− i𝜀𝑗1𝛼1𝑗𝑢2𝑗 − 𝑖𝜀𝑗2𝛼2𝑗𝑢1𝑗

)︂
d𝑥2𝑗

}︂
;
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𝜔3𝑗 = exp (i (𝛼𝑗 ,x𝑗))×

×
{︂
−
[︂
𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥32𝑗

− i𝛼2
𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥22𝑗

− 𝛼2
2

𝜕𝑢3𝑗
𝜕𝑥2𝑗

+ i𝛼3
2𝑢3𝑗+

+ 2
𝜕3𝑢3𝑗

𝜕𝑥21𝑗𝜕𝑥2𝑗
− 2i𝛼2

𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥21𝑗

]︂
d𝑥1𝑗+

+

[︂
𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥31𝑗

−i𝛼1𝑗
𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥21𝑗

−𝛼2
1𝑗

𝜕𝑢3𝑗
𝜕𝑥1𝑗

+i𝛼3
1𝑗𝑢3𝑗

]︂
d𝑥2𝑗

}︂
,

(𝛼𝑗 ,x𝑗) = 𝛼1𝑗𝑥1𝑗 + 𝛼2𝑗𝑥2𝑗 .

По схеме метода блочного элемента [5], вы-
числив формы-вычеты Лере, для прямоли-
нейных границ приходим к алгебраическим
уравнениям, после решения которых из со-
отношений (2.1) и (1.2), (1.3) можно полу-
чить систему интегральных уравнений, кото-
рая для объединенных векторов напряжений
q𝑙 = {g𝑙, t𝑙} имеет вид [3]

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

k1 (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

×
𝑁+1∑︁

𝑗=1

q𝑗 (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 =

=
𝑁+1∑︁

𝑗=1

f𝑗 (𝑥1, 𝑥2) +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜑𝑘 (𝑥1, 𝑥2), (2.2)

где матрица-символ ядра СИУ имеет размер-
ность 9×9, q𝑗 (𝑥1, 𝑥2) и f𝑗 (𝑥1, 𝑥2) имеют но-
сители в областях 𝑎2𝑗−1 6 𝑥2 6 𝑎2𝑗 , |𝑥1| 6 ∞,
𝑗 = 1, 𝑁 + 1, а 𝜑𝑗 (𝑥1, 𝑥2), описывающие неиз-
вестные векторы перемещений полов и потол-
ков штолен, — в областях 𝑎2𝑗 6 𝑥2 6 𝑎2𝑗+1,
|𝑥1| 6 ∞, 𝑗 = 1, 𝑁 .

Для ее исследования и решения (2.2) при-
меним метод факторизации, разработанный
в [5, 6].

3. Факторизации матриц-функций

Для приближенной факторизации
матриц-функций предлагаются различные
алгоритмы, позволяющие выявлять те или
иные свойства решений исследуемых задач.

Рассмотрим один метод факторизации ме-
роморфных матриц-функций, который отли-
чается от представленного в [5, 6] тем, что
позволяет факторизовать также полиноми-
альные матрицы. Он может быть использо-
ван, в том числе для факторизации коэффи-
циентов систем функциональных уравнений,

получаемых при решении СИУ описанных
выше задач.

В общем случае факторизация матриц-
функций в виде произведения некоммутатив-
на, рассмотрим левостороннюю факториза-
цию.

Пусть в пространстве двух комплекс-
ных переменных 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 2, необходимо
факторизовать по переменной 𝛼2 мероморф-
ную матрицу-функцию P (𝛼1, 𝛼2) размерно-
сти 𝑀 ×𝑀 относительно некоторой замкну-
той кривой Γ2, разделяющей односвязные об-
ласти 𝜆+ и 𝜆−. При этом элементы ее рас-
сматриваются как функции переменной 𝛼2

при фиксированных вещественных значениях
𝛼1. Известно, что для случая мероморфной

P (𝛼2) =
1

𝑔 (𝛼2)
K (𝛼2)

нужно факторизовать общий знаменатель
всех элементов матрицы (целую функцию) 𝑔 —
многочлен, факторизуемый в виде 𝑔 (𝛼2) =
= 𝑔+ (𝛼2) 𝑔− (𝛼2), а также матрицу-функцию
K (𝛼1, 𝛼2), элементы которой — целые функ-
ции. Для последней необходимо получить
представление

K (𝛼2) = K+ (𝛼2)K− (𝛼2) . (3.1)

В представлении (3.1) матрица-функция
K+ (𝛼2) должна быть неособенной с регуляр-
ными в 𝜆+ элементами. В 𝜆− такими же свой-
ствами должна обладать матрица K− (𝛼2).
Помимо этого, в своих областях регулярно-
сти на бесконечности полученные элементы
K+ (𝛼2) и K− (𝛼2) должны обладать опре-
деленным асимптотическим поведением. По-
следнее определяется требованиями задачи.

Предположим, что элементы факторизу-
емой матрицы-функции 𝑘𝑝𝑚 (𝛼2) являются
полиномами порядка 2𝑁

𝑘𝑝𝑚 = 𝑎0,𝑝𝑚 + 𝑎1,𝑝𝑚𝛼2 + . . .+ 𝑎2𝑁,𝑝𝑚𝛼
2𝑁
2 ,

detK (𝛼2) = 𝐾 (𝛼2) — полином порядка
2𝑁𝑀 .

Число нулей 𝐾 (𝛼2) в 𝜆+ будем полагать
равным числу нулей в 𝜆−. Будем обозначать
𝑧+𝑛 и 𝑧−𝑛 нули, принадлежащие 𝜆+ и 𝜆− соот-
ветственно.

Произведем обращение матрицы

K−1 (𝛼2) =
1

𝐾 (𝛼2)
G (𝛼2) ,

G (𝛼2) = ‖𝑔𝑖𝑗‖𝑀𝑖,𝑗=1 ,
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где 𝑔𝑖𝑗 как алгебраические дополнения 𝑘𝑗𝑖
являются минорами порядка 𝑀 − 1. Тогда
элементы матрицы K−1 (𝛼2) — полиномы по-
рядка 2𝑁 (𝑀 − 1), и ее определитель можно
представить в виде

detK−1 (𝛼2) =
1

𝐾 (𝛼2)
=

1

𝐾𝑀 (𝛼2)
detG (𝛼2) ,

т.е. detG = 𝐾𝑀−1 (𝛼). Следовательно, при
𝛼2 = 𝑧±𝑛 (в нулях определителя) ранг матри-
цы G равен 𝑀 − (𝑀 − 1) = 1. Иначе говоря,
все строки G линейно зависимы.

При проведении левосторонней фактори-
зации K (3.1), очевидно, что

K−1 (𝛼2) = K−1
− (𝛼2)K

−1
+ (𝛼2)

или

K− (𝛼2)K
−1 (𝛼2) = K−1

+ (𝛼2) . (3.2)

Представим 𝐾 (𝛼2) = 𝐾+ (𝛼2)𝐾
− (𝛼2). Здесь

𝐾+ (𝛼2) =
𝑀𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧−𝑘

)︀
,

𝐾− (𝛼2) =
𝑀𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧+𝑘

)︀
.

Для матрицы K− (𝛼2) =
⃦⃦
⃦𝑘−𝑖𝑗 (𝛼2)

⃦⃦
⃦
𝑀

𝑖,𝑗=1
эле-

менты ищутся в виде полиномов 𝑁 -й степени

𝑘−𝑝𝑚 = 𝑎−0,𝑝𝑚 + 𝑎−1,𝑝𝑚𝛼2 + . . .+ 𝑎−𝑁,𝑝𝑚𝛼
𝑁
2 =

=

𝑁∑︁

𝑗=0

𝑎−𝑗,𝑝𝑚𝛼
𝑗
2.

Необходимо построить 𝑀2 полиномов, каж-
дый из которых имеет 𝑁 + 1 неизвестный
коэффициент, т.е. требуется определить всего
𝑀2 (𝑁 + 1) неизвестных.

Из соотношения (3.2)

K− (𝛼2)K
−1 (𝛼2) =

1

𝐾 (𝛼2)
K− (𝛼2)G (𝛼2) ,

тогда

K−1
+ (𝛼2) =

=
1

𝐾 (𝛼2)

⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑘−𝑖𝑚 (𝛼2) 𝑔𝑚𝑗 (𝛼2)

⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑀

𝑖,𝑗=1

. (3.3)

В то же время, K+ (𝛼2) =
⃦⃦
⃦𝑘+𝑖𝑗 (𝛼2)

⃦⃦
⃦
𝑀

𝑖,𝑗=1
, сле-

довательно,

K−1
+ (𝛼2) =

1

𝐾+ (𝛼2)

⃦⃦
⃦𝑔+𝑖𝑗 (𝛼2)

⃦⃦
⃦
𝑀

𝑖,𝑗=1
, (3.4)

где 𝑔+
𝑖𝑗

– алгебраические дополнения элемен-
тов 𝑘+𝑗𝑖.

Таким образом, из (3.3), (3.4) получим

𝑀∑︀
𝑚=1

𝑘−𝑖𝑚 (𝛼2) 𝑔𝑚𝑗 (𝛼2)

𝑀𝑁∏︀
𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧−𝑘

)︀ (︀
𝛼2 − 𝑧+𝑘

)︀ =
𝑔+𝑖𝑗 (𝛼2)

𝑀𝑁∏︀
𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧−𝑘

)︀ ,

𝑖, 𝑗 = 1,𝑀.

Нетрудно заметить, что в левой части послед-
него равенства стоит функция, имеющая по-
люса в точках 𝑧+𝑘 и 𝑧−𝑘 , а в правой — только в
точках 𝑧−𝑘 . Значит, числитель выражения сле-
ва, должен обращаться в нуль при 𝛼2 → 𝑧+𝑘 .
Из этого следует, что

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑘−𝑖𝑚
(︀
𝑧+𝑘
)︀
𝑔𝑚𝑗

(︀
𝑧+𝑘
)︀
= 0, (3.5)

𝑖, 𝑗 = 1,𝑀, 𝑘 = 1,𝑀𝑁.

Количество уравнений в (3.5) не больше
𝑀3𝑁 , но, учитывая, что rangG

(︀
𝑧+𝑘
)︀
= 1, до-

статочно взять в (3.5) некоторое 𝑗 = 𝑗1 —
фиксированное число, отвечающее столбцу с
наиболее простыми элементами. В результате
(3.5) содержит 𝑀2𝑁 уравнений с 𝑀2 (𝑁 + 1)
неизвестными.

Выделяя диагональные элементы 𝑘−𝑖𝑖 (𝛼2)
и понижая степень недиагональных полино-
мов [6], можно доопределить 𝑀2 неизвестных
для 𝑘−𝑖𝑚 (𝛼2). Пусть

𝑎−𝑁 , 𝑖𝑚 (𝛼) =

{︂
1, 𝑖 = 𝑚;

0, 𝑖 ̸= 𝑚,
(3.6)

𝑖,𝑚 = 1,𝑀.

Будем иметь систему для 𝑀2𝑁 уравнений с
𝑀2𝑁 неизвестными

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑁∑︁

𝑙=0

𝑎−𝑙,𝑖𝑚
(︀
𝑧+𝑘
)︀𝑙
𝑔𝑚𝑗1

(︀
𝑧+𝑘
)︀
= 0, (3.7)

𝑖 = 1,𝑀, 𝑘 = 1,𝑀𝑁.
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где для каждого фиксированного 𝑖 = 𝑖𝑝 при-
ходим к системе MN уравнений c MN неиз-
вестными 𝑎−𝑙,𝑖𝑝𝑚, 𝑙 = 0, 𝑁 , 𝑚 = 1,𝑀 .

Т.е. систему можно решать отдельными
группами при фиксированных 𝑖 (по строкам
в матрице K− (𝛼2)) и таких групп будет 𝑀 .

Приведенный алгоритм применим для
матриц с полиномиальными элементами лю-
бого порядка. Его применение требует нахож-
дения множества нулей определителя факто-
ризуемой матрицы-функции.

Заключение

В работе рассмотрен разработанный в
ЮНЦ и КубГУ метод исследования характе-
ристик напряженно-деформированного состо-
яния подземных сооружений с множествен-
ными перегородками, основанный на приме-
нении метода блочного элемента с использо-
ванием интегрального метода факторизации.
Предложен подход, позволяющий осуществ-
лять приближенную факторизацию матриц-
функций двух комплексных переменных, в
том числе полиномиальных, по одной из пе-
ременных при фиксированных вещественных
значениях другой. Данный подход может
быть использован при решении систем ин-
тегральных уравнений, к которым приводят-
ся рассматриваемые задачи, для нахождения
контактных напряжений на опорах и отвиса-
ний кровли штолен.
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