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УРОВНИ ЭНЕРГИИ И ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ ОТРИЦАТЕЛЬНО
ЗАРЯЖЕННОГО ТРИОНА, ЗАХВАЧЕННОГО КВАНТОВОЙ
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Abstract. The article considers a system of three quasiparticles of electron-hole plasma of
semiconductors localized in the vicinity of a quantum dot in a two-dimensional heterostructure -
a negatively charged trion. Neutral quantum dot is described by an oscillator potential. As an
additional factor, the magnetic field is taken into account that influences on the semiconductor
heterostructure, the intensity vector of which is perpendicular to the hetero layer. The Hamiltonian
is drawn up to describe the trion including Coulomb interaction between electrons and a hole
which are considered as perturbation in the offered approach. The Hartree-Fock approximation is
used to calculate the matrix elements of the Coulomb interaction potential of quasiparticles. The
correction to the energy of the ground state of trion is calculated when the electrons included in
its composition are in the singlet or triplet state. The method for calculating the bonding energy
for the excited state of the trion is specified. It is noted that the approach developed in this article
is not applicable for charged quantum dots and, in particular, for impurity ions.

Keywords: electron, hole, quantum dot, oscillator potential, Coulomb interaction, perturbation
theory, Hartree-Fock method.

Одной из актуальных проблем современ-
ной физики полупроводников является иссле-
дование связанных состояний электронов и
дырок, как в объемных полупроводниках, так
и в гетероструктурах. Стабильность делока-
лизованных состояний достаточно мала из-
за малой энергии связи электронов и дырок.
Поэтому, подобные исследования проводятся
для связанных состояний квазичастиц, лока-
лизованных вблизи точечных дефектов, та-
ких как вакансии кристаллической решетки,
примесные ионы, квантовые точки. Так в ра-
ботах [1, 2] исследовались электроны, дырки
и связанные состояния электронов и дырок
(экситоны) в полупроводниковых структурах,
содержащих квантовые точки. Структура эк-
ситонов изучена достаточно подробно как в
молекулярных, так и в полупроводниковых
кристаллах [3]. В частности, к настоящему
времени рассчитан спектр уровней энергии

экситона [4]. Однако для более сложных об-
разований, состоящих из электронов и дырок,
имеется гораздо меньше сведений. Простей-
шие связанные состояния трех квазичастиц
(трион), содержащие два электрона и дырку
или электрон и две дырки, являются весьма
нестабильными из-за отсутствия электроней-
тральности, что затрудняет их обнаружение.
Расчёт спектра энергии триона может быть
проведен теми же методами, что и расчёт от-
рицательно заряженного иона водорода с той
лишь разницей, что массы электронов и ды-
рок сопоставимы по величине, в то время как
в атоме водорода положительно заряженное
ядро можно считать неподвижным. В связи с
этим возникает задача вычисления волновой
функции и уровней энергии положительно
и отрицательно заряженного трионов. В ра-
боте [5] была предпринята попытка выбора
волновой функции [6–8] электронов и дыр-
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ки для отрицательно заряженного триона в
приближении Хартри [9].

Настоящая статья является продолжени-
ем этой работы. В вышеуказанной работе на
основании предложенного в ней гамильтониа-
на, включающего потенциалы осцилляторной
ямы, моделирующей квантовую точку, и ку-
лоновские потенциалы взаимодействия ква-
зичастиц друг с другом, была выбрана проб-
ная волновая функция в приближении Харт-
ри. Такое приближение является вполне кор-
ректным, однако его точность меньше, чем
в приближении Хартри–Фока, которое учи-
тывает обменное взаимодействие между тож-
дественными частицами. Для отрицательно
заряженного триона такими частицами явля-
ются электроны, поэтому волновая функция
триона, как трехчастичной системы, долж-
на быть симметризована либо антисиммет-
ризована по координатам электронов. Выбор
симметричной или антисеммитричной комби-
нации волновой функции двухэлектронной
системы производится в зависимости от её
спинового состояния. Система двух электро-
нов может находиться либо в синглетном со-
стоянии с суммарным спином равным нулю,
либо в триплетном состоянии с суммарным
спином равным единице. Синглетное состо-
яние (S) антисимметрично по отношению к
спиновым переменным, поэтому координат-
ная часть волновой функции системы двух
электронов должна быть симметричной

𝜓𝑆 (r1, r2) =

=
1√
2
(𝜓1 (r1)𝜓2 (r2) + 𝜓1 (r2)𝜓2 (r1)) , (1)

где r1, r2 — радиус векторы точек, в которых
находятся первый и второй электроны, номе-
ра электронов обозначены индексами у вол-
новых функций. В частности, волновая функ-
ция 𝜓1 (r1)) соответствует первому электрону,
находящемуся в точке с радиус-вектором r1;
индекс «S» у двухэлектронойволновой функ-
ции 𝜓1 (r1, r2) обозначает их синглетное со-
стояние. Аналогично, триплетное состояние
(T) симметрично по спиновым переменным,
поэтому волновая функция должна быть ан-
тисимметричной

𝜓𝑇 (r1, r2) =

=
1√
2
(𝜓1 (r1)𝜓2 (r2)− 𝜓1 (r2)𝜓2 (r1)) . (2)

Как и в работе [5], будем считать, что ква-
зичастицы, составляющие трион, находятся в
постоянном магнитном поле, тогда гамильто-
ниан отрицательно заряженного триона мож-
но записать в виде.
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где через p1, p2, p3 обозначены импульсы
электронов и дырки соответственно; эффек-
тивные массы квазичастиц обозначены через
𝑚*

𝑒, 𝑚*
ℎ для электронов и дырки соответствен-

но.
Частота колебаний квазичастиц в осцил-

ляторном потенциале квантовой точки обо-
значена через 𝜔0. При этом будем считать,
что она одинакова как для электронов, так
и для дырки. Циклотронная частота враще-
ния квазичастиц в магнитном поле обозна-
чена через 𝜔𝑐. Проекция углового момента
квазичастиц на ось z — 𝐿𝑧, при использова-
нии полярных координат 𝐿𝑧 = −𝑖} 𝜕

𝜕𝜙 , где
} постоянная Планка, 𝜙 — полярный угол.
Буквой 𝑔* обозначен эффективный 𝑔-фактор,
обычная масса электрона обозначена через
𝑚𝑒. Компонента оператора спина 𝑆𝑧 записана
следующим образом

𝑆𝑧 =
}
2
𝜎𝑧

где 𝜎𝑧 — матрица Паули, 𝑒 — фундаменталь-
ный заряд, r𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 — радиус-векторы
электронов и дырки соответственно, 𝑟𝑖 — дли-
ны этих векторов.

Анализ связанного состояния двух элек-
тронов и дырки, захваченных квантовой точ-
кой, ограничим практически важным случа-
ем полупроводниковой гетероструктуры, в
связи с чем движения квазичастиц носят дву-
мерный характер. Рассмотрение трионов в
объемных структурах может быть проведе-
но аналогично двумерному случаю. В целях
упрощения расчётов пренебрежём в (3) слага-
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емыми, связанными с взаимодействием спи-
нов электронов и дырки с внешним магнит-
ным полем, оставив только взаимодействия
с ним заряженных квазичастиц. Поскольку
слагаемые в гамильтониане, отвечающие дви-
жению квазичастиц в осцилляторном потен-
циале и магнитном поле имеют одинаковую
структуру, введем эффективную частоту ос-
цилляции 𝜔 при помощи равенства

𝜔2
0 +

𝜔2
𝑐

4
= 𝜔2.

После такого упрощения задачи невозмущен-
ный гамильтониан 𝐻0 принимает вид
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Локализованный трион, удерживаемый ос-
цилляторным потенциалом квантовой точ-
ки, таков, что составляющие его квазичасти-
цы совершают финитные движения, которые
остаются таковыми при учете кулоновского
взаимодействия между электронами и дыр-
ками. В связи с этим рассматривается это
взаимодействие как возмущение. Потенциал
взаимодействия между квазичастицами ра-
вен

𝑉𝑒𝑒ℎ (𝑟1𝑟2𝑟3) =

=
𝑒2

|r1 − r2|
− 𝑒2

|r1 − r3|
− 𝑒2

|r2 − r3|
. (5)

В дальнейшем этот потенциал будем обозна-
чать через 𝑉 = 𝑉 (𝑟1𝑟2𝑟3).

Энергия триона складывается из суммы
энергий электронов 𝐸(𝑒)

1 , 𝐸(𝑒)
2 , дырки 𝐸(ℎ)

3 и
энергии взаимодействия между ними 𝐸вз

𝐸 = 𝐸
(𝑒)
1 + 𝐸

(𝑒)
2 + 𝐸

(ℎ)
3 + 𝐸вз. (6)

Исходя из того, что кулоновское взаимодей-
ствие не меняет финитного характера дви-
жения квазичастиц, считаем энергию взаи-
модействия 𝐸вз малой по сравнению с энер-
гиями 𝐸

(𝑒)
1 , 𝐸

(𝑒)
2 𝐸

(ℎ)
3 . Энергия взаимодей-

ствия 𝐸вз вычисляется как матричный эле-
мент потенциалов взаимодействия 𝑉 (𝑟1𝑟2𝑟3),
найденный с помощью волновой функции
невозмущенной системы. Волновые функции

𝜓(r1r2r3) невозмущенной системы выбира-
ем в приближении Хартри–Фока с учетом
свойств симметрии двухэлектронной волно-
вой функции (1)–(2). Для синглетного состо-
яния волновую функцию триона выбирают в
виде

𝜓(r1, r2, r3) = 𝜓𝑆 (r1, r2)𝜓3 (r3) . (7)

Для триплетного состояния

𝜓(r1, r2, r3) = 𝜓𝑇 (r1, r2)𝜓3 (r3) , (8)

где 𝜓3 (r3) — волновая функция дырки.
Волновая функция 𝜓(r1, r2, r3) удовлетворя-
ет стационарному уравнению Шредингера
𝐻0𝜓(r1, r2, r3) = 𝐸0𝜓(r1, r2, r3). Поскольку,
гамильтониан невозмущенной системы 𝐻0

складывается из суммы гамильтонианов, опи-
сывающих каждую из квазичастиц, стацио-
нарное уравнение Шредингера распадается
на три уравнения.

Так для первого электрона стационарное
уравнение Шредингера имеет вид
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Аналогичные уравнения имеют место для вол-
новой функции 𝜓2 (r2) и энергии второго элек-
трона 𝐸(𝑒)

2 , а также для волновой функции
𝜓3 (r3) и энергии 𝐸(ℎ)

3 дырки. Явный вид опе-
ратора квадрата импульса в двумерном про-
странстве в полярных координатах
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Заметим, что

− }
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𝑙2𝑧
2𝑚*
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.

Учитывая, что оператор 𝑙2𝑧 коммутирует с
гамильтонианом

p2
1 +

𝑚*
𝑒𝜔

2𝑟21
2

,

волновую функцию одиночной квазичастицы
(первого электрона) можно выбрать в виде

𝜓1 (𝑟1) = 𝜓1 (𝑟1𝜙1) ,

где
𝜓1 (𝑟1𝜙1) = 𝑅 (𝑟1) Φ (𝜙1) .
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Через 𝑅 (𝑟1) обозначена радиальная часть
волновой функции одиночного электрона, а
через Φ(𝜙1) — угловая часть волновой функ-
ции, которая является собственной функцией
оператора 𝑙𝑧 и выбирается в нормированном
виде

Φ (𝜙1) =
1√
2𝜋
𝑒𝑖𝑚1𝜙1 (10)

Квантовое число 𝑚1, имеющее смысл в проек-
ции момента импульса электрона на 𝑂𝑧, пер-
пендикулярную гетерослою, принимает цело-
численное значение. Тогда уравнение Шре-
дингера для первого электрона примет вид

𝑅
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Уравнение Шредингера для соответствую-
щих радиальных частей волновой функции
𝜙2, 𝜙3 записывается аналогично. Решая (11),
находим волновую функцию и энергию основ-
ного состояния

𝐸
(𝑒)
1 = }𝜔(𝑛𝑟 +𝑚1 + 1),

где 𝑛𝑟 — радиальное квантовое число, прини-
мающее целочисленные значения 0, 1, 2 и т.д.
Волновая функция 𝑅 (𝑟1) выражается в виде
произведения многочлена на функцию

𝑒−
𝑟2

2𝑟20
,

где

𝑟0 =

√︃
}

𝑚*
𝑒𝜔

— константа, имеющая размерность длины. Яв-
ный вид радиальной волновой функции 𝑅 (𝑟1)
будет приведён ниже для состояний квази-
частиц с равным нулю моментом импульса
(s-состояний), поскольку основное состояние
триона складывается из основных состояний
частиц, находящихся именно в таком состоя-
нии каждая.

Волновая функция и уровни энергии для
квазичастиц 2 и 3 имеют аналогичный вид.
Для расчёта энергии взаимодействия квази-
частиц триона в основном состоянии вычис-
лим матричный элемент оператора взаимо-
действия ⟨𝜓(r1, r2, r3)|𝑉 |𝜓(r1, r2, r3)⟩.

Энергия взаимодействия складывается из
энергии взаимодействия двух электронов и
энергии взаимодействия каждого электрона с
дыркой, соответственно этому потенциальная
энергия взаимодействия 𝑉 складывается из
потенциальной энергии взаимодействия элек-
тронов между собой и потенциальной энергии
взаимодействия каждого электрона с дыркой
𝑉 = 𝑉12 + 𝑉13 + 𝑉23. Потенциальная энергия
взаимодействия двух электронов равна

𝑉12 =
𝑒2

|r1 − r2|
=

=
𝑒2√︀

𝑟21 + 𝑟22 − 2𝑟1𝑟2 cos (𝜙1 − 𝜙2)
,

где 𝜙1𝜙2 — полярные углы для первого и вто-
рого электрона соответственно, а 𝜙1 − 𝜙2 —
угол между векторами r1, r2. Разложение по-
тенциала 𝑉12 по полиномам Лежандра имеет
вид

𝑉12 =
𝑒2

𝑟>

∞∑︁

𝑛=0

𝑟𝑛<
𝑟𝑛>
𝑃𝑛 (cos (𝜙1 − 𝜙2)) , (12)

где 𝑟<, 𝑟> — меньшая или большая величина
из 𝑟1𝑟2; 𝑃𝑛 — полином Лежандра.

Далее используем формулу сложения для
полиномов Лежандра

𝑃𝑛 (cos𝜙1 cos𝜙2 + sin𝜙1 sin𝜙2) =

= 𝑃𝑛 (cos𝜙1)𝑃𝑛 (cos𝜙2)+

+ 2
∞∑︁

𝑚=1

(−1)𝑚𝑃−𝑚
𝑛 (cos𝜙1)𝑃

𝑚
𝑛 (cos𝜙2), (13)

где 𝑃𝑚
𝑛 — присоединенные полиномы Лежанд-

ра.
Для вычисления матричного элемента по-

тенциала электрон-электронного взаимодей-
ствия используем формулу (12). Угловые ча-
сти одночастичных волновых функций в s-
состояниях отвечают значениям квантовых
чисел 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚3 = 0 и они равны. При
этом предположении

Φ (𝜙1) = Φ (𝜙2) = Φ (𝜙3) =
1√
2𝜋
.

Тогда в матричный элемент потенци-
ала 𝑉12 даст вклад только слагаемое
𝑃𝑛 (cos𝜙1)𝑃𝑛 (cos𝜙2). Далее при интегриро-
вании по углам 𝜙1, 𝜙2, которое производится
при вычислении матричного элемента 𝑉12, в
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силу соотношения ортогональности полино-
мов Лежандра следует ограничится случаем
n = 0. Тогда матричный элемент

⟨𝜓(r1, r2, r3)|𝑉 |𝜓(r1, r2, r3)⟩ =
= ⟨𝜓𝑆(r1, r2)|𝑉 |𝜓𝑆(r1, r2)⟩

для синглетного состояния. Интегрирование
по координатам дырки r3 даёт единицу в си-
лу условия нормировки одночастичной волно-
вой функции 𝜓3 (r3). Для триплетного состо-
яния матричный элемент имеет аналогичную
структуру.

Поскольку волновая функция синглетно-
го состояния 𝜓𝑆(r1r2) выбирается равной (1),
вычислим матричный элемент следующего
вида

⟨𝜓1(r1)𝜓2(r2)|𝑉12|𝜓1(r1)𝜓2(r2)⟩ =

=

∫︁
𝜓*
1(r1)𝜓

*
2(r2)𝑉12(r1, r2)×

× 𝜓1(r1)𝜓2(r2)𝑑
2(r1)𝑑

2(r2), (14)

где 𝑑2(r1) = r1𝑑r1 d𝜙1, 𝑑2(r2) = r2𝑑r2 d𝜙2.
Интегрирование по углам 𝜙1𝜙2 в выра-

жении (14) опять дает единицу в силу вы-
бранной выше нормировки угловых частей
волновых функций. Следовательно, матрич-
ный элемент можно представить в виде

⟨𝑉12⟩ = 𝑒2
∞∫︁

0

𝑅2(𝑟1)

𝑟1

𝑟1∫︁

0

𝑅2(𝑟2)𝑟2 d𝑟2𝑟1 d𝑟1+

+ 𝑒2
∞∫︁

0

𝑅2 (𝑟1)

∞∫︁

𝑟2

𝑅2(𝑟2)

𝑟2
𝑟2 d𝑟2𝑟1 d𝑟1.

Первое слагаемое отвечает случаю, когда
𝑟> = 𝑟1, 𝑟< = 𝑟2, второе слагаемое — случаю,
когда 𝑟> = 𝑟2, 𝑟< = 𝑟1. Поскольку волновая
функция 𝑅(𝑟) имеет асимптотику

𝑅(𝑟) ≈ 𝑒
− 𝑟2

2𝑟20

при больших 𝑟, второе слагаемое экспоненци-
ально мало по сравнению с первым. Следова-
тельно,

⟨𝑉12⟩ = 𝑒2
∞∫︁

0

𝑅2(𝑟1)𝑟1 d𝑟1

𝑟1∫︁

0

𝑅2(𝑟2)𝑟2 d𝑟2
𝑟1

.

В интеграле по переменной 𝑟2 значение 𝑅2(𝑟2)
можно заменить на квадрат нормировочного
множителя, поскольку в области 0 6 𝑟2 6 𝑟1
значение экспоненты достаточно близко к еди-
нице (превышает 𝑒−1). Для более точного вы-
числения радиальной части матричного эле-
мента стоит использовать численные методы.

Радиальные части волновых функций пер-
вого и второго электронов 𝑅 (𝑟1) и 𝑅(𝑟2) на-
ходим, используя теорему о нулях волновой
функции системы, совершающей финитные
движения: волновая функция 𝑛-го возбуж-
денного состояния системы имеет ровно 𝑛
нулей, волновая функция основного состоя-
ния нулей не имеет. Из условия нормировки
волновой функции

∞∫︁

0

𝑅2
𝑛𝑙𝑟 d𝑟 = 1

и того, что
∞∫︁

0

𝑒
− 𝑟2

𝑟20 𝑟 d𝑟 =
1

2
𝑟20,

находим нормированную радиальную часть
волновой функции

𝑅 (𝑟) =

√
2

𝑟0
𝑒
− 𝑟2

2𝑟20 𝑟.

Итак, матричный элемент потенциала 𝑉12
равен

⟨𝜓1(r1)𝜓2(r2)|𝑉12|𝜓1(r1)𝜓2(r2)⟩ =

=

(︃√
2

𝑟0

)︃4

𝑒2
∞∫︁

0

𝑒
− 𝑟21

𝑟20
𝑟21
2𝑟1

𝑟1 d𝑟1.

Вводя переменную

𝑡 =
𝑟21
𝑟20
, 𝑟1 = 𝑟0

√
𝑡, d𝑟 =

1

2
𝑟0𝑡

− 1
2 d𝑡,

приводим выражение матричного элемента к
виду

⟨𝑉12⟩ =
1

2

4

𝑟40

1

2
𝑟30𝑒

2

∞∫︁

0

𝑒−𝑡𝑡
1
2 d𝑡.

Последний интеграл равен Γ (3/2) = 1/2
√
𝜋,

где Γ (3/2) — гамма-функция Эйлера. Окон-
чательно значение матричного элемента 𝑉12
равно

⟨𝑉12⟩ =
𝑒2

𝑟0

√
𝜋

2
. (15)
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Матричный элемент потенциала 𝑉12 для син-
глетного состояния двух электронов равен

⟨𝜓𝑆(r1, r2)|𝑉12|𝜓𝑆(r1, r2)⟩ =

=
⟨ 1√

2
𝜓1(r1)𝜓2(r2)+

+ 𝜓1(r2)𝜓2(r1)|𝑉12|
1√
2
𝜓1(r1)𝜓2(r2)+

+ 𝜓1(r2)𝜓2(r1)
⟩
.

Четыре слагаемых, возникающих при вычис-
лении этого матричного элемента одинако-
вы, поскольку индексы 1 и 2 у электронов
относятся к их спиновым состояниям (спин
первого электрона равен +}

2 а спин второго
электрона равен −}

2 или наоборот). Возника-
ющий множитель 2 компенсирует множители
1√
2
, поэтому

⟨𝜓𝑆(r1, r2)|𝑉12|𝜓𝑆(r1, r2)⟩ =
𝑒2

𝑟0

√
𝜋

2
.

Для триплетного состояния двух электро-
нов, у которого волновая функция дается
формулой (2), из-за наличия знака «−» проис-
ходит взаимная компенсация четырех слагае-
мых и соответствующий матричный элемент
⟨𝜓𝑆(r1, r2)|𝑉12|𝜓𝑆(r1, r2)⟩ = 0. В выражени-
ях (1)–(2) вторые слагаемые справа отвеча-
ют обмену квантовыми состояниями между
электронами, т.е. дают вклад обменного вза-
имодействия в матричные элементы потенци-
ала. Итак, для синглетного состояния куло-
новское и обменное взаимодействие одинако-
вы, а для триплетного — противоположны по
знаку и уничтожают друг друга. При вычис-
лении матричных элементов потенциалов 𝑉13
и 𝑉23 обменные эффекты учитывать не нуж-
но, потому что электроны и дырки являются
нетождественными квазичастицами, следова-
тельно, ⟨𝑉13⟩ = ⟨𝑉23⟩ = − 𝑒2

𝑟0

√
𝜋
2 . Константа 𝑟0

имеет разные числовые значения для элек-
трона и дырки в силу разной величины их
эффективных масс. Энергия взаимодействия
между квазичастицами в отрицательно заря-
женном ионе равна

𝐸вз =

√
𝜋

2

𝑒2

𝑟𝑒0
−√

𝜋
𝑒2

𝑟ℎ0
(16)

— для синглетного состояния;

𝐸вз = −√
𝜋
𝑒2

𝑟ℎ0
(17)

— для триплетного состояния.
Найденное значение энергии взаимодей-

ствия представляет собой поправку к энергии
основного состояния триона 𝐸 = 𝐸0+𝐸вз. Вы-
числение энергии возбужденных состояний
триона производится аналогично, при этом
необходимо учесть соответствующие члены в
разложении полинома Лежандра (13). Отме-
тим, что, если не учитывать эффект обмена
квантовыми состояниями между тождествен-
ными квазичастицами, энергия триона в син-
глетном и триплетном состояниях одинакова,
что не согласуется с известными фактами в
атомной спектроскопии.

Заключение

В настоящей работе найдена волновая
функция и энергия основного состояния для
двумерного отрицательно заряженного трио-
на, захваченного двумерным параболическим
потенциалом квантовой точки. Аналогичные
вычисления могут быть проделаны для поло-
жительно заряженного триона. Метод расче-
та волновой функции и энергии связи, пред-
ложенный в настоящей статье, может быть
обобщен на трион, захваченный трехмерным
осцилляторным потенциалом. Следует отме-
тить, что предлагаемый в данной работе ме-
тод вычисления волновой функции триона
нельзя обобщить на кулоновский потенциал
квантовой точки или примесного центра, в
частности, кулоновский потенциал заряжен-
ной вакансии, поскольку область её приме-
нимости ограничена финитным движением
квазичастиц, составляющих трион. Исследо-
вание трионов, захваченных вакансиями, рав-
но как и делокализованных трионов, требует
другого подхода.
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