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Abstract. In this paper, the 1st variation of the Willmore functional is calculated. Here the
Willmore functional is defined as

‖𝐻‖22 = 𝜎2𝜋

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑦 d𝑠

The variational problem for the function F(𝑆) is solved. Here

F(𝑆) := 𝐹 (𝑆) + 𝜇‖𝐻‖22(𝑆), 𝐹 (𝑆) = 𝜎Λ(𝑆) + 𝑙𝑝𝜎Ξ
*(𝑆)− 𝛽𝜎𝑆* + 𝜆𝜎𝑉 (𝑆) + 𝑉 (𝑆)Γ𝜌

It is proved that the extreme surface belongs to an admissible class of surfaces. We consider
surfaces that are defined by curves that are graphs of functions of a variable y that lies on an axis
perpendicular to the axis of rotation. We prove the existence of a generalized 4th order derivative
for functions that define curves that generate an extremal surface. A condition for the existence
of an equilibrium drop is derived in the model that takes into account not only the thickness of
the intermediate layer, but also the elasticity energy of this layer. This condition is defined by the
equation

𝜇·Δ𝑆𝐻 + 2𝜇 ·𝐻
(︀
𝐻2 −𝐾

)︀
+ 𝜎 (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾) = 𝜆+

1

𝜎
Γ𝜌

Here Δ𝑆 is the Laplace–Beltrami operator of the surface, 𝐾 — the Gaussian curvature and 𝐻 —
the mean curvature of it respectively.

Keywords: mean surface curvature, Gaussian surface curvature, surface tension, intermediate
layer, Willmore functional, intermediate layer elasticity, equilibrium form, Union functional of
Gaussian curvature, variational problem.

Введение

Задача отыскания равновесных форм ка-
пель является хорошо известной задаче со
времён Лапласа. Однако интерес к ней не
утрачен и в настоящее время.

Классическая теория, связанная с услови-
ем Лапласа, в современных теориях тесно свя-
зана с исследованиями обобщённых решений
уравнений типа уравнения средней кривиз-
ны [1,2]. Многие работы посвящены численно-
му анализу проблем построения равновесных
форм [3,4].

Однако в том случае, когда размеры ка-
пель достаточно малы, возникает необходи-

мость обобщения классического условия Ла-
пласа. В первую очередь это приводит к необ-
ходимости учитывать в двухфазной модели
равновесия наличие промежуточного слоя,
состоящего из молекул жидкости и газа. Кро-
ме того, это вызывает необходимость учёта
его упругих свойств. На необходимость тако-
го рода исследования было указано в работе
Максвелла [5].

Одним из методов решения задачи о рав-
новесных формах является вариационный ме-
тод.

Основным результатом данной работы яв-
ляется теорема о существовании равновесных
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форм в модели, учитывающей толщину про-
межуточного слоя и его эластичные свойства.

С этой целью к классическому функцио-
налу, приводящему к уравнению средней кри-
визны, добавляется функционал, вариация
которого определяет работу по формирова-
нию промежуточного слоя.

Кроме того, к нему добавляется функ-
ционал Уиллмора, отвечающий за упругие
свойства промежуточного слоя и определяе-
мый межмолекулярными взаимодействиями
в нём.

В последнее время появилось много ра-
бот, связанных с исследованиями последнего
функционала. Интерес к нему связан с тем,
что с его помощью исследуются различные
наноструктуры.

1. Определение класса допустимых
поверхностей

Классом I𝐻 допустимых поверхностей
называются поверхности, удовлетворяющие
условиям:

1. Образующие этих поверхностей есть
функции 𝑥1 (𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑌𝐴].

2. Естественная параметризации этих по-
верхностей задается функциями 𝑥 = 𝑥(𝑠),
𝑦 = 𝑦(𝑠). Эти функции обладают обобщённы-
ми производными второго порядка в смысле
С. Л. Соболева.

3. ‖𝐻‖22(𝑆) ограничен на ∀𝑆 ∈ I𝐻 , где

𝜎‖𝐻‖22 = 𝜎2𝜋

𝐿∫︁

0

𝐻2(𝑠)𝑦𝑦̇ d𝑠.

2. Постановка задачи
1. В классе всех поверхностей I𝐻 найти

поверхность 𝑆𝐸 такую, что

𝐹 *(𝑆𝐸) = lim
𝑛→∞

𝐹 *(𝑆𝑛).

Каплю с такой поверхностью называем рав-
новесной.

Последовательность
{︀
𝑆𝑛
}︀

удовлетворяет
условию

lim
𝑛→∞

F𝑆𝑛) = inf
{︀
F(𝑆) |𝑆 ∈ I𝐻

}︀
.

Такую последовательность называем мини-
мизирующей.

2. Из того, что первая вариация функцио-
нала 𝐹 *(𝑆) для поверхности 𝑆𝐸 равна нулю,
вычислить условие нахождения равновесной
капли

𝜇 ·Δ𝑆𝐻 + 2𝜇 ·𝐻
(︀
𝐻2 −𝐾

)︀
+

+ 𝜎 (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾) = 𝜆+
1

𝜎
Γ𝜌,

где
F(𝑆) := 𝐹 (𝑆) + 𝜇‖𝐻‖22(𝑆),

𝐹 (𝑆) = 𝜎Λ(𝑆) + 𝑙𝑝𝜎Ξ
*(𝑆)− 𝛽𝜎𝑆*+
+ 𝜆𝜎𝑉 (𝑆) + 𝑉 (𝑆)Γ𝜌.

Здесь Λ(𝑆) — функционал площади поверхно-
сти капли, 𝑆*(𝑆) — функционал площади при-
липания капли, 𝑉 (𝑆) — функционал объёма,
𝜎−1𝑉 (𝑆)Γ𝜌 — функционал поля гравитацион-
ных сил, 𝑙𝑝 — толщина промежуточного слоя
между жидкостью и газом, 𝜎 — коэффициент
поверхностного натяжения, 𝜆 — коэффици-
ент Лагранжа, 𝜇 — коэффициент упругости
промежуточного слоя, Γ — коэффициент гра-
витации, 𝜌 — плотность жидкости, Ξ(𝑆) —
функционал энергии формирования проме-
жуточного слоя, 𝐻, 𝐾 — средняя и гауссова
кривизны, соответственно.

3. Доказать, что предельная поверхность
𝑆𝐸 принадлежит классу допустимых поверх-
ностей. Для этого нужно доказать, что функ-
ции 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) параметрического задания об-
разующей предельной поверхности 𝑆𝐸 обла-
дают обобщенными производными 2-го по-
рядка.

4. Доказать, что для экстремальной по-
верхности из того, что первая вариация равна
нулю следует, что существуют 3 и 4 обобщен-
ные производные.

Ясно, что в случае, когда 𝑙𝑝𝜇 равны ну-
лю, сформулированная задача при достаточ-
но очевидном изменении класса допустимых
поверхностей совпадает с классической зада-
чей.

Лемма 1. Рассмотрим функционал Уилл-
мора 𝜎‖𝐻‖22, определенный на допустимых
поверхностях I𝐻 , обладающих обобщенными
производными 4-го порядка на [0, 𝐿]

𝜎‖𝐻‖22 = 𝜎2𝜋

𝐿∫︁

0

𝐻2(𝑠)𝑦𝑦̇ d𝑠,

тогда первая вариация функционала Уилл-
мора равна
𝛿1
(︀
𝜎‖𝐻‖22

)︀
=

= 2𝜋𝜀𝜎

𝐿∫︁

0

[︀
Δ𝑠(𝐻) + 2𝐻3 − 4𝐻𝐾

]︀
𝑦̇𝑡𝑦 d𝑠,
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Об условии существования равновесной капли в модели, учитывающей упругость. . .

где 𝐾 — Гауссова кривизна поверхности,
Δ𝑠𝐻 — оператор Лапласа–Бельтрами

Δ𝑠𝐻 = 𝐻̈ +
𝑦̇

𝑦
𝐻̇.

Доказательство. Рассмотрим поверх-
ность 𝑆𝜀 с образующей 𝑙𝜀, задаваемой гра-
фиком функции 𝑥𝜀(𝑦) = 𝑥1(𝑦) + 𝜀𝑡1(𝑦), где
𝑡1(𝑦) — финитная функция.

Параметрическая запись этой кривой бу-
дет иметь вид

𝑥𝜀 (𝑠𝜀) = 𝑥 (𝑠𝜀(𝑆)) + 𝜀𝑡 (𝑠𝜀(𝑠)) ,

𝑦𝜀 (𝑠𝜀) = 𝑦 (𝑠𝜀(𝑆)) ,

где

𝑠𝜀(𝑆) =

𝑠∫︁

0

√︁
(𝑥̇(𝜏) + 𝜀𝑡(𝜏))

2
+ 𝑦̇2 (𝜏) d𝜏,

𝑠𝜀 — новый натуральный параметр.
Легко посчитать, что

d𝑠

d𝑠𝜀(𝑆)
= 1− 𝜀𝑡(𝑠)𝑥̇(𝑆).

Вычислим вариацию 2𝐻, где

2𝐻 =
𝑥̇

𝑦
− 𝑥̇𝑦 + 𝑦̇𝑥̈. (1.1)

Тогда

2𝐻𝜀 =

[︁(︁
d𝑥𝜀

d𝑠𝜀

)︁]︁

𝑦
− [d𝑥𝜀]

d𝑠𝜀

[︁
d2𝑦𝜀

]︁

d𝑠𝜀
2 +

+
[d𝑦𝜀]

d𝑠𝜀

[︁
d2𝑥𝜀

]︁

d𝑠𝜀
2 . (1.2)

Нетрудно убедиться, что

d𝑦𝜀
d𝑠𝜀

= 𝑦̇
d𝑠

d𝑠𝜀
= (𝑦̇)

(︀
1− 𝜀𝑡(𝑠)𝑥̇(𝑆)

)︀
,

d𝑥𝜀
d𝑠𝜀

=
d(𝑥1 (𝑠𝜀(𝑆)) + 𝜀𝑡 (𝑠𝜀(𝑆)))

d𝑠
×

×
(︀
1− 𝜀𝑡(𝑠)𝑥̇(𝑆)

)︀
= 𝑥̇+ 𝜀𝑡𝑦̇2,

d2𝑦𝜀

d𝑠𝜀
2 =

d
(︀(︀
𝑦̇ − 𝜀𝑡𝑥̇𝑦̇

)︀)︀

d𝑠

d𝑠

d𝑠𝜀
=

= 𝑦 − 𝜀

[︃
𝑥̇𝑦𝑡+

d
(︀
𝑡𝑥̇𝑦̇
)︀

d𝑠

]︃
,

d2𝑥𝜀

𝑑𝑠𝜀
2 =

d
(︀(︀
𝑥̇+ 𝜀𝑡𝑦̇2

)︀)︀

d𝑠

d𝑠

d𝑠𝜀
=

= 𝑥̈+ 𝜀

[︃
d
(︀
𝑦̇2𝑡
)︀

d𝑠
− 𝑥̇𝑥̈𝑡

]︃
.

Тогда 2𝐻𝜀 будет иметь следующий вид:

2𝐻𝜀 = 2𝐻−

− 𝜀

[︃
− 𝑡𝑦̇

2

𝑦
− d

(︀
𝑦̇𝑡
)︀

d𝑠
− 𝑡𝑥̇2𝑦 + 𝑡𝑥̇𝑥̈𝑦̇

]︃
+

+ ∘̄ (𝜀) . (1.3)

Заметим, что оператор Лапласа–Бельтрами
Δ𝑠𝑓 = 𝑓 + 𝑦̇/𝑦𝑓 для функции 𝑦̇𝑡 запишется в
виде

Δ𝑠 (𝑦̇𝑡) =
d
(︀
𝑦̇𝑡
)︀

d𝑠
+ 𝑡𝑦 + 𝑡

...
𝑦+

+
𝑦̇2𝑡

𝑦
+
𝑡𝑦𝑦̇

𝑦
. (1.4)

Тогда из (1.4) и (1.3) получаем

2𝐻𝜀 = 2𝐻−

− 𝜀

[︂
−Δ𝑠 (𝑦̇𝑡) + 𝑡𝑦𝑦̇2 + 𝑡

...
𝑦 +

𝑡𝑦𝑦̇

𝑦
+ 𝑡𝑥̇𝑥̈𝑦̇

]︂
+

+ ∘̄(𝜀).

Заметим, что

𝑥̇𝑥̈ = −𝑦𝑦̇.

Тогда

𝛿2𝐻 = −𝜀
[︂
−Δ𝑠 (𝑦̇𝑡) + 𝑡

...
𝑦 +

𝑡𝑦𝑦̇

𝑦

]︂
. (1.5)

Продифференцировав (1.1) по 𝑠 и умножив
на 𝑥1, с учетом того, что −...

𝑥 𝑥̇ = 𝑥̈2+𝑦2+𝑦
...
𝑦 ,

получим

𝑡
...
𝑦 = −𝑥̇2𝐻̇𝑡+ 𝑥̈𝑦𝑥̇− 𝑥̇2𝑦̇

𝑦2
𝑡−𝑡𝑦2𝑦̇−𝑡𝑥̈2𝑦̇. (1.6)

Подставим (1.6) в (1.5)

𝛿2𝐻 = 𝜀

[︂
Δ𝑠 (𝑦̇𝑡) + 𝑥̇2𝐻̇𝑡+

𝑥̇2𝑦̇

𝑦2
𝑡+ 𝑦̇𝑡

(︂
𝑦2

𝑥̇2

)︂]︂
,

8
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𝛿2𝐻 = 𝜀

[︂
Δ𝑠 (𝑦̇𝑡) + 𝑥̇2𝐻̇𝑡+

+ 𝑦̇𝑡

(︂
𝑥̇

𝑦
− 𝑦

𝑥̇

)︂2

+ 2
𝑥̇

𝑦

𝑦

𝑥̇
𝑦̇𝑡

]︂
.

Заметим, что

2𝐻 =
𝑥̇

𝑦
− 𝑦

𝑥̇
, 𝐾 = −𝑦

𝑦
,

2𝐻𝜀 − 2𝐻 =

= 𝜀

[︂
Δ𝑠 (𝑦̇𝑡) + 𝑥̇2𝐻̇𝑡+ 𝑦̇𝑡

[︁
(2𝐻)2 − 2𝐾

]︁]︂
+

+ ∘̄ (𝜀) . (1.7)

Обозначим через 2𝑅 выражение в скобках в
правой части (1.7)

4𝐻2
𝜀 − 4𝐻2 =

= (2𝐻𝜀 − 2𝐻)2+2 (2𝐻) (2𝐻𝜀)−8𝐻2+ ∘̄ (𝜀) =
= 2(2𝐻) (2𝐻 + 𝜀2𝑅)− 8𝐻2 + ∘̄(𝜀),

4𝐻2
𝜀 − 4𝐻2 = 2(2𝐻)(2𝑅)𝜀+ ∘̄(𝜀),

𝐻2
𝜀 −𝐻2 =

= 𝜀

[︂
Δ𝑠 (𝑦̇𝑡)𝐻+𝑥̇2𝐻̇𝑡𝐻+𝑡𝐻

[︁
(2𝐻)2 − 2𝐾

]︁]︂
+

+ ∘̄ (𝜀) , (1.8)

𝐻2
𝜀 𝑦𝜀 d𝑠𝜀 −𝐻2𝑦 d𝑠 =

=
(︀
𝐻2

𝜀 −𝐻2
)︀
𝑦𝜀 d𝑠𝜀 +𝐻2 (𝑦𝜀 d𝑠𝜀 − 𝑦 d𝑠) .

При этом

𝑦𝜀 d𝑠𝜀 − 𝑦 d𝑠 = 𝜀𝑦𝑡𝑥̇ d𝑠,

𝐻2
𝜀 𝑦𝜀 d𝑠𝜀 −𝐻2𝑦 d𝑠 =

=
(︀
𝐻2

𝜀 −𝐻2
)︀
𝑦 d𝑠+𝐻2𝜀𝑦𝑡𝑥̇ d𝑠,

d𝑦𝜀
d𝑠𝜀

= 𝑦̇
d𝑠

d𝑠𝜀
= (𝑦̇)

(︀
1− 𝜀𝑡(𝑠)𝑥̇(𝑠)

)︀
.

Тогда первая вариация функционала Уилмо-
ра ‖𝐻‖22 равна

𝛿1‖𝐻‖22 = 2𝜋

𝐿∫︁

0

(︀
𝐻2

𝜀 −𝐻2
)︀
𝑦 d𝑠−

− 2𝜋

𝐿∫︁

0

𝐻2𝜀𝑦𝑡𝑥̇ d𝑠 =

= 2𝜋

𝐿∫︁

0

𝜀

[︂
Δ𝑠 (𝑦̇𝑡)𝐻 + 𝑥̇2𝐻̇𝑡𝐻+

+ 𝑦̇𝑡𝐻
[︀
(2𝐻)2 − 2𝐾

]︀]︂
𝑦 d𝑠+

+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑡𝑥̇𝑦 d𝑠.

В силу (1.8) и того, что

𝑡𝑥̇𝑦 =
d(𝑡𝑥̇𝑦)

d𝑠
− 𝑡𝑥̈𝑦 − 𝑡𝑥̇𝑦̇,

𝛿1‖𝐻‖22 = 2𝜋

𝐿∫︁

0

𝜀

[︂
Δ𝑠 (𝑦̇𝑡)𝐻+

+ 𝑥̇2𝐻̇𝑡𝐻 + 𝑦̇𝑡𝐻
[︀
(2𝐻)2 − 2𝐾

]︀]︂
𝑦 d𝑠−

− 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑑 (𝑦𝑡𝑥̇) + 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑡𝑥̈𝑦 d𝑠+

+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑡𝑥̇𝑦̇ d𝑠.

Интегрируя по частям и сокращая, получим

𝛿1‖𝐻‖22 = 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

Δ𝑠 (𝑦̇𝑡)𝐻𝑦 d𝑠+

+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑦̇𝑡𝐻
[︀
4𝐻2 − 2𝐾

]︀
𝑦 d𝑠−

− 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑡𝑥̈𝑦 d𝑠− 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑡𝑥̇𝑦̇ d𝑠.

9
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Функции 𝑦̇𝑡 и ее производная по 𝑠 являются
финитными на [0, 𝐿]. Значит,

𝐿∫︁

0

Δ𝑠 (𝑦̇𝑡)𝐻𝑦 d𝑠 =

𝐿∫︁

0

Δ𝑠 (𝐻) 𝑦̇𝑡𝑦 d𝑠, (1.9)

𝛿1‖𝐻‖22 =

= 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑦̇𝑡
[︀
Δ𝑠 (𝐻) + 4𝐻3 − 2𝐾𝐻

]︀
𝑦 d𝑠−

− 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐻2𝑡𝑦𝑦̇

[︂
𝑥̈

𝑦̇
+
𝑥̇

𝑦

]︂
d𝑠,

𝛿1‖𝐻‖22 =

= 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

[︀
Δ𝑠(𝐻) + 2𝐻3 − 4𝐻𝐾

]︀
𝑦̇𝑡𝑦 d𝑠.

Лемма доказана. �
Чтобы доказать, что предельная поверх-

ность является допустимой, покажем, что
функции 𝑥(𝑆), 𝑦(𝑆) естественной параметри-
зации обладают обобщенными производными
2-го порядка.

Рассмотрим минимизирующую последова-
тельность поверхностей

{︀
𝑆𝑛
}︀
:

F𝑆𝑛) → inf
{︀
F(𝑆) : 𝑆 ∈ I𝐻

}︀
.

Обозначим через 𝑙𝑛 образующие этих поверх-
ностей, заданные функциями 𝑥𝑛 : [0, 𝐿𝑛] →
→ 𝑅, 𝑦𝑛 : [0, 𝐿𝑛] → 𝑅 от натурального пара-
метра 𝑠𝑛.

Рассмотрим для каждого 𝑛 функцию

𝑠𝑛(𝑡) = 𝑡
𝐿𝑛

𝐿
здесь 𝑡 ∈ [0, 𝐿].

Заметим, что 𝑠𝑛 : [0, 𝐿] → [0, 𝐿𝑛] являются
дифференцируемыми.

Откуда получаем

d𝑠𝑛(𝑡) = d𝑡
𝐿𝑛

𝐿
, d𝑡 =

𝐿

𝐿𝑛
d𝑠𝑛. (1.10)

Построим новую последовательность образу-
ющих, зависящих от одного параметра
{︀
𝑥*𝑛(𝑡) := 𝑥𝑛 ∘ 𝑠𝑛(𝑡)

}︀
,
{︀
𝑦*𝑛(𝑡) := 𝑦𝑛 ∘ 𝑠𝑛(𝑡)

}︀
.

В силу того, что значения функционала F
определены на поверхностях 𝑆𝑛, получаем,
что для всех функций {𝑥𝑛} , {𝑦𝑛} верно

𝐿∫︁

0

(2𝐻𝑛)
2 𝑦𝑛 d𝑠𝑛 < 𝐴. (1.11)

Здесь 𝐻𝑛
2 — квадрат средней кривиз-

ны поверхности, задаваемой образующей(︀
𝑥𝑛(𝑆𝑛), 𝑦𝑛(𝑠𝑛)

)︀
, от натурального параметра

(𝑠𝑛).
Лемма 2. Последовательности {𝑥*𝑛}, {𝑦*𝑛}

компактны в смысле равномерной сходимости
на [0, 𝐿].

Доказательство. Докажем сначала, что
{𝑦*𝑛(𝑡)} равностепенно непрерывна.

Из этой последовательности можно вы-
брать сходящуюся подпоследовательность{︀
𝑙𝑛𝑗

}︀
→ 𝑙. Будем обозначать ее по-прежнему{︀

𝑙𝑛
}︀

с образующими
(︀
𝑥*𝑛(𝑡), 𝑦

*
𝑛(𝑡)

)︀
. Тогда в

силу того, что переменная 𝑠𝑛(𝑡) = 𝑡𝐿𝑛/𝐿
является натуральным параметром для(︀
𝑥𝑛(𝑠𝑛), 𝑦𝑛(𝑠𝑛)

)︀
, получаем

[𝑦*𝑛(𝑡)]
′ =

d
[︀
𝑦𝑛
(︀
𝑡𝐿𝑛
𝐿

)︀]︀

d𝑡
=

=
d
[︀
𝑦𝑛
(︀
𝑡𝐿𝑛
𝐿

)︀]︀

d𝑡𝐿𝑛
𝐿

𝐿𝑛

𝐿
= 𝑦𝑛

(︂
𝑡
𝐿𝑛

𝐿

)︂
𝐿𝑛

𝐿
. (2.1)

Вычислим вторую производную

(𝑦*𝑛)
′′ =

𝑑
[︀
𝑦𝑛
(︀
𝑡𝐿𝑛
𝐿

)︀
𝐿𝑛
𝐿

]︀

d𝑡
=

=
𝐿𝑛

𝐿

d
[︀
𝑦𝑛
(︀
𝑡𝐿𝑛
𝐿

)︀]︀

d
(︀
𝐿𝑛
𝐿 𝑡
)︀ d

(︀
𝐿𝑛
𝐿 𝑡
)︀

d𝑡
= 𝑦𝑛

(︂
𝐿𝑛

𝐿

)︂2

.

(2.2)

Тогда по теореме о среднем значении
⃒⃒
⃒𝑦*𝑛𝑗

(𝑡1)− 𝑦*𝑛𝑗
(𝑡2)
⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒
⃒⃒𝑦𝑛𝑗

(︂
𝐿𝑛𝑗

𝐿
𝑡1

)︂
− 𝑦𝑛𝑗

(︂
𝐿𝑛𝑗

𝐿
𝑡2

)︂⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝑦̇𝑛𝑗 (𝜉𝑛𝑗 )
𝐿𝑛𝑗

𝐿
|𝑡1 − 𝑡2| ,

где 𝜉𝑛𝑗 ∈
(︀
0, 𝐿𝑛𝑗

)︀
— внутренняя точка. Так

как 𝐿𝑛𝑗/𝐿→ 1, то существует 𝑁1

1

2
<
𝐿𝑛𝑗

𝐿
< 2 для любых 𝑛𝑗 > 𝑁1.
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Значит,
⃒⃒
⃒𝑦*𝑛𝑗

(𝑡1)− 𝑦*𝑛𝑗
(𝑡2)
⃒⃒
⃒ <

< 2𝑦̇𝑛𝑗 (𝜉𝑛𝑗 ) |𝑡1 − 𝑡2| < 2 |𝑡1 − 𝑡2| . (2.3)

Для последовательности
{︀
𝑥*𝑛𝑗

}︀
доказатель-

ство равностепенной непрерывности анало-
гично.

Длины дуг минимизирующей последо-
вательности ограничены, значит,

{︀
𝑦*𝑛𝑗

(𝑡)
}︀
,{︀

𝑥*𝑛𝑗
(𝑡)
}︀

— равномерно ограничены.
Следовательно,

{︀
𝑥*𝑛𝑗

}︀
,
{︀
𝑦*𝑛𝑗

}︀
— компакты

в метрике равномерной сходимости.
Лемма доказана. �
Оставим за ними обозначения самих по-

следовательностей. Обозначим

𝑦*(𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑦*𝑛, 𝑥*(𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑥*𝑛.

Лемма 3. Последовательность
{︀
(𝑦*𝑛)

′}︀

равностепенно непрерывна на [𝜀, 𝐿].

Доказательство. Действительно, в силу
(1.11) и того, что

4𝐻𝑛
2 =

(𝑥𝑛)
2

𝑦2𝑛
− 2

𝑦𝑛
𝑦𝑛

+
(𝑦𝑛)

2

(𝑥𝑛)
2

получаем

𝐿𝑛∫︁

0

[︃
(𝑥𝑛)

2

𝑦𝑛2
− 2

𝑦𝑛
𝑦𝑛

+
(𝑦𝑛)

2

(𝑥𝑛)
2

]︃
𝑦𝑛 d𝑠𝑛 < 𝐴.

Далее заметим, что

(𝑦𝑛)
2 6 (𝑦𝑛)

2

(𝑥𝑛)
2 = 4𝐻2

𝑛 − (𝑥𝑛)
2

𝑦2𝑛
+ 2

𝑦𝑛
𝑦𝑛
6

6 4𝐻2
𝑛 + 2

𝑦𝑛
𝑦𝑛
.

Получаем, что

𝑦𝑛 (𝑦𝑛)
2 6 4𝑦𝑛𝐻

2
𝑛 + 2𝑦𝑛.

Тогда

𝐿𝑛∫︁

0

𝑦𝑛 (𝑦𝑛)
2 d𝑠𝑛 6

6
𝐿𝑛∫︁

0

4𝑦𝑛𝐻
2
𝑛𝑑𝑠𝑛 +

𝐿𝑛∫︁

0

2𝑦𝑛 d𝑠𝑛. (3.1)

Преобразуем левую часть, используя (2.2) и
(1.10),

𝐿𝑛∫︁

0

𝑦𝑛 (𝑠𝑛(𝑡))

[︃(︂
𝐿

𝐿𝑛

)︂2

(𝑦*𝑛)
′′
]︃2
𝐿𝑛

𝐿
d𝑡 6

6
𝐿𝑛∫︁

0

4𝑦𝑛𝐻
2
𝑛 d𝑠𝑛 +

𝐿𝑛∫︁

0

2𝑦𝑛 d𝑠𝑛.

Заметим, что

𝐿𝑛∫︁

0

2𝑦𝑛 d𝑠𝑛 = 2
d𝑦𝑛
d𝑠𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝐿𝑛

0

,

тогда

(︂
𝐿

𝐿𝑛

)︂3
𝐿∫︁

0

𝑦*𝑛(𝑡)
[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 d𝑡 6

6
𝐿𝑛∫︁

0

4𝑦𝑛𝐻𝑛
2 d𝑠𝑛 + 2

d𝑦𝑛
d𝑠𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝐿𝑛

0

=

=

𝐿𝑛∫︁

0

4𝑦𝑛𝐻𝑛
2𝑑𝑠𝑛+2 𝑦̇𝑛|𝐿𝑛

0 .

Так как класс рассматриваемых поверхностей
удовлетворяет (1.11) и 𝑦̇𝑛 6 1, получаем

(︂
𝐿

𝐿𝑛

)︂3
𝐿∫︁

0

𝑦*𝑛(𝑡)
[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 d𝑡 6 4𝐴+ 4.

При достаточно больших 𝑛 получаем, что
1/2 < (𝐿/𝐿𝑛)

3, тогда

1

2

𝐿∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 𝑦*𝑛 d𝑡 6

6
(︂
𝐿

𝐿𝑛

)︂3
𝐿∫︁

0

𝑦*𝑛(𝑡)
[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 d𝑡 6

6 4𝐴+ 4 =
𝐴1

2
.

Таким образом, интеграл в левой части огра-
ничен.
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Запишем его в виде суммы

𝐿∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 𝑦*𝑛 d𝑡 =

=

𝐿−𝜀1∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 𝑦*𝑛 d𝑡+

+

𝐿∫︁

𝐿−𝜀1

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 𝑦*𝑛 d𝑡 6𝐴1.

Итак, справедлива оценка

𝐿−𝜀1∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 𝑦*𝑛 d𝑡 6 𝐴1. (3.2)

Заметим, что по построению
{︀
𝑦*𝑛
}︀
,

𝑦*𝑛(𝑡) > 𝑦*𝑛 (𝐿− 𝜀1) = 𝐵

∀𝑛 ∀ 𝑡𝜖[0, 𝐿− 𝜀1]. (3.3)

Что противоречит тому факту, что 𝑦*𝑛(𝑡) = 0
только для 𝑡 = 𝐿.

Значит, для любых 𝑛 > 𝑁2

𝐿−𝜀1∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2𝐵𝑑𝑡 6
𝐿−𝜀1∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 𝑦*𝑛 d𝑡 6 𝐴1,

𝐿−𝜀1∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 d𝑡 6 𝐴1

𝐵
. (3.4)

В силу неравенства треугольника для ска-
лярного произведения в пространстве 𝐿2 при
любых 𝑡1𝑡2 ∈ [0, 𝐿− 𝜀1].⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑡1∫︁

𝑡2

(𝑦*𝑛)
′′ d𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ 6

6

⎡
⎣

𝑡1∫︁

𝑡2

(︀
(𝑦*𝑛)

′′)︀2 d𝑡

⎤
⎦

1
2
⎡
⎣

𝑡1∫︁

𝑡2

(1)2 d𝑡

⎤
⎦

1
2

=

⎡
⎣

𝑡1∫︁

𝑡2

(︀
(𝑦*𝑛)

′′)︀2 d𝑡

⎤
⎦

1
2

(𝑡1 − 𝑡2)
1
2 6

6

⎡
⎣

𝐿−𝜀1∫︁

𝑡2

(︀
(𝑦*𝑛)

′′)︀2 d𝑡

⎤
⎦

1
2

(𝑡1 − 𝑡2)
1
2 .

Значит, в силу (3.4) получаем,

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑡1∫︁

𝑡2

(𝑦*𝑛)
′′ d𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ 6

[︂
𝐴1

𝐵

]︂ 1
2

(𝑡1 − 𝑡2)
1
2

для любых 𝑛 > 𝑁2. (3.5)

В силу формулы Ньютона–Лейбница и (3.5)
для любых для любых 𝑛 > 𝑁2 получаем

⃒⃒
[𝑦*𝑛 ((𝑡2))]

′ − [𝑦*𝑛 ((𝑡1))]
′⃒⃒ =

=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑡1∫︁

𝑡2

(𝑦*𝑛)
′′ d𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ 6

[︂
𝐴1

𝐵

]︂ 1
2

(𝑡1 − 𝑡2)
1
2 . (3.6)

Что означает, что
{︀
(𝑦*𝑛)

′ (𝑡)
}︀

— равносте-
пенно непрерывная последовательность на
[0, 𝐿− 𝜀1].

Лемма доказана. �
Таким образом,

{︀
(𝑦*𝑛)

′ (𝑡)
}︀

— равносте-
пенно непрерывная последовательность на
(0, 𝐿− 𝜀1) и равномерно ограниченная на
(0, 𝐿− 𝜀1). А значит,

{︀
(𝑦*𝑛)

′ (𝑡)
}︀

— компакт, т.е.
из любой последовательности на (0, 𝐿− 𝜀1)
можно выбрать сходящуюся равномерно под-
последовательность

{︀(︀
𝑦*𝑛1

)︀′
(𝑡)
}︀
.

Далее рассмотрим эту последователь-
ность на (0, 𝐿− 𝜀2), где 𝜀2 6 𝜀1.

Выберем сходящуюся равномерно под-
последовательность (это возможно т.к.{︀(︀
𝑦*𝑛1

)︀′
(𝑡)
}︀

— тоже компакт (0, 𝐿− 𝜀2)). Бу-
дем выбирать 𝜀𝑘 → 0 и строить для каждого
𝑘 сходящуюся равномерно на (0, 𝐿− 𝜀𝑘) под-
последовательность

{︀(︀
𝑦*𝑛𝑘

)︀′
(𝑡)
}︀
.

В итоге получим счетное число подпосле-
довательностей

{︀(︀
𝑦*𝑛𝑘

)︀′
(𝑡)
}︀
, каждая из ко-

торых сходится равномерно на (0, 𝐿− 𝜀𝑘).
Выбираем диагональную подпоследователь-
ность, получим сходящуюся подпоследова-
тельность на (0, 𝐿). Значит, предел этой по-
следовательности (обозначим его (𝑦*)′ (𝑡)) су-
ществует и принадлежит

{︀
(𝑦*𝑛)

′ (𝑡)
}︀
, т.е. явля-

ется непрерывной функцией. Очевидно, если
продифференцировать 𝑦*(𝑡) по 𝑡, получим
(𝑦*)′ (𝑡)

Лемма 4. Существует обобщенная произ-
водная 2-го порядка по 𝑡 для функции 𝑦*(𝑡).

Здесь
𝑦*(𝑡) = lim

𝑛→∞
𝑦*𝑛.

12
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Доказательство. Действительно, в (3.4)
имеем ∀𝑛 > 𝑁2, ∀ 𝜀1 > 0

𝐿−𝜀1∫︁

0

[︀
(𝑦*𝑛)

′′]︀2 d𝑡 6 𝐴1

𝐵
. (4.1)

Тогда получаем, что {𝑦*𝑛(𝑡)} ограниченна в
𝑊 2,2 [0, 𝐿− 𝜀1].

Последовательность {𝑦*𝑛} равномерно схо-
дится к 𝑦* на отрезке [0, 𝐿]. Значит, для лю-
бого 𝜙 ∈ 𝐿2 [0, 𝐿]

lim
𝑛→∞

𝐿∫︁

𝜀

𝜙 (𝑦*𝑛 − 𝑦*) d𝑡 = 0. (4.2)

Обозначим обобщенные производные 2-го по-
рядка для 𝑦*𝑛 на [𝜀, 𝐿] через 𝑔𝑛

𝐿∫︁

𝜀

𝜓′′ (𝑦*𝑛) d𝑡+

𝐿∫︁

𝜀

𝜓𝑔𝑛 d𝑡 = 0

∀𝜓— финитной функции на [𝜀, 𝐿] .

Откуда получаем

lim
𝑛→∞

⎡
⎣

𝐿∫︁

𝜀

𝜓′′ (𝑦*𝑛) d𝑡+

𝐿∫︁

𝜀

𝜓𝑔𝑛 d𝑡

⎤
⎦ = 0

∀𝜓 ∈ 𝐶∞
0 . (4.3)

В силу (4.2) существует предел

lim
𝑛→∞

⎡
⎣

𝐿∫︁

𝜀

𝜓′′ (𝑦*𝑛) d𝑡

⎤
⎦ =

𝐿∫︁

𝜀

𝜓′′𝑦* d𝑡 ∀𝜓 ∈ 𝐶∞
0 .

Значит, в силу (4.3) существует предел

lim
𝑛→∞

𝐿∫︁

𝜀

𝜓𝑔𝑛 d𝑡 ∀𝜓 ∈ 𝐶∞
0 , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿2 [𝜀, 𝐿] . (4.4)

Далее воспользуемся следующей теоремой.
∀ {ℎ𝑛} — ограниченной в 𝐿2[𝜀, 𝐿] последо-

вательности. Из того, что

∀𝜓 ∈ С∞
0 [𝜀, 𝐿] ∃ lim

𝑛→∞

𝐿∫︁

𝜀

𝜓ℎ𝑛 d𝑡

следует, что

∃ lim
𝑛→∞

𝐿∫︁

𝜀

𝜙ℎ𝑛 d𝑡 ∀𝜙 ∈ 𝐿2 [𝜀, 𝑙] .

В силу этой теоремы в (4.4) можно считать,
что 𝜓 ∈ 𝐿2 [𝜀, 𝐿].

Теперь можно воспользоваться теоремой
Банаха–Олаоглу, в силу которой ограничен-
ная последовательность {𝑔𝑛} в самосопряжен-
ном пространстве 𝐿2 [𝜀, 𝐿] является слабым
компактом.

Это означает, что ∃𝐺 ∈ 𝐿2 [𝜀, 𝐿]

lim
𝑛→∞

𝐿∫︁

𝜀

𝜓 (𝑔𝑛 −𝐺) d𝑡 = 0∀𝜓 ∈ 𝐿2 [𝜀, 𝐿] .

В частности, для 𝜓 = 𝜙′′, где 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 , полу-

чили, что

lim
𝑛→∞

𝐿∫︁

𝜀

𝜙′′ (𝑔𝑛 −𝐺) d𝑡 = 0

∀𝜙 ∈ С∞
0 [𝜀, 𝐿] . (4.5)

Тогда из (4.2) и (4.5)

lim
𝑛→∞

[︃ 𝐿∫︁

𝜀

𝜙 (𝑦*𝑛 − 𝑦*) d𝑡+

+

𝐿∫︁

𝜀

𝜙′′ (𝑔𝑛 −𝐺) d𝑡

]︃
= 0. (4.6)

∀𝜙 ∈ С∞
0 [𝜀, 𝐿] .

Следовательно,

lim
𝑛→∞

⎡
⎣

𝐿∫︁

𝜀

𝜙𝑦*𝑛 d𝑡+

𝐿∫︁

𝜀

𝜙′′𝑔𝑛 d𝑡

⎤
⎦ =

=

𝐿∫︁

𝜀

𝜙𝑦* d𝑡+

𝐿∫︁

𝜀

𝜙′′𝐺d𝑡 (4.7)

∀𝜙 ∈ 𝐶∞
0 [𝜀, 𝐿] .

Левая часть равна нулю, т.к. 𝑔𝑛 обобщенная
производная для 𝑦*𝑛. Значит,

𝐿∫︁

𝜀

𝜙𝑦*𝑑𝑡+

𝐿∫︁

𝜀

𝜙′′𝐺d𝑡 = 0∀𝜙 ∈ С∞
0 [𝜀, 𝐿].
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Итак, 𝑦* обладает обобщенной производной
2-го порядка 𝐺.

Лемма доказана. �

Нетрудно доказать, что параметр 𝑡 в пара-
метрическом представлении предельной по-
верхности является натуральным парамет-
ром. Теперь будем записывать предельную
поверхность в виде

(︀
𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)

)︀
, где 𝑠 — нату-

ральный параметр.
Итак, предельная поверхность является

допустимой поверхностью.
Докажем теперь, что для предельной по-

верхности выполняется соотношение

𝜇Δ𝑆𝐻 + 2𝜇𝐻
(︀
𝐻2 −𝐾

)︀
+

+ 𝜎 (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾) = 𝜆+
1

𝜎
Γ𝜌.

Для этого докажем следующую лемму.

Лемма 5. Для 𝑦(𝑆) существует непрерыв-
ная производная 3-го порядка и обобщенная
производная 4-го порядка.

Доказательство. Рассмотрим первую ва-
риацию функционала Уиллмора

‖𝐻‖22 = 2𝜋

𝐿∫︁

0

(2𝐻)2𝑦* d𝑠,

2𝐻 =
𝑥̇

𝑦
− 𝑥̇𝑦 + 𝑦̇𝑥̈. (5.1)

Легко убедиться, что 2𝐻𝜀 будет иметь следу-
ющий вид:

2𝐻𝜀 = 2𝐻 + 𝜀

[︂
𝑡𝑦̇2

𝑦
+ 𝑦̇𝑡+ 2𝑡𝑦

]︂
. (5.2)

Значит,

(2𝐻𝜀)
2 =

= (2𝐻)2 + 2𝜀

[︂
𝑡𝑦̇2

𝑦
+ 𝑦̇𝑡+ 2𝑡𝑦

]︂
(2𝐻). (5.3)

Заметим, что 𝑦 d𝑠𝜀 − 𝑦 d𝑠 = 𝜀𝑦𝑡𝑥̇ d𝑠, тогда

𝛿1‖𝐻‖22 =

= 2𝜋

𝐿𝜀∫︁

0

(2𝐻𝜀)
2 𝑦 d𝑠𝜀 − 2𝜋

𝐿∫︁

0

(2𝐻)2 𝑦 d𝑠 =

= 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡
[︀
(2𝐻)2𝑦𝑥̇+ 2𝑦̇2(2𝐻) + 4(2𝐻)𝑦𝑦

]︀
d𝑠+

+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡4𝑦̇(2𝐻)𝑦 d𝑠.

Интегрируя по частям первый интеграл, по-
лучим

𝛿1‖𝐻‖22 =

= 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

[︁
(2𝐻)2 𝑦𝑥̇+ 2𝑦̇2(2𝐻) + 4(2𝐻)𝑦𝑦

]︁
d𝑡+

+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡𝑦̇(8𝐻)𝑦 d𝑠.

Заметим, что выражение
[︁
(2𝐻)2 𝑦𝑥̇+ 2𝑦̇2 (2𝐻) + 4(2𝐻)𝑦𝑦

]︁
.

интегрируемо на [0, 𝐿], т.к. (2𝐻)2, (2𝐻), 𝑦 ин-
тегрируемы по условию и функции 𝑥̇, 𝑦̇, 𝑦 —
ограничены на [0, 𝐿]. Прообраз этого выраже-
ния обозначим через 𝐺1.

Тогда

𝛿1‖𝐻‖22 = 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡𝑑𝐺1 + 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡4𝑦̇ (2𝐻)𝑦 d𝑠.

Интегрируя по частям и пользуясь финитно-
стью функции 𝑡, будем иметь

𝛿1‖𝐻‖22 =

= −2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝐺1𝑑𝑡+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡4𝑦̇(2𝐻)𝑦 d𝑠 =

= 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡 [𝑦4𝑦̇ (2𝐻)−𝐺1] d𝑠.
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Заметим, что

2𝐻 =
𝑥̇

𝑦
+
𝑥̈

𝑦̇
,

𝛿1‖𝐻‖22 = 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡

[︂
𝑦4𝑦̇

(︂
𝑥̇

𝑦
+
𝑥̈

𝑦̇

)︂
−𝐺1

]︂
d𝑠 =

= 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡 [4 (𝑥̇𝑦̇ + 𝑥̈𝑦)−𝐺1] d𝑠.

Тогда вариация функционала

𝐹 *
(︁
𝑆
)︁
= 𝐹

(︁
𝑆
)︁
+ 2𝜋

𝐿∫︁

0

(2𝐻)2 𝑦 d𝑠

для равновесной капли 𝑆 равна нулю, т.е.

𝛿1 (𝐹
*(𝑆)) = 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡 [4 (𝑥̇𝑦̇ + 𝑥̈𝑦)−𝐺1] d𝑠+

+ 2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡(𝑠)𝑦̇
[︀
−(2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾)+

+ 𝜆+ 𝜎−1Γ𝜌
]︀
𝑦 d𝑠 = 0. (5.4)

Получаем, что [4 (𝑥1𝑦̇ + 𝑥1𝑦)−𝐺1] облада-
ет обобщенной производной 2го порядка:
𝑦̇
[︀
− (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾) + 𝜆+ 𝜎−1Γ𝜌

]︀
𝑦. Значит, она

обладает непрерывной производной 1-го по-
рядка. Следовательно, 𝑥̈ обладает непрерыв-
ной производной.

Проинтегрируем по частям (5.4), пользу-
ясь финитностью 𝑡

𝛿1 (𝐹
*(𝑆)) =

= −2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡 [4 (𝑥1𝑦̇ + 𝑥1𝑦 + 𝑥1𝑦̇ +
...
𝑥 1𝑦)] d𝑠−

−2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡
[︀
(2𝐻)2𝑦𝑥1+2𝑦̇2 (2𝐻)+4(2𝐻)𝑦𝑦

]︀
d𝑠+

+2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡(𝑠)𝑦̇
[︀
−(2𝐻+𝑙𝑝𝐾)+𝜆+𝜎−1Γ𝜌

]︀
𝑦 d𝑠 =

= 0.

Получаем, что 𝑦̇
[︀
−(2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾) + 𝜆+ 𝜎−1Γ𝜌

]︀
𝑦 —

обобщенная производная для

[︁
4 (𝑥̈𝑦̇ + 𝑥̇𝑦 + 𝑥̈𝑦̇ +

...
𝑥𝑦)−

−
[︀
(2𝐻)2𝑦𝑥1 + 2𝑦̇2(2𝐻) + 4(2𝐻)𝑦𝑦

]︀]︁
.

Откуда получаем, что для 𝑥(𝑡) существует
обобщенная производная 4-го порядка.

Лемма доказана. �
Аналогично доказывается существование

обобщенной производной 4-го порядка для
𝑦(𝑠). Опираясь на полученные результаты,
докажем следующую теорему.

Теорема 6. Пусть 𝑆𝐸 ∈ I𝐻 — решение
вариационной задачи, 𝑙 — образующая по-
верхности вращения 𝑆𝐸 Тогда функции 𝑥, 𝑦
из естественного параметрического представ-
ления кривой 𝑙 принадлежат пространству
𝑊 4,2 ([0, 𝐿− 𝜀]).

При этом средняя кривизна 𝐻 и гауссова
кривизна 𝐾 поверхности 𝑆𝐸 удовлетворяют
следующему уравнению:

𝜇Δ𝑆𝐻 + 2𝜇𝐻
(︀
𝐻2 −𝐾

)︀
+ 𝜎 (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾) =

= 𝜆+
1

𝜎
Γ𝜌. (6.1)

Доказательство. Рассмотрим поверх-
ность 𝑆𝜀 с образующей 𝑙𝜀, задаваемой гра-
фиком функции 𝑥𝜀(𝑦) = 𝑥1(𝑦) + 𝜀𝑡1 (𝑦), где
𝑡1(𝑦) — финитная функция.

Параметрическая запись этой кривой бу-
дет иметь вид

𝑥𝜀 (𝑠𝜀) = 𝑥 (𝑠𝜀(𝑆)) + 𝜀𝑡 (𝑠𝜀(𝑠)) ,

𝑦𝜀 (𝑠𝜀) = 𝑦 (𝑠𝜀(𝑆)) ,

где

𝑠𝜀(𝑆) =

𝑠∫︁

0

√︁
(𝑥̇(𝜏) + 𝜀𝑡(𝜏))

2
+ 𝑦̇2(𝜏) d𝜏,

𝑠𝜀 — новый натуральный параметр.
Пользуясь результатом работы [6], имеем

𝛿1 (𝐹 (𝑆)) =

= −2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡(𝑠)
[︀
− (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾)𝜎+

+ 𝜆𝜎 + Γ𝜌
]︀
𝑦̇𝑦 d𝑠.
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В силу Леммы 1

𝛿1
(︀
𝜎‖𝐻‖22

)︀
=

= 2𝜋𝜀𝜎

𝐿∫︁

0

[︀
Δ𝑠(𝐻) + 2𝐻3 − 4𝐻𝐾

]︀
𝑦̇𝑡𝑦 d𝑠.

Тогда

𝛿1 (𝐹 (𝑆)) = −2𝜋𝜀

𝐿∫︁

0

𝑡(𝑠)
[︀
− (2𝐻 + 𝑙𝑝𝐾)𝜎+

+ 𝜆𝜎 + Γ𝜌
]︀
𝑦̇𝑦 d𝑠+

+ 2𝜋𝜀𝜎

𝐿∫︁

0

[︀
Δ𝑠(𝐻) + 2𝐻3 − 4𝐻𝐾

]︀
𝑦̇𝑡𝑦 d𝑠,

где
F(𝑆) := 𝐹 (𝑆) + 𝜇‖𝐻‖22(𝑆).

Так как на экстремальных поверхностях
𝛿1 (F(𝑆)) = 0, то в силу произвольности фи-
нитной функции, получаем, что экстремаль-
ная поверхность удовлетворяет условию (6.1).

Теорема доказана. �

Заключение

Доказана разрешимость вариационной за-
дачи, определение равновесной формы по-
верхности висящей жидкой капли.

Исследованы дифференциальные формы
поверхности. Выведено дифференциальное
уравнение, обобщающее уравнение средней
кривизны для поверхностей вращения.

Методы, развитые в работе кроме клас-
сического макро случая, дают возможность
уточнять исследования наноструктур.
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