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Abstract. For the Navier-Stokes system and the heat equation with vanishing viscosity, the
stationary thermocapillary flow of an incompressible fluid in a horizontal layer of infinite thickness
is calculated. The layer is bounded above by a free non-deformable boundary on which an uneven
temperature distribution is specified. In the approximation of the boundary layer, asymptotic
expansions of the solution of the problem are constructed. The main terms of the asymptotics
satisfy the Prandtl equations of the boundary layer. Two types of regimes in the boundary layer
are calculated – non-swirling and rotational fluid flows.

Rotational regimes of fluid flows arise as a result of bifurcation of non-swirling regimes in the
boundary layer. Bifurcation points are found by solving a boundary value problem for eigenvalues.
It is shown that rotational regimes arise only when the free boundary is locally cooled. When the
boundary is heated, fluid rotation does not occur.

Two types of rotational modes are numerically calculated. All modes exist only if the velocity
of the external fluid flow does not exceed the bifurcation value. The modes of the first type have
axial symmetry. There are only two such modes. Other modes do not have axial symmetry. For
modes of the second type, an exact solution in cylindrical coordinates is obtained. These modes
depend on two independent parameters that fill the circle of unit radius. So, at the bifurcation
point, many rotational regimes arise, which are a two-parameter family.
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Введение

Нелинейные пограничные слои вблизи
свободной границы могут формироваться в
жидкости с исчезающими диффузионными
коэффициентами в результате воздействия
касательных напряжений на свободную по-
верхность. Такие напряжения формируют-
ся вследствие зависимости коэффициента по-
верхностного натяжения свободной границы
от температуры. Эти напряжения приводят к
возникновению термокапиллярного течения
жидкости (эффект Марангони) [1–3]. Актив-
ное исследование таких эффектов в погранич-
ных слоях Марангони проводится, начиная
со второй половины прошлого столетия. В од-
ной из первых опубликованных работ [1] по-
лучено автомодельное решение, описывающее
осесимметричное термокапиллярное стацио-
нарное течение жидкости в пограничном слое
Марангони. Нелинейные свойства слоев Ма-
рангони изучались во многих работах, напри-

мер в [2], где исследованы групповые свойства
уравнений пограничного слоя в нестационар-
ном случае. Отметим, что вблизи свободной
границы может возникать нелинейный по-
граничный слой под действием касательных
напряжений, вызванных ветровыми нагрузка-
ми [4]. Расчет поля скорости в пограничном
слое Марангони в однородной жидкости при-
водится к расчету пограничного слоя, выпол-
ненному ранее в [4]. Нелинейный погранич-
ный слой вблизи свободной границы может
возникать и при отсутствии поверхностных
касательных напряжений за счет обратного
влияния поля температуры на поле скоростей
жидкости [3].

Асимптотический анализ, выполненный
в работе [3], показал, что при охлаждении
свободной границы в слое Марангони в осе-
симметричном случае может возникать пара
вращательных режимов течений жидкости,
которые однозначно определяются краевы-
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ми условиями. Ниже показано, что при тех
же температурных условиях на границе при
отсутствии осевой симметрии возможно по-
явление множества вращательных режимов,
зависящих от двух произвольных параметров,
которые заполняют круг единичного радиуса.
Такие режимы ответвляются в пограничном
слое от осесимметричного не закрученного
течения жидкости.

1. Уравнения движения
Рассматривается стационарное течение

вязкой несжимаемой жидкости в горизонталь-
ном слое бесконечной толщины. Сверху слой
ограничен свободной поверхностью Γ, вдоль
которой температура изменяется неравномер-
но. Стационарное течение однородной жид-
кости описывается системой Навье–Стокса и
уравнением теплопроводности

(v,∇v) = −𝜌−1∇𝑝+ 𝜈Δv + g, (1.1)

v∇𝑇 = 𝜒Δ𝑇, divv = 0.

Здесь v = (𝑣𝑟, 𝑣𝜑, 𝑣𝑧) — вектор скоро-
сти, (𝑟, 𝜑, 𝑧) — цилиндрические координа-
ты, 𝑝 — давление, 𝜌 — плотность жидкости,
g = (0,0,−𝑔𝑡), 𝑔𝑡 — ускорение свободного
падения, 𝑇 — температура, 𝜈 и 𝜒 — соот-
ветственно коэффициенты кинематической
вязкости и температуропроводности, которые
считаются малыми. На свободной поверхно-
сти Γ выполняются граничные условия, со-
стоящие из динамических условий для нор-
мальных и касательных напряжений, кине-
матического условия непротекания жидкости
через границу и заданной температуры 𝑇Γ:

𝑝 = 2𝜈𝜌nΠn− 𝜎(𝑘1 + 𝑘2) + 𝑝*, (1.2)

2𝜈𝜌(Πn− (nΠn)n) = ∇Γ𝜎,

𝑇 = 𝑇Γ(𝑟, 𝑧), (𝑟, 𝜑, 𝑧) ∈ Γ.

Здесь введены обозначения: Π — тензор ско-
ростей деформации, n — единичный вектор
внешней нормали к свободной границе, 𝑘1 и
𝑘2 — главные кривизны свободной поверх-
ности, 𝑝* — давление на свободной границе,
которое считается постоянным, 𝜎 — коэффи-
циент поверхностного натяжения, линейно за-
висящий от температуры 𝜎 = 𝜎0−|𝜎𝑇 | (𝑇−𝑇*),
где 𝜎0, |𝜎𝑇 |, 𝑇* — известные постоянные, ∇Γ —
градиент вдоль поверхности Γ. При удалении
от границы Γ в поперечном направлении тем-
пература жидкости стремится к постоянному

значению 𝑇∞, а скорость жидкости ограниче-
на.

Начало системы координат выбираем на
свободной границе. Ниже строится решение,
для случая, когда свободная граница в глав-
ном приближении не деформируется и опи-
сывается уравнением 𝑧 = 0. Предположим,
что температура на свободной границе зави-
сит квадратично от радиальной координаты
𝑇Γ = 𝑇∞+𝑇𝑚(𝑟2/𝐿2−1) при 𝑟 6 𝐿 и 𝑇Γ = 𝑇∞
при 𝑟 > 𝐿. Здесь 𝑇𝑚 перепад температуры
𝑇𝑚 = 𝑇Γ|𝑟=𝐿 − 𝑇Γ|𝑟=0 на Γ на промежутке
𝑟 ∈ [0, 𝐿]. Отметим, что в случае 𝑇𝑚 > 0 и
𝑟 < 𝐿 свободная граница в окрестности оси
𝑂𝑧 охлаждается, а в случае 𝑇𝑚 < 0 — нагре-
вается.

Введем безразмерный перепад температу-
ры 𝛼 по формуле 𝛼 = 𝑇𝑚/𝑇∞. Предположим,
что перепад температуры при охлаждении
изменяется на промежутке 0 < 𝑇𝑚 < 𝑇∞. В
этом случае 0 < 𝛼 < 1. Уравнения движе-
ния и краевые условия приведем к безраз-
мерному виду. В качестве масштабов длины,
температуры, скорости и давления принима-
ем параметры 𝐿, 𝑇∞, 𝑢0, 𝜌𝑢20, соответственно.
Масштаб скорости 𝑢0 и безразмерный пара-
метр 𝜀 введем по формулам

𝑢0 =
(︀
𝑇 2
∞𝜎

2
𝑇𝐿

−1𝜈−1𝜌−2
)︀1/3

, 𝜀 =
√︀
𝜈/𝑢0𝐿.

Здесь параметр 𝑇∞ рассматривается как верх-
няя грань множества, к которому принадле-
жит перепад температуры 𝑇𝑚. Предположим,
что параметр 𝛼2/3 конечен. В этом случае
масштаб 𝑢0 имеет такой же порядок, как и
параметр 𝑢𝑚 =

(︀
𝑇 2
𝑚𝜎

2
𝑇𝐿

−1𝜈−1𝜌−2
)︀1/3, постро-

енный по перепаду температуры 𝑇𝑚.

2. Пограничный слой

При конечных значениях параметра 𝐿 и
малых значениях коэффициента кинематиче-
ской вязкости 𝑣 параметр 𝜀 является малым.
В данном случае это означает наличие погра-
ничного слоя Марангони, толщиной порядка
𝑂(𝜀) вблизи свободной границы. Вне этого
слоя возникает «внешнее» течение жидкости,
которое в главном приближении удовлетво-
ряет уравнениям Эйлера невязкой жидкости.
Рассмотрим случай, когда порядки скоростей
в пограничном слое и во внешней области
одинаковы и равны 𝑂(𝑢0). Введем скорость
внешнего потока v0 = (𝑣𝑟𝑜, 𝑣𝜑0, 𝑣𝑧0). Предпо-
ложим, что жидкость вне пограничного слоя
не вращается 𝑣𝜑0 = 0.
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Возникновение вращения жидкости при охлаждении свободной границы

Решение задачи строится методом погра-
ничного слоя [5]. Введем преобразование рас-
тяжения 𝑠 = 𝑧/𝜀. Асимптотические разложе-
ния решения задачи при 𝜀 → 0 строятся по
формулам

𝑣𝑟 = 𝑣𝑟0 + ℎ𝑟0 + 𝜀(𝑣𝑟1 + ℎ𝑟1) + . . . ,

𝑣𝜑 = ℎ𝜑0 + 𝜀ℎ𝜑1 + . . . ,

𝑣𝑧 = 𝑣𝑧0 + 𝜀(𝑣𝑧1 + ℎ𝑧1) + . . . ,

𝑇 = 1 + 𝜃0 + 𝜀(𝑇1 + 𝜃1) + . . . .

Асимптотический ряд для давления строит-
ся по аналогии. Функции ℎ𝑟0, ℎ𝑟1, ℎ𝑧1, ℎ𝜑0,
ℎ𝜑1, 𝜃0, 𝜃1 определены в области погранич-
ного слоя 𝐷Γ, зависят от переменных 𝑠, 𝑟, 𝜑
и исчезают вместе с производными вне 𝐷Γ.
Функции 𝑣𝑟0, 𝑣𝑟1, 𝑣𝑧0, 𝑣𝑧1, 𝑇1 определены как
вне, так и внутри области пограничного слоя,
зависят от переменных 𝑟, 𝜑, 𝑧 и описывают
течение жидкости вне области 𝐷Γ. Функции
𝑣𝑟0, 𝑣𝑧0 описывают течение идеальной жидко-
сти. Асимптотическое разложение окружной
компоненты скорости 𝑣𝜑 учитывает предпо-
ложение, что вне области пограничного слоя
жидкость не вращается.

Краевая задача для главных членов
асимптотических рядов в области 𝐷Γ полу-
чается путем применения метода погранич-
ного слоя [5] к системе уравнений движения
(1.1) и к соответствующим краевым услови-
ям (1.2). Введем функции 𝐻𝑟 = ℎ𝑟0 + 𝑣𝑟0|Γ и
𝐻𝑧 = ℎ𝑧1 + 𝑣𝑧1|Γ + 𝑠𝜕𝑣𝑧0/𝜕𝑧|Γ. Для определе-
ния функций 𝐻𝑟, 𝐻𝑧, ℎ𝜑0 выводим систему
уравнений пограничного слоя

𝐻𝑟
𝜕𝐻𝑟

𝜕𝑟
+
ℎ𝜑0
𝑟

𝜕𝐻𝑟

𝜕𝜑
+𝐻𝑧

𝜕𝐻𝑟

𝜕𝑠
−
ℎ2𝜑0
𝑟

=

𝜕2𝐻𝑟

𝜕𝑠2
+ 𝑣𝑟0

𝜕𝑣𝑟0
𝜕𝑟

⃒⃒
⃒⃒
Γ

, (2.1)

𝐻𝑟

𝑟

𝜕(𝑟ℎ𝜑0)

𝜕𝑟
+
ℎ𝜑0
𝑟

𝜕ℎ𝜑0
𝜕𝜑

+𝐻𝑧
𝜕ℎ𝜑0
𝜕𝑠

=
𝜕2ℎ𝜑0
𝜕𝑠2

,

𝜕𝐻𝑟

𝜕𝑟
+
𝐻𝑟

𝑟
+

1

𝑟

𝜕ℎ𝜑0
𝜕𝜑

+
𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑠
= 0.

Краевые условия приводятся к виду

𝜕𝐻𝑟

𝜕𝑠
= −𝜕𝑡Γ

𝜕𝑟
,

𝜕ℎ𝜑0
𝜕𝑠

= 0 (𝑠 = 0), (2.2)

𝐻𝑧 = 0 (𝑠 = 0),

𝐻𝑟 → 𝑣𝑟0|Γ , ℎ𝜑0 → 0 (𝑠→ −∞).

По координате 𝜑 выполняется условие пери-
одичности. Здесь 𝑡Γ = 𝛼(𝑟2 − 1) при 𝑟 < 1 и
𝑡Γ = 0 при 𝑟 > 1.

Применяя метод пограничного слоя к
уравнению теплопроводности в (1.1) и к усло-
виям (1.2) для температуры, приходим к кра-
евой задаче для определения функции 𝜃0 в
пограничном слое

𝐻𝑟
𝜕𝜃0
𝜕𝑟

+
ℎ𝜑0
𝑟

𝜕𝜃0
𝜕𝜑

+𝐻𝑧
𝜕𝜃0
𝜕𝑠

=
1

Pr

𝜕2𝜃0
𝜕𝑠2

, (2.3)

𝜃0 = 𝑡Γ (𝑠 = 0), 𝜃0 → 0 (𝑠→ −∞).

Здесь Pr — число Прандтля.

3. Незакрученные режимы
Предположим, что на свободной границе

вблизи оси 𝑂𝑧 радиальная компонента ско-
рости идеальной жидкости зависит линей-
но от радиальной координаты 𝑣𝑟0|Γ = 𝑈𝑟,
где 𝑈 > 0. Асимптотические значения ком-
понент поля скорости идеальной жидкости
вблизи свободной границы приводятся к виду
𝑣𝑟0 ∼ 𝑈𝑟, 𝑣𝑧0 ∼ −2𝑈𝑧, 𝑣𝜑0 = 0.

Решения краевой задача (2.1)–(2.2) опи-
сывают два типа режимов — вращательные
(ℎ𝜑0 ̸= 0) и незакрученные (ℎ𝜑0 = 0). Сначала
рассмотрим течение жидкости без вращения
в осесимметричном случае, представив реше-
ние уравнений пограничного слоя в виде

𝐻𝑟 = 𝑟(Φ′(𝜂) + 𝑈),

ℎ𝜑0 = 0, 𝐻𝑧 = 2(Φ + 𝜂𝑈).
(3.1)

Здесь 𝜂 = −𝑠. Последние формулы описы-
вают решение задачи только в окрестности
оси 𝑂𝑧 и не переносятся на область вне этой
окрестности, где решение может быть про-
должено численно.

Функция Φ(𝜂) определяется из нелиней-
ной краевой задачи

Φ′′′ = Φ′2 + 2𝑈Φ′ − 2Φ′′(Φ + 𝜂𝑈), (3.2)

Φ(0) = 0, Φ′′(0) = 2𝛼, Φ′(∞) = 0.

Полученная задача решалась численно ме-
тодом пристрелки. Для различных значений
𝛼 > 0 решение задачи (3.2) можно найти, рас-
считав решение этой задачи при 𝛼 = 0,5 и
выполнив перерасчет по формулам

Φ(𝜂) = 𝜏1/3Φ1(𝜉), 𝑈 = 𝜏2/3𝑈1,

𝜉 = 𝜏1/3𝜂, 𝜏 = 2𝛼.
(3.3)
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Рис. 1. Зависимость 𝑉 (𝑈) на свободной границе при 𝛼 = 0,5

Здесь функция Φ1 и параметр 𝑈1 находятся
при решении задачи (3.2) для 𝛼 = 0,5.

Обозначим через 𝑉 = 𝑈 +Φ′(0) параметр,
который пропорционален радиальной компо-
ненте скорости вязкой жидкости на свободной
границе. На рис. 1 кривая 1 представляет гра-
фик зависимости параметра 𝑉 от амплитуды
скорости невязкой жидкости 𝑈 на границе Γ
при 𝛼 = 0,5 в случае охлаждения свободной
поверхности. Отметим, что режимы течений
жидкости без вращения в пограничном слое
при 𝛼 > 0 существуют только, если 𝑈 ≥ 𝑈𝑚.
Численный расчет и формулы (3.3) приво-
дят к формуле 𝑈𝑚 ≈ 1,2145𝛼2/3. Значению
𝑈 = 𝑈𝑚 соответствует крайняя левая точка
(«вершина») кривой 1. Краевая задача (3.2)
при 𝑈 > 𝑈𝑚 имеет по два различных реше-
ния для каждого фиксированного значения
𝑈 . Эти решения отличаются формой профи-
ля скорости. Обозначим через 𝑈0 значение
параметра 𝑈 , при котором 𝑉 (𝑈0) = 0. При
𝑈 > 𝑈0 и 𝑉 > 0 (верхняя часть ветви 1)
профиль скорости имеет только зону тока, в
которой 𝑣𝑟 > 0. Для остальных точек кри-
вой 1 в профиле скорости имеются зона тока
и зона противотока. Отметим, что радиаль-
ная компонента вектора скорости изменяется
монотонно при удалении от свободной гра-
ницы и при выходе из области пограничного
слоя асимптотически стремится к текущему
значению параметра 𝑈 .

Функцию 𝜃0, описывающую температуру
в пограничном слое в главном приближении
для незакрученных режимов, представим в
виде суммы 𝜃0 = 𝑟2𝜃00(𝜂) + 𝜃01(𝜂). Функции
𝜃00, 𝜃01 определяются из краевых задач, коэф-
фициенты которых зависят от функции Φ(𝜂).

Численный расчет этих задач показывает, что
в области пограничного слоя в окрестности
оси𝑂𝑧 функция 𝜃0 при удалении от свободной
границы монотонно возрастает при 𝛼 > 0.

4. Бифуркация решений

Незакрученные режимы при охлаждении
свободной границы 𝛼 > 0 отсутствуют при
значениях параметра 𝑈 , удовлетворяющих
неравенству 𝑈 < 𝑈𝑚. Однако в этом слу-
чае существуют решения задачи (2.1)–(2.2),
которые представляют собой вращательные
режимы течений жидкости в пограничном
слое. Такие вращательные режимы ответвля-
ются в пограничном слое в точках бифурка-
ции от незакрученных режимов (3.1). Точки
бифуркации находятся путем решения кра-
евой задачи на собственные значения, кото-
рая получается линеаризацией задачи (2.1)–
(2.2) вблизи невращательных осесимметрич-
ных режимов (3.1). У собственных функций
линеаризованной задачи отделим радиаль-
ную координату 𝑟 и представим эти функ-
ции в виде 𝐻𝑟 = 𝑟𝐻𝑟𝑐(𝜂, 𝜑), ℎ𝜑0 = 𝑟ℎ𝜑𝑐(𝜂, 𝜑),
𝐻𝑧 = 𝐻𝑧𝑐(𝜂, 𝜑). Приведем линеаризованную
задачу для определения неизвестных функ-
ций 𝐻𝑟𝑐, ℎ𝜑𝑐, 𝐻𝑧𝑐 и собственных значений
параметра 𝑈

𝜕2𝐻𝑟𝑐

𝜕𝜂2
= 𝐿0𝐻𝑟𝑐 − Φ′′(𝜂)𝐻𝑧𝑐, (4.1)

𝜕2ℎ𝜑𝑐
𝜕𝜂2

= 𝐿0ℎ𝜑𝑐,
𝜕𝐻𝑧𝑐

𝜕𝜂
= 2𝐻𝑟𝑐 +

𝜕ℎ𝜑𝑐
𝜕𝜑

,

𝜕𝐻𝑟𝑐

𝜕𝜂
= 0,

𝜕ℎ𝜑𝑐
𝜕𝜂

= 0, 𝐻𝑧𝑐 = 0 (𝜂 = 0);

𝐻𝑟𝑐 = 0, ℎ𝜑𝑐 = 0 (𝜂 = ∞).
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По переменной 𝜑 выполняется условие перио-
дичности. Оператор 𝐿0 определяется форму-
лой

𝐿0 = 2
(︀
Φ′ + 𝑈

)︀
𝐸 − 2 (Φ + 𝜂𝑈) 𝜕/𝜕𝜂.

Здесь 𝐸 — единичный оператор.
Используя разделение переменных, реше-

ние задачи (4.1) представим в виде

𝐻𝑟𝑐 = 𝑢𝑐(𝜂)𝑓
′(𝜑), ℎ𝜑𝑐 = 𝑣𝑐(𝜂)𝑓(𝜑),

𝐻𝑧𝑐 = 𝑤𝑐(𝜂)𝑓
′(𝜑).

Здесь 𝑓(𝜑) — произвольная периодическая
функция.

Функции 𝑢𝑐, 𝑣𝑐, 𝑤𝑐 и собственное число 𝑈
находятся из краевой задачи

𝑢′′𝑐 = 𝐿0𝑢𝑐 − Φ′′𝑤𝑐,

𝑣′′𝑐 = 𝐿0𝑣𝑐, 𝑤′
𝑐 = 2𝑢𝑐 + 𝑣𝑐,

𝑢′𝑐(0) = 0, 𝑣′𝑐(0) = 0, 𝑤𝑐(0) = 0,

𝑢𝑐(∞) = 0, 𝑣𝑐(∞) = 0.

Полученная задача решалась численно. Рас-
считана ветвь простых собственных значе-
ний 𝑈 = 𝑈* ≈ 1,3262𝛼2/3. Собственное ре-
шение получено в виде 𝑣𝑐 = 𝑐0𝑔*(𝜂), 𝑢𝑐 =
= −0,5𝑐0𝑔*(𝜂), 𝑤𝑐 = 0. Здесь 𝑐0 — произволь-
ная постоянная, не равная нулю. Функция 𝑔*
удовлетворяет условию нормировки 𝑔*(0) = 1
и определяется из краевой задачи 𝑔′′* = 𝐿0𝑔*,
𝑔′*(0) = 𝑔*(∞) = 0. При этом функция 𝑔*(𝜂)
монотонно убывает от единицы до нуля на
полуоси [0,∞). При 𝑈 = 𝑈* собственное ре-
шение задачи (4.1) представим по форму-
лам 𝐻𝑟𝑐 = −0,5𝑔*(𝜂)𝑓 ′(𝜑), ℎ𝜑𝑐 = 𝑔*(𝜂)𝑓(𝜑) и
𝐻𝑧𝑐 = 0. Постоянная 𝑐0 включена в функ-
цию 𝑓(𝜑). Отметим, что функция 𝑓(𝜑) не
определяется из условий задачи (4.1). В слу-
чае осевой симметрии 𝑓(𝜑) ≡ const, по-
этому собственное решение принимает вид
ℎ𝜑𝑐 = 𝑐1𝑔*(𝜂), 𝐻𝑟𝑐 = 𝐻𝑧𝑐 = 0, где 𝑐1 = const.

Задача для уравнения теплопроводности в
пограничном слое (2.3) для функции 𝜃0 лине-
аризуется вблизи невращательных режимов
(3.1). Собственную функцию представим в
виде 𝜃0𝑐 = 𝑟2𝜃1𝑐 + 𝜃2𝑐. Краевая задача для
функций 𝜃1𝑐, 𝜃2𝑐 при 𝑈 = 𝑈* имеет единствен-
ное решение 𝜃1𝑐 = 𝜃2𝑐 = 0.

Краевая задача для уравнений погранич-
ного слоя (2.1)–(2.2) кроме незакрученных

режимов имеет вращательные как осесиммет-
ричные, так и несимметричные режимы. Осе-
симметричные режимы представим в виде

𝐻𝑟 = 𝑟(𝐹 ′(𝜂) + 𝑈), ℎ𝜑0 = 𝑟𝐺(𝜂),

𝐻𝑧 = 2(𝐹 + 𝜂𝑈).

Функции 𝐹 (𝜂), 𝐺(𝜂) определяются из краевой
задачи

𝐹 ′′′ = 𝐹 ′2 +2𝑈𝐹 ′ − 2𝐹 ′′(𝐹 + 𝜂𝑈)−𝐺2, (4.2)

𝐺′′ = 2(𝐹 ′ + 𝑈)𝐺− 2(𝐹 + 𝜂𝑈)𝐺′,

𝐹 (0) = 0, 𝐹 ′′(0) = 2𝛼, 𝐺′(0) = 0,

𝐹 ′(∞) = 0, 𝐺(∞) = 0.

Краевая задача (4.2) решалась численно. При
𝐺 = 0 эта задача совпадает с задачей (3.2) и
ее решение описывает незакрученное течение
жидкости. Для 𝐺 ≠ 0, 𝛼 > 0 и 𝑈 < 𝑈* при
каждом фиксированном значении 𝑈 найде-
но по паре осесимметричных решений, кото-
рые описывают вращательные режимы, отли-
чающиеся между собой только направлени-
ем вращения. Эти режимы ответвляются от
незакрученных режимов в точке бифуркации
𝑈 = 𝑈*. На рис. 1 кривая 4 изображает по-
ведение амплитуды радиальной компоненты
скорости для осесимметричных вращатель-
ных режимов на свободной границе в зависи-
мости от параметра 𝑈 при 𝛼 = 0,5. Точка 𝐵 —
точка бифуркации. Окружная компонента
скорости в главном приближении ℎ𝜑0 моно-
тонно убывает внутри пограничного слоя 𝐷Γ

при удалении от свободной границы и стре-
мится к нулю при выходе из 𝐷Γ.

Несимметричные вращательные режимы,
которые ответвляются от не закрученных ре-
жимов в точке бифуркации 𝑈 = 𝑈*, предста-
вим в виде

𝐻𝑟 = 𝑟𝑢𝑟(𝜂, 𝜑), ℎ𝜑0 = 𝑟𝑢𝜑(𝜂, 𝜑), 𝐻𝑧 = 𝑢𝑧(𝜂, 𝜑).

Функции 𝐻𝑟, ℎ𝜑0, 𝐻𝑧 удовлетворяют крае-
вой задаче (2.1)–(2.2) при 𝑠 = −𝜂. Решение
этой задачи строится в виде рядов Фурье по
координате 𝜑. Анализ краевых задач для ко-
эффициентов Фурье показал, что существует
точное решение, для которого эти ряды об-
рываются и содержат только конечное число
слагаемых, состоящих из нулевой и второй
гармоник по координате 𝜑

𝑢𝑟 = 𝑢(𝜂) + 𝑣(𝜂)(𝛼0 sin 2𝜑+ 𝛽0 cos 2𝜑), (4.3)

𝑢𝜑 = 𝑣(𝜂)(1− 𝛽0 sin 2𝜑+ 𝛼0 cos 2𝜑),

𝑢𝑧 = 𝑤(𝜂).

Здесь 𝛼0, 𝛽0 параметры.
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Коэффициенты 𝑢, 𝑣, 𝑤 решения (4.3) опре-
деляются из краевой задачи

𝑢′′ = 𝑢2 − 𝑢′𝑤 + (𝛼2
0 + 𝛽20 − 1)𝑣2 − 𝑈2, (4.4)

𝑣′′ = 2𝑢𝑣 − 𝑣′𝑤,𝑤′ = 2𝑢,

𝑢′ = 2𝛼, 𝑣′ = 0, 𝑤 = 0 (𝜂 = 0);

𝑢 = 𝑈, 𝑣 = 0 (𝜂 = ∞).

Краевая задача (4.4) решалась численно. От-
метим, что при 𝛼2

0+𝛽
2
0 > 1 решения отсутству-

ют. На рис. 1 кривые 2 и 6 изображают зависи-
мость 𝑉 (𝑈) при 𝛼0 = 0, 𝛽0 = 0,2 и 𝛼 = 0,5 для
двух вращательных режимов с противопо-
ложным направлением вращения. Кривым 3
и 5 соответствуют параметры 𝛼0 = 0, 𝛽0 = 0,5
и 𝛼 = 0,5. Формулы (4.3) представляет собой
двухпараметрическое семейство решений, со-
держащее произвольные параметры 𝛼0, 𝛽0,
удовлетворяющие условию 𝛼2

0+𝛽
2
0 < 1. Таким

образом, из точки бифуркации ответвляют-
ся два семейства вторичных вращательных
режимов. При 𝛼0 = 𝛽0 = 0 существуют два
частных режима, отличающиеся между собой
только направлением вращения и обладаю-
щие осевой симметрией. Остальные режимы
несимметричны и определяются различны-
ми значениями параметров 𝛼0 и 𝛽0, которые
заполняют круг единичного радиуса.

Вторичные режимы для температуры
представим в виде

𝜃𝜑 = 𝑟2𝜃𝑎(𝜂, 𝜑) + 𝜃𝑏(𝜂).

Функция 𝜃𝑎 содержит гармоники нулевого и
второго порядков

𝜃𝑎 = 𝜃𝑎1(𝜂) + 𝜃𝑎2(𝜂) sin 2𝜑+ 𝜃𝑎3(𝜂) cos 2𝜑.

Для осесимметричных режимов 𝜃𝑎2 = 𝜃𝑎3 = 0.
Функции 𝜃𝑎1, 𝜃𝑎2, 𝜃𝑎3, 𝜃𝑏 содержат параметры
𝛼0 и 𝛽0. Краевые задачи для этих функций
решены численно. Для различных значений
параметров 𝛼0 и 𝛽0 из точки бифуркации
𝑈 = 𝑈* от решения 𝜃0 = 𝑟2𝜃00(𝜂) + 𝜃01(𝜂) от-
ветвляется двухпараметрическое семейство
решений 𝜃𝜑(𝑟, 𝜑, 𝜂), описывающее распределе-
ние температуры вращающейся жидкости в
пограничном слое.

Отметим, что ответвление бесконечного
числа вторичных режимов, зависящих от про-
извольного параметра, не определяемого из
краевых условий, рассмотрено в задаче о кон-
векции жидкости в пористой среде [6].

Заключение

В работе показано, что в случае локаль-
ного охлаждения горизонтальной свободной
поверхности однородной жидкости возника-
ет бифуркация в пограничном слое вблизи
этой поверхности. В результате бифуркации
появляются вращательные режимы течений
жидкости в пограничном слое. В случае осе-
вой симметрии возникают два закрученных
режима, которые однозначно определяются
постановкой задачи. Однако при отсутствии
этой симметрии возникает семейство враща-
тельных режимов, зависящих от двух допол-
нительных параметров.
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