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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ РАСЧЕТА КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ
В ЛИТОСФЕРНЫХ ПЛИТАХ1

В.А. Бабешко2, О.М. Бабешко3

ABOUT ONE MODEL FOR CALCULATING STRESS CONCENTRATION IN LITHOSPHERE
PLATES

Babeshko V. A., Babeshko O. M.

The work offers a model for calculating stress concentration in interacting lithosphere plates. On
a fine scale, lithosphere plates are modeled by nonlinear shell equations. On a large scale, zones are
defined, which contain inhomogeneities, i.e. viruses of vibration strength. These inhomogeneities are
studied in terms of the corresponding theory. The case of two interacting half-infinite lithosphere plates
is considered. Correlations necessary for calculations are derived. The convenience of the model assumed
lies in the possibility to continue studying the problem of plates’ stability loss.

1. Современная геология дает представ-
ление о литосферных плитах как о механи-
ческих деформируемых объектах плитообраз-
ной формы, взаимодействующих между со-
бой по границам сквозных разломов [1]. В том
случае, если разлом или совокупность разло-
мов не являются сквозными — такие неодно-
родности относятся к вирусам вибропрочно-
сти [2].

Поэтому будем рассматривать пробле-
му взаимодействия литосферных плит как
контактирующих разделенных деформируе-
мых плит, расположенных на деформируемом
основании, аналогично смешанным задачам
теории упругости [3].

Причиной для такого рассмотрения явля-
ется установленное медленное движение ли-

тосферных плит, а также сейсмическая актив-
ность именно зон сквозного разлома [4].

Направления перемещения литосферных
плит могут быть произвольными. Они могут
расходиться, двигаться перпендикулярно по-
верхности Земли, могут надвигаться одна на
другую. Последний случай является наибо-
лее общим и сложным, объемлющим осталь-
ные. A именно, в случае надвигания лито-
сферных плит при достаточно малых переме-
щениях будет происходить процесс деформа-
ции литосферных плит в их плоскости без за-
метного изменения их положения по отноше-
нию к поверхности Земли. Это так называ-
емая докритическая деформация литосфер-
ных плит [5, 6]. По достижении некоторых
критических значений параметров, в частно-
сти, сжимающих усилий, положение плит мо-
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жет измениться, их части могут покинуть
плоскость первоначального положения. Мате-
матически это выражается в потере устойчи-
вости и «ветвлении решений» краевой зада-
чи [5]. Именно так формируются горы.

Такого рода перемещения называются по-
терей устойчивости плит, что математически
описывается ветвлением решений. Для мате-
матического описания таких явлений необхо-
димо рассматривать литосферные плиты гео-
метрически нелинейными. Заметим, что для
оценки нарастания концентрации напряже-
ний достаточно ограничиться линеаризован-
ными уравнениями. Они же служат и для на-
хождения критических параметров задачи [5].
Таким образом, если задача состоит в опреде-
лении концентрации напряжений литосфер-
ных плит и в отыскании критических значе-
ний параметров, при которых литосферные
плиты начнуть терять устойчивость, можно
ограничиться линеаризованными уравнения-
ми [5]. Если же стоит вопрос о выяснении
параметров перемещения литосферной плиты
после потери устойчивости, то необходим ана-
лиз нелинейной задачи. Нужно также заме-
тить, что потеря устойчивости — изгиб плит —
вызывает снижение продольных напряжений
в плите, но в то же время приводит к попе-
речным смещениям.

2. Построим интегральные уравнения
напряженно-деформированного состояния
системы: взаимодействующие литосферные
плиты — деформируемое основание.

В соответствии с вышеотмеченным при-
мем для описания поведения литосферных
плит, расположенных на деформируемом ос-
новании, нелинейные уравнения оболочек в
перемещениях, построенные в [6]. Для каж-
дой из оболочек в областях Ωk, k = 1, 2, они
имеют вид
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u = {u1, u2, u3}, n(u) = {n1(u), n2(u), n3(u)},
q = {q1, q2, q3}, t = {t1, t2, t3}.

q — вектор усилий, действующих на нижнюю
границу литосферной плиты, и t — воздей-
ствий сверху соответственно.
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Граничные условия для случая шарнир-
ного опирания или большого трения в зоне
контакта имеют вид
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Здесь приняты обозначения: E — модуль
упругости, µ — модуль сдвига материалов
плит; перемещение точек плиты по главным
направлениям срединной поверхности — u1,
u2 и по нормали — u3; kx1 , kx2 — кривизны по
осям x1, x2 соответственно.

Будучи линеаризованными, они имеют
тот же вид, с опущенными компонентами
нелинейного вектора n(u). В дальнейшем
ограничимся случаем горизонтальных лито-
сферных плит с плоскими границами, лежа-
щих на деформируемом основании. В этом
случае кривизны kx1 , kx2 по осям исчезают.

В качестве деформируемого основания,
на котором находятся литосферные плиты,

можно рассматривать различные модели: де-
формируемое полупространство, слой, много-
слойное полупространство, в том числе ани-
зотропное, вязко-упругие среды. Во всех пе-
речисленных случаях соотношения между на-
пряжениями на поверхности среды qk и пере-
мещениями uk, k = 1, 2, 3, имеют вид [7,8]
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R = ‖Rmn‖ , m, n = 1, 2, 3.

Rks(α1, α2, x3) — аналитические функции
двух комплексных переменных αk, в частно-
сти, мероморфные.

Эти соотношения имеют аналогичный вид
в плоском случае x2, x3, с той разницей, что
m,n = 2, 3.

Их выражения для различных типов де-
формируемых оснований даются в [7, 8] и
др. Эти соотношения называются функциями
влияния. В тех случаях, когда известны урав-
нения, описывающие поведение среды (осно-
вания), элементы матрицы-функции R удает-
ся вычислить. Если такие уравнения отсут-
ствуют, то функции влияния могут быть по-
лучены экспериментально.

Введем в рассмотрение дифференциаль-
ный оператор вида
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Ему соответствует следующая характеристи-
ческая матрица-функция:
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Аналогично введем такие же матрицы-
функции для двумерных задач
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С использованием этих операторов диф-
ференциальные уравнения нелинейной тео-
рии оболочек можно записать для трехмер-
ного и двумерного случаев в виде

L3(∂x1, ∂x2)u = E3(q + t)− n(u),
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 ,

L2(∂x2)u = E2(q + t)− n(u).

Найдя указанные выше напряжения q под
литосферными плитами, можем вычислить
перемещения различных точек литосферных
плит.

Внося выражение для перемещений (4) в
нелинейные уравнения плит (1)–(3), прихо-
дим к нелинейным интегральным уравнениям
для определения возникающих под пластиной
контактных напряжений вида
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p = (p1, p2, p3).

n∗(x1, x2,Q) — вектор, в котором осуществле-
на замена (4), нелинейно зависящий от компо-
нент вектора Q.

Преобразуем систему следующим обра-
зом.

Примем во внимание, что имеют место
асимптотические оценки
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Введем в рассмотрение дифференциальные
операторы соответственно в трехмерном и
двумерном случаях вида
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n — внешняя нормаль к границе ∂Ω, ∆ — опе-
ратор Лапласа, b1, b2 — некоторые постоян-
ные, I — единичная матрица.
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Тогда методом факторизации строится
обратный оператор, позволяющий предста-
вить решение краевой задачи в форме

u = M−1
3 g + m−1

1 f1 + m−1
2 f2.

Здесь M−1, m−1 — линейные, ограниченные в
L1 операторы, общее представление которых
было получено в [9, 10].

Применяя оператор M−1 к (5), приходим
к системе интегральных уравнений
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1 f1 + m−1
1 f2.

Элементы матрицы-функции символа ядра
интегрального уравнения (7) убывают на бес-
конечности как A−1. Аналогично в двумерном
случае.

При некоторых значениях напряжений
может возникнуть ситуация, при которой пла-
стины потеряют устойчивость, т. е. начнется
ветвление решений. Другими словами, при
некоторых значениях параметров возможно
существование нескольких решений.

Значения параметров, при которых по-
следнее имеет место, называются бифуркаци-
онными. Для их нахождения линеаризуем си-
стему интегральных уравнений.

2. Запишем систему (7) для каждой пли-
ты в отдельности
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Последние функции зависят от fsk.

В общем случае интегральные уравнения
необходимо исследовать методом факториза-
ции, применяемым для изучения вирусов виб-
ропрочности. В связи с тем, что литосферные
плиты имеют большую протяженность, изу-
чим случай контакта полуограниченных плит.
Именно, будем считать, что Ω1 и Ω2 — полу-
плоскости

Ω1 : x2 6∞, |x1| 6∞,

Ω2 : x2 >∞, |x1| 6∞.
Будем рассматривать два типа задач.
Первый связан с расчетом напряженно-
деформированного состояния литосферных
плит, подверженных внешним воздействи-
ям в предположении, что плита не теряет
устойчивость. Второй случай связан с изу-
чением ситуации, при которой плита теряет
устойчивость. В последнем случае возникают
несколько положений равновесия литосфер-
ной плиты, могут начаться выпучивания ее
отдельных участков.

Исходя из этого, представим интеграль-
ные уравнения, предварительно применив
преобразование Фурье по x1 в форме

∞∫
−∞

K1(α1, α2)e−iα2x2Q(α1, α2) dα2 =

= p∗1∗(α1, x2), (8)

−∞ 6 x2 < 0,

∞∫
−∞

K2(α1, α2)e−iα2x2Q(α1, α2) dα2 =

= p∗2∗(α1, x2), (9)

0 6 x2 <∞.
Продолжив правую часть уравнения (8) в об-
ласть x2 > 0 вектор-функцией R−1 (α1, x2), а
уравнения (9) — вектор-функцией R+

2 (α1, x2)
в область x2 < 0 и применив к ним интеграль-
ное преобразование Фурье по x2, приходим к
системе функциональных уравнений вида

K1∗Q = P+
1∗ (α1, α2) + R−1 (α1, α2) ,

K2∗Q = P−2∗ (α1, α2) + R+
2 (α1, α2) .

Исключая из этих соотношений Q, получим

K−1
1∗
[
P+

1∗ + R−1
]

= K−1
2∗
[
P−2∗ + R+

2

]
.



Об одной модели расчета концентрации напряжений в литосферных плитах 21

Отсюда имеем

MR+
2 = R−1 + P+

1∗ −K1∗K
−1
2∗ P−2∗,

M = K1∗K
−1
2∗ .

Матрица-функция второго порядка M, за-
висящая от двух комплексных переменных
α1, α2, предполагается мероморфной. В про-
тивном случае ее можно аппроксимировать
мероморфной матрицей-функцией.

Осуществим факторизацию по параметру
α2 этой матрицы-функции слева, используя
формулы факторизации [11] в виде

M = M−M+.

В результате имеем

M+R+
2 = M−1

− R−1 + M−1
− P−1∗M+P−2∗.

Осуществив факторизацию выражения спра-
ва в виде суммы и группируя регулярные в
верхней и нижней полуплоскостях функции,
найдем

M+R+
2 −

{
M−1
− P+

1∗
}+

+
{
M+P−2∗

}+
=

= M−1
− R−1 +

{
M−1
− P+

1∗
}− − {M+P−2∗

}− ≡
≡ Γ(α1, α2).

Здесь Γ(α1, α2) — некоторая целая вектор-
функция. Выражение представляет собой
аналитическое продолжение через веществен-
ную ось соотношений, регулярных в верхней
и нижней полуплоскостях. Все члены соотно-
шений убывают на бесконечности.

В результате целая функция Γ ≡ 0.
Отсюда находим неизвестные функции в

виде

R+
2 = M−1

+

[
{M−1

− P+
1∗}

+ − {M+P−2∗}
+
]
,

R−1 = M−
[
−{M−1

− P+
1 }
− + {M+P−2∗}

−] ,
Внося их значения в формулы, найдем выра-
жение для Q

Q = K−1
2∗ P−2∗ + K−1

2∗M−1
+ ×

×
[
{M−1

− P+
1∗}

+ − {M+P−2∗}
+
]
, (10)

или

Q = K−1
1∗ P+

1∗ + K−1
1∗M−×

×
[
−{M−1

− P+
1∗}
− + {M+P−2∗}

−] .

В обоих равенствах справа находится одно и
то же выражение. В результате несложных
преобразований одна из его форм переходит
в другую.

Таким образом, для перемещений получи-
ли представление вида (4) с использованием
формул (10).

Остается определить искомые граничные
функции. Применяя к (4) граничные операто-
ры, будем иметь соотношения вида

`1u1(x1, 0) ≡
∫ ∞∫
−∞

N1(α1, α2)Q(α1, α2)`1×

× e−i(α1x1+α2x2) dα1 dα2 = 0,

x2 = −0,

`2u2(x1, 0) ≡
∫ ∞∫
−∞

N(α1, α2)Q(α1, α2)`2×

× e−i(α1x1+α2x2) dα1 dα2 = 0,

x2 = +0.

Из последних формул необходимо найти неиз-
вестные постоянные

Bsn, s = 1, 2; n = 1, 2, 3, 4.

Для их нахождения применим к предыдущим
соотношениям преобразование Фурье по па-
раметру x1, получим

∞∫
−∞

R1(α1, α2)Q(α1, α2)`1×

× e−iα2x2 dα1 dα2 = 0,

x2 → −0,

∞∫
−∞

R2 (α1, α2) Q (α1, α2) `2×

× e−iα2x2 dα1 dα2 = 0,

x2 → +0.

Из этой системы найдем неизвестные
постоянные, затем определим напряженно-
деформированное состояние литосферной
плиты, как контактирующих пластин, опи-
санных выше. Построив значения поперечных
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сил, касательных и нормальных усилий в лю-
бом сечении пластины, можем теперь анали-
зировать напряженно-деформированное со-
стояние отдельных участков литосферных
плит, содержащих неоднородности различно-
го происхождения. К ним относятся, в первую
очередь, неоднородности другой природы.

Вырезав прямоугольную плиту, содержа-
щую неоднородности, поставив на ее границах
найденные из предыдущей задачи граничные
значения, приходим к исследованию задачи
теории вирусов вибропрочности, но уже отно-
сительно напряженно-деформированного со-
стояния ограниченной плиты с неоднородно-
стями. Решение этой задачи позволяет уточ-
нить напряженно-деформированное состоя-
ние в указанной зоне.

Принятая модель достаточно удобна так-
же для постановки и изучения задачи потери
устойчивости взаимодействующих литосфер-
ных плит и ветвления решений.
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